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 شكر وتقدير
 

ا نش  إ ى ا م كز ا ع بي  لتع  ب وا ت جم  وا تأ  ف و تتقدّم ا منظم  ا ع ب    لت ب   وا ثقاف  وا علوم 
، عن جامع  كامب  دج با مملك  2008بخا ص ا تقد   وا شك  على ت جم  ا كتاب ا صاد  في شه  ما س 

. وا شك  موصول إ ى كاف  ف  ق ا عمل Principles Of Digital Communicationا متّحدة تح/ عنوان: 
 تد  ق ا لغوي وا علمي  لمادّة وعلى تعاونهم ا جدّي في إنجاز هذا ا عمل ا متمّ ز.ا ذي أش ف على ا ت جم  وا 

وا منظم  ا ع ب    لت ب   وا ثقاف  وا علوم إذ تقوم بنش  وتوز ع ا نسخ  ا ع ب   من هذا ا كتاب ا قّ م لإث اء 
مجانًا، وبعدم  زم بتوز عهاا مكتبا/ وا تشج ع منها على تد  س ود اس  ا علوم با لغ  ا ع ب  ، فإنّها تلت

 استثما ها لأغ اض تجا   .
 

  من   غب من ا قّ اء في الاطلاع على ا نسخ  الأصل   با لغ  الإنجل ز  ،  مكنهم استخدام ا ّ ابط ا تا ي:
Communication.html-Digital-of-rbooks.com/Principleshttp://freecompute 

 و مكن  لّ اغب ن في الاتصال با منظم  ا ع ب    لت ب   وا ثقاف  وا علوم ا تواصل عب  ا ب انا/ ا تا   :
 668 948 71 216+  ا فاكس:  900 013 70 216+ا هاتف: 

 alecso@alecso.org.tnا ب  د الإ كت وني: 

 تونس-ا م كز ا عم اني ا شما ي-ا عنوان ا ب  دي: شا ع محمّد علي عق د
ا جمهو    ا تونس  

http://freecomputerbooks.com/Principles-of-Digital-Communication.html
mailto:alecso@alecso.org.tn


 تقديم المدير العام
 

م وا تقانا/ تعز ز دو  ا علو  إ ىا ّ ام    ا منظم  ا ع ب    لت ب   وا ثقاف  وا علوم مواصل   جهود
 اء  مسااااااااااع ها ا مساااااااااتمّ ة لإث ومواصااااااااال ا ع ب   وا نهوض بها،  ا مجتمعا/ا حد ث  في تنم   

ن تقاادّم  لقّ اء أ هاااا مكتبااا/ ا ع ب اا  بااأهمّ وأب ز ا ما فااا/ ا ت بو اا  وا ثقاااف اا  وا علم اا ،  سااااااااااااااا ّ 
صااااااااااااااااد  عن جامع  كامب  دج وا باحث ن وا مهتمّ ن ا ع ب، ا نساااااااااااااااخ  ا ع ب   من ا كتاب ا 

مبادئ " تح/ عنوان "قلاجيج. روبارت ،  ما فه "2008، في شااااااه  ما س با مملك  ا متّحدة
 ".الاتصالات الرّقمية

 

 ا/صااناع من االاتّصااالا/ ا ّ  م     صااناع ف ه وتأتي أهمّ   هذا ا كتاب في ا و / ا ذي تعد
ج ا ا معلوما/، ح ث شااااااااهد/ تقا ب في حجمها صااااااااناع  تكنو و و ضااااااااخم  وساااااااا  ع  ا نمو ا 

ز ادا/  أدى إ ىانتشاااااااً ا واسااااااعًا تطوً ا كب ً ا و  في عصاااااا نا ا حا ي الاتصااااااالا/ ا ّ  م   أنظم 
 س ع  نقل ا ب انا/ وا معلوما/ عب  شبكا/ الاتصالا/ ا مختلف .غ   مسبو   في 

 

ها تدعو وتشاااااجّع ا قّ م، فإنّ وا منظم  ا ع ب    لت ب   وا ثقاف  وا علوم إذ تقدّم هذا ا كتاب ا علمي 
الاساااااااااتفادة من ا مفاه م وا مكوّنا/ ا  أ سااااااااا   في أنظم  الاتصاااااااااالا/ ا   م   ا تي  سااااااااا دها، 

ي فا تي ضااااااامّنها، وا تي من شاااااااأنها أن تسااااااااهم بط  ق  مباشااااااا ة  ا هندسااااااا   والأمثل  ا تطب ق  
ب   في مجال ا ع  تطو   وصقل ا معا ف ا علم    لمهتمّ ن وا متخصّص ن  تطو   ا صناعا/ 

 الاتصالا/ ا   م   ا ع ب  .
 

 والسلام عليكم ورحمة الله وبركاته،،،
 الدكتور عبدالله حمد محارب

 المدير العام
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ي ف "، ا صااااااد  عن جامع  كامب  دج با مملك  ا متّحدةمبادئ الاتصاااالات الرّقميةجاء كتاب "
،   ساااااالّط ا ضااااااوء على زاو   هامّ  من زوا ا ا تطوّ ا/ ا تكنو وج   وا صااااااناعا/ 2008ساااااان  

 "؛هندسة الاتصالاتا ّ  م   ا تناظ    في مجال "
 

وتقااادّم إدا ة ا علوم وا بحاااث ا علمي، باااا منظمااا  ا ع ب ااا   لت ب ااا  وا ثقاااافااا  وا علوم، هاااذا ا كتااااب 
 لقّ اء وا مهتمّ ن في ا وطن ا ع بي، في ظااالّ ا تطوّ ا/ا علمي ا قّ م باااا لغااا  ا ع ب ااا  كم جع  

والانتشا  ا واسع ا ذي حظ / به ا بنى ا تحت   لأجهزة وأنظم  الاتصالا/ ا ّ  م   في عص  
ثو ة تكنو وج ا الاتصااااااااال، وخاصااااااااّ  با دول ا متقدّم  ا تي تسااااااااعى وبشااااااااكل جدّي إ ى تطو   

ا عد د من ا مجالا/ )ا علم  ، ا تجا   ،  وتوساااااااااا ع نطاق اسااااااااااتخدام الاتصااااااااااالا/ ا ّ  م   في
 ا عسك   ، ...(.

 

 ضااامّ ا كتاب تساااع  فصاااول، تضااامّن كلّ منها ا عد د من ا مبادئ ا علم   ا نظ    وا تطب قا/ 
صااااا ن والأكاد م  ن ومهندساااااي الاتصاااااالا/ ا ّ  م  ،  ا هندسااااا   ا تي تت ه  لمهتمّ ن وا متخصاااااّ
تطو   معا فهم ومها اتهم ا علم   وا هندس   في ا تصم م وا تطب ق الأمثل  نظم أجهزة وب امج 

صاااااالا/ ا ّ  م   وا تي من شاااااأنها أن تسااااااهم في ا نهوض با صاااااناعا/ ا ع ب   في مجال الات
، من خلال ا تع  ف بمبادئ وأساااااس الاتصاااااالا/ ا ّ  م   ا حد ث  وك ف   هندسااااا  الاتصاااااالا/

ت م ز وفكّ ا ا تعامل مع الإشااااااااا ا/ ا كه باأ   وا كه ومغناط ساااااااا  ، وط ق انتقا ها ومعا جتها )
 (.م، ا تشف  ، وا تعد لا ت م ز، ا تكم 

 
 

 والله ولي التوفيق،،،
 الأستاذ الدكتور أبوالقاسم حسن البدري

مدير إدارة العلوم والبحث العلمي
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 مقدّمة وأهداف

 
ف من هذا الهدإن . تك ونوجيا المعلوماتصنننن اعة  هاقارب في حجةتصنننن اعة الات ننننالات انرعةية صنننن اعة انننن،ةة و ننننر عة ان ةو  تعُدّ 
كيي  عل  من انت  بدلاا  حيثتل  الألامةة. في هو درا نننننننننننننننة تل  اتوالات من لامي الات نننننننننننننننالات انرعةية ان  هي فر د  من لاوعها  انكتاب

عل     نننننننننننننتّ   يكيت ان فإنالأجه   وانبرمجيات نكثير من ألاواع أخرى من الألامةة   بعيد شننننننننننننن   إ  حدّ ت  الأجه   وانبرامج لهذه ان مي  وان
 ية من الات الات انرعةية الحد ثة.جوالات ان مام الأ ا 

كيان نلأفكار ان مر ة في حقل الات نننالات انرعةية ت قير عول عل  غو عير عادل في ت نننةيي ان مي والمةار نننة انعةلية وانتي يقية. حيث  
مر ة المعلومات . خدمت لا1948كيالات الأ نننل ان مر ة عد وانننعت من ع ل كيلود شنننالاون  وان   يلس عليها ا ننني لامر ة المعلومات في عام 

عاماا أو غو ذن  من وجودها  كية ننننننندر ع  لمبنننننننايل ان جث انعلةي وكي هج  دعو نلت افل من حيث كيون هذه ان مي  كن أن  25لأول 
تكون أكيثر كيفاء  وموقوعية با نننننننت،دام هذه المقاربات. كيان نل مر ة تفاعل عليل مس المةار نننننننة انتي يقية بعيداا عن بعير انتجارب ان ننننننن ير  

  بدأ ت فيذ ان مي انبايد  عل  لاياق وا س با ت،دام 1970ير الألامةة انعبكر ة المت،  ة نل ا ة. ومس ذن   وبحلول م ت ف عام وبع
ت. أفكار لامر ة المعلومات. كيان انبنن ت الأول وراء ذن  انعدد المت ا د من المه د ننذ انذ ن فهةوا كيمّا من لامر ة المعلومات ولامي الات ننالا

ثاني فيعود إ  انخفاض انتكلفة وز اد  عو  معاتة الأجه   انرعةية مما جعل من المةكن ت فيذ خوارزميات متيور  تخصّ لامر ة أما انبنننننننننننن ت ان
 المعلومات. و عُ ا انب ت انثانث إ  أن انتعقيد المت ا د في لامي الات الات تيلت توظيف الم ادئ ان  يو ة ن مر ة المعلومات.

كل تقر بي اننننننةن ت نننننن يفذ أ ننننننا ننننننيذة  وفّر الأول أدوات دليلية نتقر ر أداء لامي محدد   و ضننننننس انثاني عيوداا تقس الم ادئ ان مر ة بشنننننن
أ ا ية عل  أداء أل لامام.  كن نيمب اندرا ات اندلايا ا تيعاب معمي مكولاات انت  يف الأول  إلا أن انت  يف انثاني فهو بي يعت  

ص نيمب اندرا ننننات انعليا بشننننكل متف رّد. لا  عود انبنننن ت في ذن  إ  كيون  ل ة اندرا ننننات انعليا ند هي معرفة أو ننننس بالمقارلاة مس مخ ننننّ
 ةلامرايهي في اندرا نننننات اندلايا  إلا أن الأخير ن متةر نننننون في فهي كيةيات كي ير  من انتفاصنننننيل وعيدون انتعامل مس المعادلات ان  لها عمع

س ان جث بر وانتفكير انعةيس انذل  تيلّ   فهي عيود مجرد  نلأداء  و  تي هذ انفهي لاحقاا مبهذه انتفاصنننيل. كيةا أغي عيُر معتاد ن عل  ان ننن
 انعلةي المرافس نلأ روحة.

كيان الهدف الأصلي نلةؤنف كيتابة مرجس مختص في الات الات انرعةية نيل ة اندرا ات اندلايا  إلا أن الخبر  في تدر ل هذه المواد عل  
أع عت  ب لا  لا  كن أن  كتت عراننننننناا صنننننننادعاا نلة ادئ   ا في ذن  كيل ما هو ممكن وما هو عير ممكن  دون أن مدى عدد من انبننننننن وات 

  فقد أكيثر  مب اندرا ات انعليا اهتةامهي.  توافر انعد د من ان  وص اتامعية المةتاز  في الات الات انرعةية ان  ت ف مجةوعة وا عة
ور  نكتاب آخر.  بننننتهدف هذا المرجس ببنننن ت كيل ذن   مب اندرا ننننات انعليا  إلا ألا   كن أن من الألامةة  نذن  لم تكن ه اك اننننر 

  كون في مت اول  مب اندرا ات اندلايا الأكيثر صبراا.

عات متعد انعمعة بذ ان مر ة ومبنننايل اعةوعات  واله د نننةيانت نننةيي في مقررات أكياد ية  أمراا معقداا لاوعاا ما. تتعامل ان مر ة مس انع
ودليل نماذج ان مي الحقيقية. وه اك لامر ات جيد  )ولامر ة المعلومات هي واحد  من الأفضل( تبةح بتجليل ببيط ن ةاذج م بية. كيةا 

عات و توفر م ادئ هيكلية توفر رؤ ة أكيثر عةقاا لهذه ان ةاذج الم بنننننننية مما  تيح تي يقها عل  نماذج أكيثر تعقيداا وواععية. توفر مبنننننننايل اعة
نليل ة فرصنننننننننة نتجليل هذه ان ةاذج الم بنننننننننية نل ا ة  و كن مس كيثير من ان نننننننننبر  ان دء بفهي الم ادئ انعامة. تتعامل اله د نننننننننة مس الحكةة 

 .سوالمقاربة ان جيجة ان  تباعد في إلاشاء نماذج ببيية وتركي  عل  انع اصر الحاسمة في هذه الحانة  وم ها إ  ت ةيي ألامةة عابلة نلتي ي
ية المهةة ه ا هي ألا  لا  كن حقاا ف نننننل اله د نننننة عن ان احية ان مر ة  فهي انننننرور ة في اختيار ان ةاذج ان مر ة المميةة  وان مر ة وان ق

 نانرور ة نلعثور عل  الخ نايص انعامة نتل  ان ةاذج. نت بنيط ذن   ددّد اله د نة ما هو انواعس وددد ان مر ة لاتايج وهيكل هذا انواعس. إ
ية في مخيلت (. وبالمثل  تعتةد انت ننننور  اله د نننني نلواعس عل  مبننننتوى أعةس   عتةد بشننننكل كي ير عل  فهي ان  ية )اةل كيل م ا نماذج م بننننّ

الهياكيل ان  ألاشنننن لا ان مر ة عل  الحلّ انبننننليي نله د ننننة بهدف انتكيي  عل  انقضننننا ا الهامة. ت نننن ح اله د ننننة أحيالااا مهتةة بشننننكل وااننننح 
 ة مفر ة في اتةانيات انر اانننننية  ونك  ا  نننننوف غاول تج ت كيل من هذه انتجاوزات في  نننننياق هذا المرجس.  عرض كيل بانتفاصنننننيل  وان مر 

ية نل ا ة  ومن و تربط ان تايج حول هذه ان ةاذج مس لامي الات ننننننننالات انفعلية بهدف تعةيي تل   مواننننننننوع في هذا ان ص مس نماذج م بننننننننّ
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يل ان ةاذج و إلاشننناء تل  ان ةاذجة وبذا  عُدّ فهي حدود الأداء عل  صنننفوف ان ةاذج جوهر اا في هذه ان ةاذج. لاكرر بعديذ جيئة وإ اباا دل
انعةلية. ه اك انعد د من انتةار ن الم ننننننةّةة نلةبنننننناعد  في فهي موااننننننيس هذا انكتاب.  هتيّ بعير من هذه الأمثلة بكيفية تعيل  ننننننيرور  

عامل انتجليل مس ان ةاذج عواننننننننناا عن انواعس  إلا أن هذه الأمثلة تبننننننننناعد في ب اء لامر  قاع ة انتجليل إذا الاتهكت انقيود  حيث عان اا ما  ت
حول كييفية تي يس تل  ان تايج عل  ألامةة حقيقية. تي س لاتايج ان ص في بعير انتةار ن عل  حالات ببيية جداا  بي ةا تعةّي في حالات 

 ضها الآخر صواب تي يس ان ةاذج ان مر ة عل  مشاكيل عةلية محدد .أخرى تل  ان تايج عل  ألامةة أكيثر تعقيداا.  بتكشف بع

من المهي انت كييد عل  أن ان رض من هذه انتةار ن هو نيل الح ننول عل  لجاتوابلج لاكيتبنناب انفهي  وإنما  كن إدراك المعرفة وانتعلي 
وهر ة تعلّةوه بعد الالاتهاء من حل هذه انتةار ن. ان قية اتعل  غو أكيثر عةقاا من خمل م اعشنننننننننننننننة انتدر  ات مس الآخر ن وانتفكير فيةا 

هي أن انتمعت بالمعادلات عت ألا  كون الهدف بحد ذات  )وان   كن لأجه   الحا وب انقيام ب  عل  غو أفضل من انيمب( بل فهي 
الماد   وب انقيام ب (. كيةا جرى بيالا  أعمه  إنهذه المعادلات وما تمثل  من حقايس لامر ة وتي يقية )وهذا ما لا تبنننننننننننننننتييس أجه   الحا ننننننننننننننن

انعلةية الميروحة في هذا المرجس تبننتهدف  ل ة اندرا ننات انعليا في المقام الأول وذن  من حيث انتجر د وان ننبر  إلا أغا لا تتيلت  ننوى 
عل  مبنننتوى   اا ا نننتيعاب وفهي هذا انكتابمعرفة بالاحتةالات الأ نننا نننية  والألامةة الخيية  وانتجر د انر اانننياتي ان بنننيط  مما ععل ممك

  ل ة اندرا ننننننننات اندلايا. إن تعلّي كيل من انيمب اتامعيذ والخرعذ  الحجة والم يس في درا ننننننننة المواد اله د ننننننننية هو أكيثر أهمية   ننننننننواء في
 أماكين انعةل أو مواصلة انتعلّي  من الأ ر المب قة في انتعلي وانتمعت بالمعادلات.

ت الات نننننننالات نيل ة اندرا نننننننات اندلايا انتبنف مس مجةوعة كي ير  ومت وعة من الألامةة الم،تلفة ان  يّخ ت فيذها تار ياا. لدف معمي كيت
وهذا بانت كييد ن  عيةة كي ير  عل  المدى انقر ت في مكان انعةل  كيةا  وفر مجةوعة ع ية من الأمثلة انقِيةة لمواصنننننننننننننننلة اندرا نننننننننننننننة. إن مجال 

ا س جداا  إلا أن انتعلي من الأمثلة محدود انقيةة ولابدّ عل  المدى انيو ل من تعلي الم ادئ الأ ا ية وما تتضة   من الات الات انرعةية و 
 معرفة. توفر الأمثلة في المقررات اتامعية معلومات أ ننننننننننا ننننننننننية مفيد  ندرا ننننننننننة هذه الم ادئ  ونكن انقدر  عل  انتفكير اعرد انذل   تي من

  جتة ن  انقيةة لافبها.مقررات انر اايات ان

تركي  معمي كيتت الات ننننالات اتامعية عل  دليل المشنننناكيل مس تركيي  أعلّ عل  ان ةذجة  وانتقر ت  وعل  ان  ننننير  انمزمة نلتعرف عل   
اا من كييفية لاشنننننوء هذه المشننننناكيل. هدف ا ه ا هو ا نننننت،دام نماذج ببنننننيية وتقر  ية كيو نننننيلة نفهي الم ادئ انعامة.  نننننوف لابنننننت،دم عدراا كي ير 

انر اانننننننننننننيات في هذه انعةلية  إلا أن ذن   قس في إ ار إلاشننننننننننننناء ان تايج انعامة عل  غو دعيس بدلاا من إجراء دليمت مف نننننننننننننلة نلجالات 
 الخاصة.
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 مدخل إلى الاتصالات الرّقمية .1

 

نتار خ ا ان مان من الاحتياجات الهامة نلةجتةعات الإلابنننننننننالاية في  ننننننننن اق ان شنننننننننر ة عل  مرّ  زال عل  مرّ  إن علي الات نننننننننالات كيان وما
ياجات الات ال ن قل أهي المعلومات  و تيور نيدخل في الاحت تيّ كيان     بدا ةا س الات الايالمبجل  وعد تيورت هذه الحاجة مس تيور  ر 

يور لا ت،دام الات ال تان مؤخراا صل بذ الأفراد في اعتةس  وبعد ذن  دخل عالم الات الات اةن انعةلية انتعليةية وكيان الأ ا ية نلتوا
 ها نلتع ير عن المشاعر  والأحا يل  والأفكار وأص ح الح ول عل  الات ال شيء أ ا ي في اعتةس.يفي اعتةعات ان شر ة وب ا

لات ننالات في تقدا انتبننهيمت نلتواصننل ان شننرل اننةن اعتةس. ففي بدا ة الأمر بدا الات ننال عبر عرع إن انقيةة الأ ننا ننية له د ننة ا
أدى ا ننننننتةرار ان جث وانتيو ر إ  اختاع انتل راف  ولم  توعف انتيور ع د هذا الحد فالاتقل ا من و اني ول و تيور إ  الإشننننننارات اندخالاية 

تابعة والأبحاث اننةن لامام انتلف   وبالم تي ومس ا ننتةرار الإصننرار أصنن ج ا لا قل ان ننوت وان ننور  معاا انتل راف إ  انتواصننل ان ننو  رموزإر ننال 
 وصننل ا إ  انشنن كات الحا ننوبية وأدى انتقدم انتك ونوجي إ  ظهور الأجه   ان قانة واوةونة وان  تقوم ب قل م  ج من المعييات من صننوت

 وعير المكلفة. وصور  وبيالاات بتي يقالا  هلة الا ت،دام
 كات ومس تيور ند ها انقليل من انقوا ي مشتكية انش تيو ر هذه انتق يات إ  ش كات م ف لة وكيان   مر إنيها عل  أنّ  في ان دا ة يخّ 

ة أن هذه بالإاننافة إ  حقيق نشنن كة معي ة  كن أن تعةل معاا اهذه انشنن كات واتبنناعها  ونكن عل  كيل حال فإن حقيقة أن أيس أج اء 
،دام م هجيات ت ةيي مختلف  با تو س ت ةيي مختلفة وتق يات ت  يس مختلفة وفي أوعات مختلفة ايةت ب وعات مختلفة وبير الأج اء عد صةّ 

لوب لا نننتةرار يوهذا بدوره أدى إ  ز اد  انتكيي  عل  الم ادئ الأ نننا نننية و  قات شننن كة الات نننال وانفهي المعةارل نلت نننةيي انشننن كي الم
 تيور لامام الات الات بشكل متكامل.

نمحتياجات الأ نننننننا نننننننية  الأكيثر فهةاا  American Telephone and Telegraph (AT&T)وعد كيان مركي  الهاتف وانتل راف الأمر كي 
 نن هذا انقبنني تابسو ن جث نلتيو ر وا اا خاصننّ  اا نلإنكتولايات عبننة Bell Labs بيل حيث ألاشنن  في مخابر شننركية  نتيو ر شنن كات الات ننالات

AT&T) ّوعد واعت   ر ت جداا حتى وعت ع (. أص ح مركي  انر اايات في مختبرات بيل المركي  المهيةن لأبحاث الات الات في انعالم  وا تةر
  .لاوا  مركي  ة لم ادئ تك ونوجيا الات الات في ذن  المركي 

من اكيتشننننافها  عاماا  25ونر ا خمل أول   1948عام في انل كيلود شننننالاون إن أعمي ما عدم  هذا المركي  هو واننننس لامر ة المعلومات من ع 
ور له د نننة وت نننةيي لامي الات نننالات ونكن بعد ذن  انوعت ومس انتي أ نننا نننياعتبرت لامر ة المعلومات كي مر ة أيلة ونكن نيبنننت كيدنيل 

 المعلومات ان مر ة.تيو ر لامام متابعة م ادئ كيان ذن  كيفيما بانتق  وانفهي اله د ي انعةيس  
ه اك  ول انمحقة.شننرحها بع ا ة في انف نن  ننيتيّ ان  تؤقر في ت ننةيي لامام الات ننالات و ان  الأفكار ان مر ة و ه اك عدد من المعلومات 

  ان نننور  ض أيس م ابس الات نننالات عل   ننن يل المثال انيول الموجي نل نننوتاعر ا نننتفكرتان أ نننا نننيتان تمثمن محور الموانننوع تقر  اا الأو : 
ل لات نننالات ان  دوّ انث ايي وانفكر  انثالاية: هي ت نننةيي لامي ا تمثيلها بشنننكل متتانيات في لامام انعدّ  ات ان  نننية ع دما  تيّ بالإانننافة نلةلفّ 

ل نل قل عبر ابل هذه المتتانية الإق الاية إ  شننننننكل آخر عانث ايي ومن و دوّ  بشننننننكل أ ننننننا نننننني خرج م  س المعلومات إ  متتانية في لامام انعدّ 
 انو ط المادل المبت،دم كيانكابمت أو الأزواج ان جا ية اعدونة أو الأنياف انضويية أو الأمواج انراد و ة.

بذ الم  س ودخل انق ا  )وب فل انير قة  اجهةكيو   1ت ننال ان  تبننت،دم  ننلبننلة رعةيةالابانتعر ف هي ألامةة  ألامةة الات ننالات انرعةية
 (.1.1ان هايية(. )انشكل  بذ خرج انق ا  وانوجهة

                                                           
عموماً  ثنان  ، أو أح ف إنكل ز  (. غا باً ما تستخدم الأ  ام الإ9... 0، أ  ام عش    1، 0 إثنان  ا سلسل  ا   م   هي سلسل  مكون  من ا عناص  من الأبجد   ا منته   )أ  ام  1 

 بعض الأماكن ح ث  كون ا ف ق ذا أهم  .ز ب ن ا   مي وا ثناأي في في الاتصالا/ ا   م   وفي ا تخز ن،  كن فقط نم ّ 
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خ ج ا منبع إ ى سااالسااال  إثنان   و عا ج  source encoder وضاااع واجه  إثنان   ب ن ا منبع وا قناة.  حول م مز ا منبع :1.1 الشااكل

ت م ز ا قناة  كفك ع د م( ا ساااااااالساااااااال  الإثنان    نقلها عب  ا قناة. modulatorعدل )غا باً  ساااااااامى م   channel encoderم مز ا قناة 
channel decoder  فك ا تعد ل(demodulatorإنشااااااااء ا سااااااالسااااااا )ا منبعت م ز  كفكم ع د و   الإثنان   ا قادم  )بشاااااااكل موثوق(، ل 

source decoder .إنشاء خ ج ا منبع 

  وفكر  أغا عت أن تواننننننس ع ل معاتة انق ا   1948عام في اننقد أحدقت فكر  دو ل خرج الم نننننندر انتةاقلي إ   ننننننلبننننننلة إق الاية قور ا 
قور ة ندرجة أكيبر. في هذه الأ ام  مس انكاميرات انرعةية  انفيد و انرعةي  ان ننننوت انرعةي...إإ. فإن فكر  رعة ة أل لاوع من فكر  كيالات 

أمر شننايس. عل   يالإر ننال عبر انق ا  ه أن انواجهة الإق الاية ع ل مس ممحمةم ننادر المعلومات أصنن جت شننايعة حتى بذ الأجه   انتق ية. 
 .bits per second ت في انثالاية ان  يل المثال  كيل ا لابتشهد عل  ذن  ببرعة الات ال بالإلاتلات وان  تقاس ب

ينة بذ الم  س وانق نا  في ألامةنة الات ننننننننننننننننالات ) ع  آخر  لمناذا ألامةة لاق ناإ تخنا نت ه ناك عندد من الأ ننننننننننننننن ناب ان  تبرر وجود واجهنة
 ( وأهي هذه الأ  اب هي:؟الات الات انرعةية معيار ة حانياا 

 انواجهات انرعةية عةلية جداا.أص جت أص جت انعتاد ات انرعةية رخي ة جداا  موقوعة  وص ير  الحجي  وبانتالي  •

الم  س  كون مبنننننتقما عن    ترمي انواجهة الإق الاية المعيار ة بذ الم  س وانق ا   نننننهلة انتي يس وانفهي  وذن  نكون عةل ترمي يفتعدّ • 
 انق ا . وب فل انير قة عةل ترمي يف  ترمي  انق ا  مبتقل عن الم  س.

 ت بط انواجهة الإق الاية المعيار ة بذ الم  س وانق ا  ربط انش كات  ان  دونت إ  إر ال انبم ل الإق الاية من خمل انش كة.• 

ألا  إذا كيان  كن نلة  س أن  ر نننننننل عبر ع ا  ب ل شنننننننكل من الأشنننننننكال عل   يشنننننننالاون هواحد  من أهي لاتايج لامر ة المعلومات ن• 
 .ع ا يب مر ة ف ل الم  سالإ مق  بانتالي  ك   أن  ر ل با ت،دام واجهة إق الاية بذ الم  س وانق ا . وهذا  عُرف 

. أولاا  جرى تقدا   الم  س  وترمي  وف  ترمي  انق ا  ا ت قّ  من هذا انف نننننننل  يّخ انتيرق باخت نننننننار نلةشننننننناكيل انتانية: ترمي  وف  ترمي
  حيث اعتبر 1.1)فكر  عن ترتيت اني قات في لامي الات ننننننننننننال. كيةا  تيّ انتيرق إ  مثال هام وخاص عن ترتيت اني قات في )انشننننننننننننكل 

 ترمي  وف  ترمي  الم  س   قة واحد   كيةا اعتُبر ترمي  وف  ترمي  انق ا    قة أخرى.
 

 المعيارية والطبقاتالتخاطب  اجهاتو 1.1

  تعقيد الإلاتلاتوشنننن كة  Public Switched Telephone Network (PSTN)لامي الات ننننالات انك ير  مثل شنننن كة الهاتف انعامة ندى 
لم ادئ ت ننةيي وفقاا و غا تتكون من مجةوعة مت وعة وهايلة من المعدات الم نن عة من عِ ل شننركيات مختلفة وفي أوعات مختلفة إلا   نندق حيث 

مختلفة. مثل هذه انشنننن كات المعقد  من انضننننرورل أن تكون مبننننت د  عل  بعير الم ادئ المعيار ة ان بننننيية من أجل فهةها وإدارلا والحفا  
 .اني قاتو المعيار ة انت،ا ت واجهاتن من الم ادئ المعيار ة الأ ا ية هي ااق . عليها

المعيار ة نلةبننت،دم أو نلةعدات عل  جالات واحد من انواجهة بتجاهل كيل انتفاصننيل عن اتالات الآخر من  انت،ا ت تبننةح واجهة
تمي يف  ترمي  ب (1.1في )انشننكل  2تبننةح واجهة انت،ا ت الإق الايةانواجهة با ننتث اء بعير خ ننايص معي ة نلواجهة. عل   نن يل المثال  

 .الم  س بشكل مبتقل عن ترمي يف  ترمي  انق ا 
                                                           

 .ا سلسل  الإثنان    تحد دها، كما ستتمّ منا شته لاحقاً لا  كفي تماماً استخدام  2 



 الرقمية الاتصالات إلى مدخل

17 
 

 .(2.1انشكل )فكر  اني قات في لامي الات الات نتفر س وظايف الات الات إ   لبلة من   قات م ف لة كيةا هو مواح في أتت 

 
مع  i جب أن تحدد ك ف   الاتصااااااااال ب ن وحدة ا دخل  i–1و iا طبقا/ وا واجها/: مواصاااااااافا/ ا واجه  ب ن ا طبق   :2.1 الشاااااكل

، ك ف   اتصال وحدا/ ا خ ج ا مناسب ، والأكث  أهم   سلوك دخل خ ج ا نظام من أجل ا واجه .  ستخدم مصمم i–1وحدة ا خ ج 
. ساااااااااااتب ن الأمثل  ا قادم  أنه  مكن iأداء دخل خ ج مطلوب  لطبق   i–1سااااااااااالوك دخل خ ج ا طبقا/ كي تنتج ا طبق   i–1ا طبق  

  عمل   متعددة ا طبقا/ من تبس ط تصم م ا نظام.

وحدات الخرج في انيرف  peerفي غا ة مدخمت لامام الات نننننننننننننننالات والأعران  input moduleن كيل   قة من وحد  الإدخال تتكوّ 
. تعةل وحد  i–1 وتر ننل المعلومات المعاتة إ  اني قة i+1 عاتة المعلومات المبننتق لة من اني قة  iالآخر. تقوم وحد  الإدخال في اني قة 

 .iوتر لها إ  اني قة  i–1الاتجاه المعاكيل  تعالج المعلومات المبتق لة من اني قة ب iاني قة  الخرج ان مير  في
وكيةثال عل  ذن   وحد  الإدخال  كن أن تتلق  موجة صننننوتية من   قة أعل  فتقوم بتجو لها إ   ننننلبننننلة بيالاات إق الاية وتمررها إ  

 موجة كيممية. ة الإق الاية من اني قة الأدنى في الخرج ودولها مر  أخرى إ لم با تق ال انبلبتقو فإغا اني قة الأدنى. أما وحد  الخرج ان مير  
(   تلق  المعدل  نلبنلة odulatordem( ووحد  إخراج )ف  انتعد ل dulatormoمن وحد  إدخال )معدِّل  ودمالم وكيةثال آخر   تكون

ان   demodulatorمن   قة الإدخال الأعل  و وند شكل موجي معدَّل م ا ت نلإر ال عبر انق ا . وحد  ان مير هي ف  انتعد ل  إق الاية
تقوم بانتجكي عن بعد في انيرف الآخر من انق ا . تتلق  لابننن،ة   س الأصنننل عن انشنننكل الموجي المر نننل وتعيد ب اء لابننن،ة   س الأصنننل 

ان عيد. وبانتالي فإن المودم وحد   modulatorاولي هو ان مير نلةعدِّل  demodulatorلمثل  فإن ف  انتعد ل عن انبنننننننننننلبنننننننننننلة الإق الاية. وبا
بشنننكل  درا نننة المودم في انف نننول انقادمة تتيّ  ننندخل نمت نننال ب حد الاتجاهات ووحد  خرج نمت نننال بشنننكل مبنننتقل بالاتجاه المعاكيل. 

رج. ل  انشكل الموجي نلق ا  وكييف  ؤقر عل  الموقوعية في ا تجاع انبلبلة الإق الاية من الخأعةس  وتتضةن اندرا ة كييف  ؤقر انضجيج ع
لحد الآن  كون من انكافي ب بنننننننا ة عرض المعدل عل  ألا  محول من  نننننننلبنننننننلة إق الاية نشنننننننكل موجي  مس ف  تعد ل ان مير عل  ألا  محول 

 ية.لاق اإعكبي اول انشكل الموجي إ   لبلة 

 
طبقا/  منبع شكل موجي.  حول جزء ا دخل  لطبق  ا خا ج   ا شكل  3تقس م طبق  ت م ز فك ت م ز ا منبع إ ى  :3.1 الشكل

جزء ا خ ج ا ع نا/ ا مست جع  إ ى شكل موجي. بعد ذ ك  حول ا مكمم كل ع ن  إ ى   حولو ا موجي إ ى سلسل  من ا ع نا/ 
   .نثناإع ن . أخ  اً ت مز ا طبق  ا داخل   سلسل  ا  موز لأ  ام ا وحدة ا نظ  ة إنشاء ا تع د مجموع   موز منته  ، و 

  قات كيةا في  3  كن تقبننية  إ وانذل كيةثال آخر   كن تقبننيي   قة م  س انتمي يف  انتمي  إ  م  س موجي نلأشننكال الموجية 
( و  ا نننننت اني قة انداخلية في 2) عُالج في انف نننننل . إحدى المي ات لهذه اني قات هي أن الم ابس المتقيعة هي موانننننوع مهي (3.1انشنننننكل )
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وبعد فهي هذ ن المواننننوعذ  تُ نننن ح م ابس الإشننننار   ننننهلة عل  (. 3هي أ ضنننناا مواننننوع مهي )تُدرس في انف ننننل  ي. انتكةي(3.1انشننننكل )
 انفهي.

م ننننننننننجح ا ننننننننننت،دام كن   .ترمي  كن تقبننننننننننيي   قة م  س انتمي يف  انتمي  نلق ا  إ  عد    قات  عل   نننننننننن يل المثال  ترمي يف  
دمج هذه  من انفوايد في اا الأخياء انث ايي كيي قة خارجية بدون تعد ل وف  انتعد ل كيي قة داخلية. نكن  ننننننننننننننن رى لاحقاا أن ه اك عدد

شكل فة برَّ عس اني قات مهي  ونكن اني قات مُ . حتى ه ا عل  كيل حال إن توا  coded modulation 3اني قات فيةا ُ بة  انتعد ل المرمَّ 
 مختلف لأعراض مختلفة.

عت أن  كون من المؤكيد ب ن اني قات نيبنننننننت ببنننننننيية نتقبنننننننيي ان مام إ  ع اصنننننننر. وحد  اندخل ووحد  الخرج ان مير  في كيل   قة 
اني قات  ت لف كيل اني قات الأدنى  وكيل هذه اني قات الأدنى  كن ان مر إنيها عل  أغا ع ا  ات نننننننننننننننال. وب فل انير قة  كن ان مر إ 

 الأعل  عل  أغا م  س ببيط ووجهة.
افتاننننت الم اعشننننة انبننننابقة اننننة ياا أن اني قات في لامام ات ننننالات لاقية ن قية    س واحد  ع ا  واحد  ووجهة واحد . ونكن حالات 

  قة واحد   كن أن وحد  إدخال في حيث إن   broadcastingعةلية ان ث كي ير  مثل   انشننننننننننننننن كة  كن أن تكون أكيثر تعقيداا إ  حدّ 
 وجد عد  وحدات دخل ولها وحد  خرج  multi-accessتعدد ان فاذ م كون لها عد  وحدات خرج لامير . وب فل انير قة في الات نننننننننننننننال 

قة وحدات متعدد  في   قة أعل  أو    نلت،ا ت مسوحيد في   قة واحد   مكوّنلامير  وحيد . و وجد حالات نلشننننننننننننننن كة  كون فيها 
 ألامةة الات نننننالات لاقية ن قية. إن اني قة انفي  ايية في انشننننن كات هي مثلةا هو مهي فيتعةال اني قات مهي في انشننننن كات أدنى. إن ا ننننن

 الم اعشة ه ا  نكن انكتت عن انش كات لاادراا ما ت اعش عضا ا هذه اني قة انفي  ايية بتعةس. إن عضا ا انتجكي   قة ترمي يف  ترمي  انق ا 
  [1]الأخرى مف نننونة بشنننكل كي ير عن عضنننا ا الات نننال في اني قة انفي  ايية المركي  عليها ه ا. عل  انقارئ انعود  إ  بانشننن كة في اني قات 

 عل    يل المثال لمعاتة عضا ا انتجكي هذه.
 ترمي  الم  سة  ع  آخر اني قتذ الأ نننننننننا نننننننننيتذ )ترمي يف  (1.1انشنننننننننكل )م اعشنننننننننة كياملة لمكولاات  تيّ تفي انفقرات انثمث انتانية  ننننننننن

 بي هةا.انت،ا ت وأخيراا نواجهة   وترمي يف  ترمي  انق ا ( ن مام ات الات رعةي لاقية ن قية
 

 منابع الاتصالات 2.1

عد  كون الم  س متقيس   ع  آخر  كن أن   تج  نننننننننلبنننننننننلة من رموز متقيعة  مثل الأحرف من الأاد ة الإلاكلي  ة أو ان ننننننننني ية  رموز 
وبي...إإ. بدلاا عن ذن   كن أن   تج الم  س شنننكل موجي تماقلي مثل إشنننار  صنننوتية من ميكروفون  خرج حبننناس  ق الاية من ملف حا نننإ

 ...إإ.photographsان ور    أوX-raysشكل موجي نفيد و...إإ. أو  كن أن  كون  لبلة من صور مثل الأشعة انبي ية 
 ةلية تقييس نبننيرور  عشننوايية. من عير انوااننح لماذا عت أن تكون مدخمتمهةا كيالات   يعة الم  س فإن الخرج من الم  س  ننيشننكل ع

 .1948ألامةة الات الات عشوايية  وفي الحقيقة لم تكن مي قة ع ل أن  يور شالاون لامر ة المعلومات عام 
ات در ت ت قير تمر ر ( عل  دليل فور ي . أ ا اا إحدى اندرا 1948)ومعمةها كيان بعد  1948كيالات تعتةد درا ة الات الات ع ل 

ن وع من ا أمواج جي ية عبر ألاواع مختلفة من الألامةة والمكولاات وأظهرت إشننننننننار  الم  س كيتاكيت من أمواج جي ية. ت دأ درا ننننننننت ا نلق وات بهذا
 مة.وعرض الح   ( نتيو ر ان تايج الأ ا ية حول انتقييس  انتداخل بذ انرموز Nyquist theory كو ت اانتجليل )عان اا ُ بة  لامر ة لا

يد هذه الموجة  عيد تون  وجة جي ية بتدد معلوم. لماذا لا حال من وجهة لامر شنننننننالاون إذا كيان المبنننننننتلي  علي أن الات نننننننال  تيّ  ةعل  أ 
لا  ر ننل ب بننا ة  لماذا الات ننال بها. عل  الخرج بدلاا من إر ننالها عبر مبننافة  و لة؟ أو إذا كيان المبننتلي لا  علي تردد الموجة اتي ية ان   تيّ 

 انتدد فقط بدلاا من إر ال كيامل انشكل الموجي؟
إن جوهر وجهننة لامر شننننننننننننننننالاون كيننالاننت تعتةنند عل  أن مجةوعننة من مخننارج الم  س المةك ننة تكون ذات فنناينند  أكيبر من أل خرج ج يي. 

ل كيل لامام الات ننالات هو دو وانبنن ت في ذن  هو أن لامام الات ننالات عت أن ُ  ننةي ن قل أل خرج نلة  س ممكن حدوق . إنّ هدف 
ن هذه الإشنننننارات المر نننننلة المةك ة  كن أن تكون ممي   بشنننننكل جيد ع د خرج انق ا . إخرج ممكن نلة  س إ  إشنننننار  مر نننننلة بير قة بحيث 

                                                           
 مودم، ن آخ ( إ ى ا معدل.  كما  شا   ه عادة باسم اهذا ا مفهوم   س مع ا  اً هنا.  ش   مفهوم م مز ا قناة )بما ف ها ا ت م ز وا تعد ل( هو غا باً  ش   )هنا وفي أي مكا 3 

 مع أن ا مودم هو جهاز  حتوي كلًا من م عدلٍ  لاتصال في أحد الاتجاها/ و كاشف تعد ل  لاتصال في ا جه  الأخ ى. 
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 مر هذه تقود إ  انإن وجهة   ةوذجية انه اك انننننننننننننننرور  نقياس الاحتةانية عةوعة الخرج المةك ة نلة  س نتةيي  المقاد ر ان ةوذجية من عير 
 م اعشة كيافة مكولاات ألامةة الات الات.

 ترميز المنبع 1.2.1

هي دو ل اندخل من شكل  الأصلي إ   لبلة بتات. كيةا لااعش ا  ابقاا  الأ  اب انرييبة لهذا  (1.1انشكل )وظيفة ترمي  الم  س في 
   قات  ولامر ة انف ل م  سيع ا .انتجو ل إ   لبلة بتات هي: رخص انعتاد انرعةي  واجهات معيار ة  

ق الاية. فعل   نننن يل إأببننننط تق يات ترمي  الم  س تُي س عل  م ابس متقيعة وب بننننا ة تتيلت تمثيل كيل رموز الم  س المتتابعة ببننننلبننننلة أرعام 
بتات. و ا ألا   5كيل كيتلة من   blocks(  كن ترمي ها بكتل SPACE نفراغرم  نلأاد ة الإلاكلي  ة )تتضنننننننننننننةن رم  ا 27المثال  الأحرف من 

 تمثيل  بكتلة ممي   و ت ق  بضننننننس كيتل  كن ا ننننننت،دامها نلتجكي أو نتةثيل بتات  كيل حرف  تيّ  5كيل كيتلة تت نف من و كيتلة ممي     32 وجد 
بتات  8كيتلة من   ل نننننن ير   وعدد كي ير من انرموز الخاصننننننة إ  كيتل كيانحرف الأك ير   انحرف الأرموز أخرى. ب فل انير قة   كن دو ل 

 المعيارل. ASCII( وذن  با ت،دام ترمي  byte)با ت 
 mدخلة إ  س. عل   ننننننننن يل المثال  كن تقبنننننننننيي انرموز المايانتمي  نلة ابس المتقيعة وتعةيةات انتق يات  ،تلف انير  2 عالج انف نننننننننل 

يول.  وف عام الإق الاية إ   م ل من الأرعام الإق الاية مت ير  انق الاية. عةوماا  كن أن تعةي كيتل الأر الإرعام الأثل بكتل من صف وان  تمُ 
مرت ط ب . بذّ شنننننالاون أن الاتوبية  entropyالالاتوبية ُ بنننننة   اا نجد أن أل م  س متقيس معي  ممي  ب اد ت  ووصنننننف  الاحتةالي   ل  مقدار 

ا ننننتجاع رموز الم  س من  بير قة  كنو ةثيل خرج الم  س ب رعام إق الاية الم  س تبنننناول أصنننن ر عدد من الأرعام الإق الاية نكل رم  م  س ميلوبة نت
 انبلبلة المرمَ  .

د  نتوند بعير الم ابس المتقيعة رموز م تهية متقيعة  مثل ر ننايل انبر د الانكتوني  وان  تكون عير مرت ية إح ننايياا ب ل رموز م تهية مُو 
في أوعات أخرى. الم ابس المتقيعة الأخرى  مثل خرج حبننننننناس رعةي   وند عةلياا  نننننننلبنننننننلة لاغايية من انرموز ذات مواصنننننننفات إح نننننننايية 

نت يية  عةوماا كياف   9.2ألاواع الم ابس انمحقة  ونكن ان قاش حول ترمي  الم  س في انفقر   2ا ننننت ان ةاذج ان بننننيية في انف ننننل معروفة.  ننننت 
 ألاواع الم ابس  وعةلياا أل لاوع آخر نلة ابس.

 وجي نلة  س  عدل تقييس كياف  تقييس انشكل الم . أولاا  تيّ (A/D)جول رعةي تماقلي  ُ بة  انتقر ت الأكيثر ببا ة نتمي  م  س تماقلي 
 يّ لا نننتجاعها. عل   ننن يل المثال  في معيار الهاتف   ت تكةيي كيل عي ة بعدد بتات كياف   (.  تيّ  Nyquist rate)ُ بنننة  لجمعدل لايكو نننتلج

ب ا ت وبانتالي تمثيلها  مبننننننتوى و تيّ  256عي ة بانثالايةة  تي تكةيي كيل عي ة إ  مبننننننتوى من  8000تقييس انشننننننكل الموجي ان ننننننوتي  عدل 
 .64k bpsغ ل عل  ترمي  الم  س  عدل 

إاننننننننافة إ  الهدف الأ ننننننننا نننننننني في دو ل انشننننننننكل الموجي إ  بتات  الهدف الآخر هو أن  كون مرم  الم  س  عةل بشننننننننكل فعّال عدر 
ة ُ بننننة  الخرج. في هذه الحان الإمكانة  ع  آخر إن إر ننننال أعل عدد بتات ممكن بشننننرن أن تكون كيافية لإمكالاية ا ننننتجاع انعي ات ع د

ترمي  انكمم  modern speech coder. عل   نننننن يل المثال  بننننننتييس مرم  انكمم الحد ث data compressionترمي  الم  س انننننن ط ان يالاات 
 .64kb/sمن  بدلاا  16kb/s-6 اود  انكمم عل  الهاتف  عدل من مرت ة

لم ادئ الأ ننننا ننننية نلتكةية ع د ا ننننت،دام م  س ترمي  ا 3تعرض انف ننننل بننننير  و إن مبننننايل أخذ انعي ات وانتكةية مف ننننونة بشننننكل كي 
تكةية  صف وبعدها  تيّ  n  فُضل تقبيي انعي ات إ  متقيس  ومن المةكن تكةية كيل عي ة بشكل م ف ل عن بقية انعي ات  ونكن عاد ا 

نتمي   2صننف ان اتجة. كيةا  نن رى لاحقاا  عان اا  فُضننل اعت ار خرج المكةي كي،رج لم  س متقيس وبعدها لابننت،دم الم ادئ في انف ننل  nانننننننننننننننننن 
 انرموز المكةةة وهذا مثال آخر عن اني قات.

يةة  لبلة من الأرعام الحقيق. إن الهدف من أخذ انعي ات هو دو ل الم  س انتةاقلي إ  4إن أخذ انعي ات هو أحد المواايس في انف ل 
  من المتقيس.س أخرى  عدا أخذ انعي ات  نتجو ل الم  س انتةاقلي إ  م  س باناي ع  آخر في ان من المتقيس م  س ميال تماقلي. ه اك عد   ر 

وا ت،دام  orthonormal م ميتتضةن انير قة انعامة عةلية انتقييس كيجانة خاصة لج وهي تو يس انشكل الموجي نلة  س إ  تو س متعامد 
. وتشننننننكل الأ نننننناس نتقر ت 4معاممت ذن  انتو ننننننس نتةثيل خرج الم  س. لامر ة انتو ننننننعات المتعامد  الم مةة هي مواننننننوع رييل نلف ننننننل 

 أ اس انتعامل مس الأشكال الموجية نكل من الم ابس وانق وات. 4الإشار  انفراعية نتمي يف  ترمي  انق ا . وهكذا  قدم ن ا انف ل 
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 قنوات الاتصال3.1 

  وف لا اعش انق ا  وترمي  انق ا  في لامام ات الات رعةي عام.
بشننكل عام   ُ مر نلق ا  عل  أغا ج ء من لامام الات ننالات بذ الم  س وانوجهة وتكون مفرواننة ونيبننت دت  ننيير  الم ننةي. وهكذا 

صننوت  ايي  بان بنن ة نت ننةيي مودم خط الهاتف  كن أن تكون ع ا بان بنن ة لم ننةي رم  الم  س   كن أن تكون انق ا  رعةية بدخل وخرج ق 
4kHz.أما بان ب ة نت ةيي كيابل المودم  كن أن  كون كيابل محورل عد   ل إ   ول معذ  مس فرض عيود معي ة عل  عرض الح مة   

نو ط انفي  ايي . تربط انشكل الموجي المرم  باإإ اتخاذ انق ا  نتكون و ط في  ايي  المض،ةات  الهواييات  وأشعة انلي ر... ع دما  تيّ 
ع دها  كن اعت ارها كيج ء من انق ا  أو ج ء من مرم  انق ا . الأكيثر شننننننننننيوعاا هو اعت ار هذه الأدوات الم دوجة كيج ء من انق ا  مف ننننننننننونة 

 تماماا بت ةيةها عن ت ةيي باعي مرم  انق ا . وهذا باني س هو مثال آخر عن اني قات.
و بدون وذن  ع دما تكون انق ا  و نننننننننننننننط في  ايي )مس أ تيتتعد ل وف  تعد ل رعةي عل  انت  مي  وف  ترمي  انق ا  عاد ا ُ بنننننننننننننننة  تر 

مضننننن،ةات  هواييات  ني ر...إإ( وعد جاءت هذه الم نننننيلجات من أ ام الات نننننالات انتةاقلية حيث  عبر انتعد ل عن عةلية اتةس بذ 
ل ات انت ميةية.  كن  ا ننن ة نل قل والمتيإشنننار  انتةر ر الم ،فير مس الحامل اتيبي عالي انتدد  وبانتالي وانننس الإشنننار  في ح مة انتددات الم

 متعد ل الإشار  انتةاقلية بالميال  انتدد  أو انيور  مثل الحامل اتيبي  عل  أ ة حال  كن ا تجاع انشكل الموجي الأصلي )في حال عد
  وجود اجيج( وذن  بعةلية ف  انتعد ل.

بر بشننننكل كي ير  بقيت الم ننننيلجات تعد ليف  تعد ل  ونكن أصنننن جت تع ا أن الات ننننالات انرعةية حلت محل الات ننننالات انتةاقلية 
 basebandدو ل انبننننننننننننلبننننننننننننلة الإق الاية أولاا نشننننننننننننكل موجي عاعدل  عن كيامل عةلية انتمي  وف  انتمي  انرعةي. في معمي الحالات   تيّ 

waveform  ّدو ل  إ  تمر ر الح مة  وانشننننننكل الموجي انقاعدل  تيbandpass لإجراءات المبننننننت،دمة في انتعد ل انتةاقلي. وكيةا ب فل لاوع ا
الإق الاية إ  أشنننكال موجية عاعد ة. ومس ذن   فإن كيامل هذه انعةلية  نننتعبر عن  الأرعام ننن رى  ات ء ان نننعت في هذه المبننن نة هو دو ل 

 .frequency conversionوبانعكل  تعبر عن دو ل انتدد  passbandإ   basebandانتعد ل وف  انتعد ل  وانتجو ل من 
من حيث مدخملا المةك ة  خرجها المةكن  ووصننننننننننف ت قير اندخل  كيةا هو الحال في درا ننننننننننة أل ج ء من ان مام   ُ مر نلق ا  عاد ا 

 ن. إذا كيالات انق ا  ب بنننا ة ع ار  عن لامام خيي عير مت ير مس ان من )مرشنننح مثما(  كاا ما  كون هذا انوصنننف احتةاني عل  الخرج. عاد ا 
وهو  ق وات ه ا )وانق وات عةلياا( ع  نننننننر إانننننننافينلتوصنننننننيفها بانكامل من خمل ا نننننننتجابتها ان  ضنننننننية أو الا نننننننتجابة انتدد ة. ومس ذن  

 انضجيج.
انتو ننننننننس انث ايي تمثيل مبننننننننتوى انفونيية ب ن فتض ألا  لا  وجد اننننننننجيج وألا   كن إر ننننننننال مبننننننننتوى فونيية وحيد مُدخل. وبانتالي  تيّ 

ن المةكن من حيث الم دأ إر نننال عدد لاغايي من الأرعام الإق الاية من خمل إر نننال عدد حقيقي وحيد. عةلياا هذا الأمر مثير انمغايي  م
من عدد ان تات ان   كن تميي ها بشننننكل موقوق. مر  أخرى كيان شننننالاون هو مَن أدرك عام  نلبنننن،ر ة ودد داا ببنننن ت انضننننجيج انذل ادّ 

 الأ ا ي في الحد من أداء ألامةة الات الات.أن انضجيج هو انب ت  1948
وانشنننكل الموجي نل،رج   Z(t)  انشنننكل الموجي نلضنننجيج اتةعي X(t) شنننةل نموذج انق ا  الأكيثر شنننيوعاا عل  انشنننكل الموجي نلدخل 

Y(t) = X(t) + Z(t)  من هذه الأشننننكال الموجية  عُتبر  شننننكل. كيل (4.1انشننننكل )وانذل هو مجةوع اندخل وانضننننجيج  كيةا هو مواننننح في
  ونكن  كن اعت ارها بشننننكل بد هي كي شننننكال موجية مختار  بير قة 7انعشننننوايية في انف ننننل  انعةلياتدرا ننننة  تيّ تعشننننوايية.  ننننوف  عةلية

 لح مة.ا تقيد اندخل بالا تياعة وعرض  درا ت  وشرح  لاحقاا(. عاد ا  تيّ ت  ةذج كيضجيج عوصي أبيير )  Z(t)احتةانية. انضجيج 

 
  ناة ضج ج أب ض غوصي جمعي :4.1 الشكل

. وبانتالي عت أن  كون ه اك شننننننيء Z(t) = Y(t) – X(t)   كن تعر ف انضننننننجيج عل  ألا  Y(t)وخرج  X(t)لاحظ أن أل ع ا  بدخل 
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أعي عت أن تكون . حتى  بنننة  انع  نننر الإانننافي الميلوب نلضنننجيج (4.1انشنننكل )ةعي المعبر ع ها في اتضنننجيج انآخر ن ةوذج ع ا  
 خواص  الاحتةانية لا تعتةد عل  اندخل.
أولاا  X(t)ترشنننننننيح انشنننننننكل الموجي نلدخل     تيّ linear Gaussian channelع ا  عوصنننننننية خيية في ان ةوذج الأكيثر عةومية المبنننننننة  

  (5.1 بانشكل)مواح    كيةا هوZ(t)  وبعد ذن  عةس ن  بشكل مبتقل اجيج أبيير عوصي h(t)ا تجابة لا ضية  ل رشح خيي ذ
 وبانتالي  كون خرج انق ا  هو

𝑌(𝑡) = 𝑋(𝑡) ∗ ℎ(𝑡) + 𝑍(𝑡) 

 عل  مجال زم   أل Xهو تابس نن  tع د ان من  Yتعبر عن جداء  انيي  ولامحظ أن  "*" حيث
𝑌(𝑡) = ∫ 𝑋(𝑡 − 𝜏)ℎ(𝜏)𝑑𝜏

∞

−∞

+ 𝑍(𝑡) 

ون والات ننننالات انم ننننلكية الموجهة. وع دما  فشننننل المه د ننننعان اا ما تكون انق ا  ان وصننننية الخيية نموذجاا جيداا نمت ننننالات انبننننلكية 
 .اا جيد اا واعمت وان  وص عن وصف ع ا  اندرا ة  فإن هذا ان ةوذج  عتبر رهالا

 
 نموذج  ناة غوص   خط  : 5.1 الشكل

نلوجهة.  عد  مبنننننننننارات من الم  سإن انق ا  ان وصنننننننننية الخيية نموذج ردلء لاوعاا ما في الات نننننننننالات ان قانة عير الموجهة  ف ان اا ما  وجد 
وببنننننن ت حركية كيل من الم  س وانوجهة أو ببنننننن ت الأجبننننننام انعاكيبننننننة فإن هذه المبننننننارات تت ير مس ان من بير قة أفضننننننل ما  كن نمذجتها  

يي  ت ير مس  رشننح خ (5.1 انشننكل)في  h(t)ت ير مس ان من المأفضننل نموذج نمت ننالات ان قانة هو ا ننت دال المرشننح عير  كيير قة عشننوايية.
 :  وهذا  ثل المبارات المتعدد  كيةت يرات مس ان من. وهكذا    ح الخرجℎ(𝑡 𝜏) عشوايياا  ان من

𝑌(𝑡) = ∫ 𝑋(𝑡 − 𝑢)𝐻(𝑢, 𝑡)𝑑𝑢
∞

−∞

+ 𝑍(𝑡) 

 .9درا ة هذه انق وات المت ير  عشوايياا في انف ل  تيّ ت وف 
 

 ترميز القناة )التعديل(1.3.1 

تمثيل انبننننلبننننلة الإق الاية ع د واجهة الم  سيع ا  بشننننكل موجي نلق ا . ُ بننننة  انتقر ت  (1.1 انشننننكل)إن وظيفة صنننن دوق مرم  انق ا  في 
تعبر عن انبننننلبننننلة  }2u, 1u{... , . بفرضPAM)-binary pulse amplitude modulation (2الم بننننط ات يي تعد ل الميال ان  ضنننني انث ايي 

 أو انتابس موجة بدايية معلومة مثل لا ضننننننة مبننننننتييلة t(p( ( ونتكن1/0)بدلاا من الحانة انتقليد ة  ±1 ت خذ nuالإق الاية المبننننننتلةة  حيث كيل 
sin(𝜔𝑡)/(𝜔𝑡) .لافتض أن الأرعننام الإق ننالايننة تنندخننل  عنندل R  بننت بننانثننالايننة(bps)2... ,   انبنننننننننننننننلبنننننننننننننننلننةu, 1u تُمثننل بننانشنننننننننننننننكننل الموجي 

∑ 𝑢𝑛𝑝(𝑡 − 𝑛/𝑅)𝑛. 
نتتوافس مس انقيود  p(t)اختيار الموجة ان دايية    مثل كييف  تيّ هةةانعد د من الأ نننننننننننننننئلة الم حتى  ،يط انتعد ل الم بنننننننننننننننط هذا  ه اك

 المفرواة من انتدد وكيشف الأرعام الإق الاية بشكل موقوق من انشكل الموجي المبتق ل بوجود انضجيج وانتداخل بذ انرموز.
س. عل   نن يل المثال  في انتعد ل متعدد ايبعد   ر  PAM-2ان بننيط  عواعد انتعد ل وف  انتعد ل   عُةي الم،يطل انبننادس  انف نن  ذّ 

تمثيل كيل صننف     تيّ MAP-Mصننف  وفي تعد ل  m تمي  انننننننننننننننننن m= 2 M صننف.  وجد mتقبننيي ان تات المبننتق لة إ   المبننتو ات بدا ة  تيّ 
 من هذه انقيي بانشنننننننننننننننكل الموجي 2u, 1u... ,(.  تي تمثيل انبنننننننننننننننلبنننننننننننننننلة M 8 = من أجل  ±1  ±3  ±5  ±7 بقيةة عدد ة مختلفة )مثما 
∑ 𝑢𝑛𝑝(𝑡 − 𝑚𝑛/𝑅)𝑛لاحظ أن معدل إر ننننال ان  ضننننات أصنننن جت أصنننن ر بننننننننننننننننننن . m مر  عن الحانة انبننننابقة  ونكن  وجد m2  عيةة مختلفة

 .أونيةنلتةيي  ع د المبتق ل من أجل كيل لا ضة 
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شكل موجي حقيقي(.  passbandشكل الموجي المعدَّل شكل موجي عاعدل عقدل )انذل  عُدل نيميي تمر ر الح مة نل كن أن  كون 
صف  ونكن ه ا  وجد  m  تقبي  لبلة ان تات أ ضاا إ  quadrature amplitude (QAM)تعد ل الميالي انتبيعي انفي الم،يط المبة  

 ن هذا انتةثيل إ  شكل موجي عقدلعان اتجة  2u, 1u... ,    تي دو ل انبلبلةm= 2 M ة صف انث ايي  جةوعة أعداد عقد mتمثيل نلننننننننننننن 
∑ 𝑢𝑛𝑝(𝑡 − 𝑚𝑛/𝑅)𝑛. 

 إشننار  لا ضننية مختلفة M    كن اختيارMواننربها بقيي عقد ة أو حقيقية من اعةوعة  t(p( أخيراا  بدلاا من ا ننت،دام إشننار  لا ضننية قابتة
)t(Mp), ..., t(1p إعفال الإزاحة انتدد ة. وهذا  تضننننننننننةن frequency shift keying تعد ل موعس ان  ضننننننننننة  pulse position modulation  

 ومجةوعة كي ير  من الا تاتيجيات الأخرى. phase modulationتعد ل انيور 
لجإشنننننار  فراعية  اا بنننننييب اا ه د ننننني اا قر  س نتةثيل  نننننلبنننننلة الأرعام الإق الاية بشنننننكل موجي. عت أن لاوجد تايمن انبنننننهل انتفكير بعد   ر 

signal-spaceنل مر لهذه انتكيي ات الم،تلفة بير قة متكاملة.انرابس تعتةد عل  لاتايج انف ل  لج   
انتعد ل  عن انشنننكل الموجي المر نننل. انوظيفة الأ نننا نننية نف  اا ببننن ت انضنننجيج عل  انق ا   فإن انشنننكل الموجي المبنننتق ل  كون مختلف

اكيتشنننناف انشننننكل الموجي المر ننننل. ااول انكاشننننف اختيار  ننننلبننننلة اندخل المةك ة الأكيثر احتةالاا نتعيي انشننننكل الموجي المبننننتق ل.  يه
ر ت اله د نننني نلإشننننار  انتق انثامن انعشننننوايية انضننننرور ة نفهي هذه المبنننن نة  و بننننت،دم انف ننننل عةلياتالخلفية في ان انبننننابس  عرض انف ننننل

 وفهي مب نة انكشف.انفضايية من أجل دليل 
 

 تصحيح الأخطاء 2.3.1

ما  كون احتةال الخي  كي يراا في تق يات انتعد ليف  انتعد ل ان بنننننننننيية. أحد الحلول المةك ة هو ف نننننننننل مرم  انق ا  إ    قتذ   عاد ا 
   وانثالاية معدِّل ببيط.error-correction codeالأو  مرم  م جح الأخياء 

مرات ع ل  3  وبعد ذن   كن تكرار كيل دخل ق ايي 3 ل معدل لاقل ان تات في مرم  انق ا   عامل عدرهكيةثال ببنننننننيط جداا  كن تقلي
   كن ت نننننننجيجها بقاعد   أرعام إق الاية تخرج من جهاز ف  انتعد ل تكون خي 3إدخان  نلةعدل. إذا كيان عل  الأعلت واحد من أصنننننننل 

لم،يط أعمه )انتكرار في ا لخينن  في ان مننام مقننابننل كيلفننة كي ير  في معنندل لاقننل ان يننالاننات.الأعل يننة في المرم   وبننانتننالي  كن تخفيير احتةننال ا
ل عل  ترمي  م ننننننجح الأخياء. نبننننننوء الحظ  بهذا الم،يط غ ننننننعن انتمي  مت وعاا بقاعد  الأعل ية في ف  انتمي ( هو مثال ببننننننيط جداا 

 احتةالات خي  ص ير  فقط بتكلفة معدل إر ال عليل.
معدل  انتمي  المعقد  احتةال خي  ائيل بشكل اعت ا ي لأل  رايس ج  لاون كيان حقيقة عير بد هية وهي ألا   كن أن تُ ما عرا  شا

كل دخل ن.  ننننننعة انق ا  هي تابس نلةواصننننننفات الاحتةانية نل،رج المشننننننرون channel capacity ببننننننعة انق ا  تعُرفبيالاات أعل  من عيةة 
برهان  ثامنانفي انف ننننل  وجد معدلات أعل  من  ننننعة انق ا . ع د  الح ننننول عل  احتةال خي  م ،فيرممكن. بالمقابل  من عير المةكن 

 Information Theoryلامر ة المعلومات  عن  ونكن عل  انقراء مراجعة ان  ننننننننوص channel coding theoremن مر ة ترمي  انق ا  مخت ننننننننر 
  ية انتفاصيل.من أجل ت ي (2006)توماس  [4]و (1968)عانمجير  [7]مثل 

أهي لاتيجة ن مر ة المعلومات هي  ننننننننعة انق ا  من أجل ع ا  اننننننننجيج عوصنننننننني أبيير أعي محدود الح مة. إذا كيالات ا ننننننننتياعة اندخل 
ان تات في    بانتالي تكون انبنننعة )مقدر  بعدد0N   وا نننتياعة انضنننجيج في كيل وحد  عرض الح مة هيW   عرض الح مة محدود P محدود 
 :( هيbits per secondانثالاية 

𝐶 = W log2 (1 +
𝑃

𝑁0W
) 

 في انب وات انقليلة المااية فقط  أظهرت مخييات ترمي  انق ا  ألا   كن تقر ت  عة انق ا  هذه.
من لامام بي قتذ  حيث  لي مرم  م ننجح الأخياء انرعةي  عدل.  اا الا ننتعةالات انقد ة لمرم  م ننجح الأخياء عان اا ما كيالات ج ء

،ة المضننججة ف  ترمي  هذه ان بنن ف  تعد ل انشننكل الموجي إ  لابنن،ة مضننججة نبننلبننلة مرم    وبعد ذن   تيّ  ع د المبننتق ل  أولاا  تيّ 
جح الأخياء ضل أداء من خمل اتةس بذ ترمي  م دقيس أف با ت،دام ف  ترمي  م جح الأخياء. حانياا في الحانة انعةلية عان اا ما  تيّ 

فإن اتهاز انذل  مجتةعة  مكيان م نننجح الأخياء وانتعد ل انتقليدل بي قات م ف نننلة أ  وانتعد ل مس بعضنننهي  ،يط تعد ل مرم .  نننواءا 
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 .modem قوم بتعد ل ان يالاات ب حد الاتجاهات وف  انتعد ل بالاتجاه الآخر  بة  مودم 
المااية ندرجة ألا  تكرَّس كيتت ودرا ات  و لة ومعقد  عل  هذا المواوع  50ع ت جيح الأخياء خمل انب وات اننننننن نقد تيور مواو 

 مقدمة عن رموز ت جيح الأخياء. كتاب(.  قدم هذا انForney (2005) [6]و Lin and Costello (2004) [15]مثما الامر )
نق وات انم نننننننننننننننلكية.  و  الاهتةام انك ير ه ا إ  نمذجة انو نننننننننننننننط انفي  ايي الموانننننننننننننننوع الأخير في هذا ان ص هو ترمي  وف  ترمي  ا

انق وات انم ننلكية إاننافة نلضننجيج اتةعي إ  انتقل ات انعشننوايية في عو  المبننارات المتعدد  بذ المر ننل والمبننتق ل. إن تخضننس انم ننلكي. 
ت،دم تُبننننر عل  انتمي   اختيار الإشننننار   انتعد ل  وانكشننننف. . وعلي ا أن لادرس كييف  ؤقFadingتفاعل هذه المبننننارات  بنننن ت الخفوت 

    الات الات انم لكية أ ضاا لم اعشة عضا ا مثل عياس انق ا   وكييفية ا ت،دام هذه انقيا ات ع د اندخل والخرج. وأخيراا ه اك درا ة وجي
 وانذل  ربط انعد د من المواوعات في ان ص.  Code Division Multiple Access (CDMA)  فاذ المتعدد بتقبيي انشيفر نل

 

 الواجهة الرقمية 4.1

ن إ انواجهة بذ   قة ترمي  الم  س و  قة ترمي  انق ا  هي  نننلبنننلة من ان تات. عل  كيل حال  هذا انوصنننف لا  عيي ان نننور  كياملة.إن 
 :الآتيعوامل انتعقيد الأ ا ية هي 

 من مرم  الم در لا  باول عان اا معدل ان تات ان  تدخل مرم  انق ا .ان بت عير المتباو ة: معدل ان تات الخارجة • 
الأخياء: ت ةي مفككات ترمي  الم در نف  ترمي  لاب،ة   س الأصل نلبلبة المرم   في الم در ونكن مفككات ترمي  انق ا  تب ت • 

 أخياء عراية.
ةل الخرج من بنننلي عبر عد  ع وات  وكيل ع ا  في انشننن كة دُ انشننن كات:  ر نننل خرج مرم ات الم ننندر عبر انشننن كات  ت تقل بشنننكل تبنننل• 

 عد  مرم ات م در مختلفة.
لاقية إ  لاقية وفي انشنننننننننننن كات. و عاتان في أعلت الأحيان عل  غو خاص في  الات ننننننننننننال الأول وانثاني في ألامةة ذ مهر كيم انعامل

ألامةة لاقية إ  لاقية  في حذ عت أن  عاتا بير قة عيا ننننننننننننننية في انشنننننننننننننن كات. كيذن  عت أن  عالج انعامل انثانث بير قة عيا ننننننننننننننية في 
 انش كات.

 (.6.1بانشكل ) ذّ م هو ق الاية ان بيية إ    قات متعدد  كيةا ذه المشاكيل في انش كات هي دو ل انواجهة الإلهالمعتاد  قاربة الم

 
تحكم ا  ب وتوكولطبقا/ من وجه  نظ  الإنت ن/. هناك نموذج  بثلاث (5.1ا شكل )الإثنان   في تبد ل ا واجه   :6.1 الشكل

ع ا منبوتخف ض معدل إ سال من نها    نها   وجه ، وهو مساول عن اكتشاف ا خطأ  -زوج مصد كل م تبط ب TCPالإ سال ب
وج ه تعمل سو    ت اذجفي ا شبكا/، وهذه ا نم ةعقدم تبط بكل  IPا شبك  مزدحم . و وجد نموذج ب وتوكول  عندما تصبه

طابق  م تبط بكل  ناة، وا ذي  نجز م data link layer (DLC)عب  ا شبك  و تخف ض الازدحام. أخ  اً  وجد نموذج  ا ب انا/
صلاح و معدل ا نقل   أ  .ا طبق  ا ف ز ابا قناة مع م مزها ومفكك ت م زها  دعىا شبكا/، ت مصطلحا/ا قناة. في  فيا خطأ ا 

ومدروس بانتف يل في مراجس انش كات وتعةل معاا هذا هو ع وان مركي ل في درا ة انش كات  (6.1انشكل )كييف تش ل اني قات في 
تعليقات بعير ان قدمة مخت ننننننننننننر  و   اواكيتفيه ا  انتف ننننننننننننيلبكي  عل  هذه الموااننننننننننننيس لار . لم Gallager (1992)و Bertsekas [1]المرجس مثل 

 .الميلوبة فيةا بعد
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 سمات الواجهة الرقمية في الشبكات 1.4.1

(. نير قة  وان  تقبننننننننننننننني ب فل هذه امثل ملفات وبيالاات انبر د الإنكتونوفي عد  حالات  ) إ  رزم  قبننننننننننننننني خرج مرم  الم  س عاد ا 
)بروتوكيول  TCPإانننافة ع وان انتو بنننة في   قة  بعير المعلومات إ  هذه انرزم  حيث  تيّ تضنننيف تضنننيف كيل   قة من   قات انشننن كة 

 دخل مرم  انق ا  هو  ننننننلبننننننلة من  وعلي  فانذل .DLCوإاننننننافة انتو بننننننة وانذ ل في   قة  )بروتوكيول الإلاتلات( IPوانتجكي بالإر ننننننال( 
 .(7.1بانشكل ) ار م ي ة الإ ارات ومكولاات الإ

 

 .6.1 ا شكلبن   إطا  ا ب انا/ باستخدام طبقا/  :7.1 الشكل

انتو بة وانذ ل  DLCتدفقها إ  مرم  انق ا  بشكل مت امن. ت ود  بيالاات الإ ار  الموزعة بشكل مثالي كيةا هو محتاج إنيها  مرت ة و تيّ 
لمثانية.  من أجل ا ننننننننننننننتق ال الإ ار ودو ل ان تات المتدفقة إ  إ ارات وإعاد  انتع ئة ا الميلوبةنلإ ار وان  عت أن اتو ان عل  المعلومات 

 الحةا ة اد أخياء ف  انتمي  ان اتجة عن مفك  ترمي  انق ا . DLCكيذن  ت ود 
ددد عدد انواحدات الموجود   فجص ان وجيةفي ذ ل الإ ار. كيل مجةوعة  فجص ان وجيةبت  32أو  16ذن  با نننت،دام  نموذجياا   تيّ 

 جيةفجص ان و . وهكذا إذا حدث خي  في الإر ننال  ننيجدث ونو خي  واحد عل  الأعل في بتات في الإ ار هل هو عدد فردل أم زوجي
  . وهكذا ع دما  كتشف إ ار خيالاتجاهذمبت،دم في انق وات ان  تبةح بالإر ال في  DLC . هذا ان وع منDLCفي  الا تق الع د 

أن دتول عل  معلومات  DLC. وبانتالي عت عل  بدا ة إ ار  عت عل  الإ ار المعاد أن  يلت إعاد  إر ننننننننننال الإ ار الخيو فإلا   رفير 
 .[1]الامر المرجس . لمعرفة تفاصيل أكيثر عن هكذا بروتوكيولات الاتجاهذحول الإ ارات ان  تبير في كيم 

الإر ننال . أ ضنناا  كيشننف الخي  وإعاد  DLCفي اني قة انفي  ايية و  قة  عاد ا   الخي تجاهالا كيبننؤال وااننح عن هذه ان قية  لماذا ا ننل
كيجواب نذن  هو إذا حذف انت جيح من أحد اني قات وبانتالي  ي  د من   ونيل اةن اني قة انفي  ايية؟ DLCما تكون في   قة  عاد ا 

الات خي  وا ننننننننت،دام انت ذ ة انراجعة في اني قة انفي  ايية  كن أن تؤدل إ  احتةاحتةانية الخي . وفي لافل انوعت  أس كيلتا الإجراييتذ 
 ة جداا  توحيد م هج كيلتا ان ع الات التوحيد المقياس  ونكن في حالات  مشاكيلكيلتا اني قتذ في انتي يقات بب ت   تبت،دم عاد ا  أعل.

الإر نننننال في اتجاه  دامبا نننننت،فضنننننل فهي جيد نتمي  انق ا  وف  ترمي ها اني قتذ  كن أن  كون أفضنننننل. من وجهة ان مر انتعليةية  من الأ
 .الاتجاهذواحد ع ل تي يس الإر ال في كيم 

. انع وان الموجود في IPالمعييات اةن   قة  ورزمة  فإلا    خذ انع وان انرأ ي وانذ ل DLCا تمم الإ ار من ع ل مبتق ل  ع دما  تيّ 
 IP وهكذا تعالج   قة خر.آجد د فيةا إذا كيان الإ ار انننننننةن اتجاه  ان نننننننجيح أو عت أن  كون في اتجاه هو نت IP رأس الإ ار في   قة

 إذا كيالات الإ ارات  و لة جداا ع د عقد  ما. انرزم خذ عرار حذف تعرار انتوجي   وكيذن  في بعير الأحيان 
 TCP. بعد ذن    قة TCPودول انرزمة بعد ذن  إ    قة  انع وان انرأ ي IPا  ت خذ   قة وجهتهع دما ت ل انرزمة في ان ها ة إ  

ان  تعالج وتمرر الح م المق ونة بدون  DLCمرحلة دبننننننننننننننذ الخي  كيتل  اني قة في إ   4ذهت عبر  ور إصننننننننننننننم  الخي تعالج انرزمة حيث ت
TCP header  باتجاه مرحلة ف  انتمي .   قةTCP  و  قةIP  مبنننؤونتان أ ضننناا عن ت ميي الازدحام  انذل  تيلت تخفيف معدل الإر نننال

 تجكي بها.الممن ع ل المر ل أو حذف م ادر الإر ال عير 
 الم ننننندر خرج  إ  ل تشنننننفيرمن لااحية الم نننننادر وانق وات  ت ود هذه اني قات انعد د  فهي جيد نلواجهة انرعةية بذ الم  س وانق ا . اوّ 

 لااحية الم  س أيس هذه اني قات هي ع ار  عن ع وات مفيد  من أجل إر ال  لبلة ان تات إ  وجهتها ان جيجة. لبلة بتات ومن 
عدل خي  ة ونكن بت خير أو  لعل  غو مماقل  دخل انق ا  هو ع ار  عن  ننلبننلة بتات  عدل دخل مت امن  وخرجها هو لافل انبننلبنن

 ما.
 توج  ترمي   .عليما ببنننننن ت اني قات وان  هي مي  مختلفة  اجهاترعةية  والحقيقة أن هذه انو  اجهاتا و ةوهكذا كيم الم  س وانق ا  ند ه

                                                           
 قي وبعضها تسبب أي ف ق حقحتى بعد كل هذه ا محاولا/ ا طبق    منع الأخطاء، فإن الأخطاء ا ع ض   لا  مكن تجنبها. بعضها  حدث من ا مداخلا/ ا بش   ، وا تي لا  4 

 قل ل احتما ها  د  ا مستطاع.منها،  كن على الأ ل ت فقط  ه تداع ا/. إن هدف مهندسي الاتصالا/ وا شبكا/ هو منع كل هذه الأخطاء ا تي لا مف ّ 
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 نننننالها. ر الم  س غو تقليل معدل بتات الخرج )ر ا بقيود انت خير أو انتشنننننو  ( نكن  كن تجاهل انق ا  انفي  ايية أو انق وات من أجل إمكالاية إ
 الم  س وانتكيي  عل  ز اد  معدل إر ال ان تات )ر ا بقيود انت خير ومعدل الخي (. وبشكل مشاب  نتمي  انق ا   كن تجاهل

 
 قراءة متممة 5.1

. وه اك لاص آخر Proakis [21]نكن أعل تعةقاا في  إن ان ص المةتاز انذل  عالج انعد د من المبننايل ه ا مس ت يية الم  د من انتفاصننيل
 Wonzencraft and Jacobs. انعةل انكم يكي انذل  دخل فكر  فضاء الإشار  في الات الات انرعةية هو Wilson [34]جيد وعام هو 

 .[23]و [12]و [22]. كيةا  تيّ ت و د معاتات جيد  نلبو ات اتامعة اندلايا في [35]
ةا تعي  المعاتات الأكيثر تقدماا عن . كي[24]أو  [2] كن نلقراء انذ ن  فتقدون نل،لفية انضنننننننننننننننرور ة في الاحتةالات أن  عودوا إ  

 .Feller [5]. لا   ال   ق  ان ص انكم يكي عن الاحتةالات نليانت اتاد من خمل [25]و [8]الاحتةالات في 
 [27]. كيةا  تا  انعةل الأصنننننننننلي من ع ل شنننننننننالاون في [4]و [7] كن إعاد مقررات أخرى عن لامر ة المعلومات  عل   ننننننننن يل المثال في 

 بشكل  جرل ومذهل.
أص ح حقل ترمي  وف  ترمي  انق ا  ذا أهمية نكن ات ء الأكيثر خ وصية هو عن لامي الات الات.   تيرّق إ  انتمي  وف  انتمي  في 

 كون ان ص ه ا مبت،دماا لأول  لبل   MITانف ل انثامن  نكن ذن   تيلت معاتة م ف لة نتيو ر المواوع بشكل معةس. في اننننننننننننننننن 
خيار  [15]المتا  عل  شننننننن كة انو ت. وكي د ل   وجد في  Forney [6]دود والحد انثاني  بنننننننت،دم مجةوعة هامة من الممحمات من ع ل الح

 جيد من خمل عد  لا وص عن انتمي  وف  انتمي .
نتا نننننس  قدمة دلاا انف نننننل امن اوتةل أن تكون انشننننن كات انم نننننلكية في مقدمة الأبحاث انرييبنننننة في الات نننننالات انرعةية الحانية.   و 

مف ننننلة عن هذا المواننننوع  نكن انعد د من ان  ننننوص تيور الات ننننالات انم ننننلكية بشننننكل معةس أكيثر من ذن .    ننننح بالا مع عل  
 مرجعاا جيداا نتق يات انييف الم ثور. [33]  كيةا  عتبر Goldsmith [9]و Tse and Viswanath [32]أعةال 
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 ترميز المصادر المقطعّة .2
 

 مقدمة 1.2

  لبلة  إعة  لبلة من رموز الم در   الم ادر المقيَّ رمّ ل مُ اوّ مخيياا كيتلياا ن مام ات ال رعةي من لاقية إ  لاقية.  (1.1)بذَّ انشكل 
ي يشننننكل م دب نتةثيل كيل رم .  قوم مفك  انتمي  بعةلية معاكيبننننة. الإمكانعليلة عدر  أرعامومن المفضننننل ا ننننت،دام  الإق الاية  الأرعاممن 

خرج  ع د عةل مفك  ترمي  الم نندر  أنلافتض و   مفك  ترمي  انق ا  في أن ددث أخياء إمكالايةع د ف ننل الم نندر عن انق ا  لاتجاهل 
 مرم  الم در. 
 من الم ادر:مهةة  ألاواعبذ قمقة    ةيّ  أولاا 

 عةقط  الم  المصادر  •

 عل اوارف أو محارف رعةية   الأاد ةتكون هذه  أن كن  .عة معروفةقيَّ مُ  أاد ة رموز من   نننننننلبنننننننلةس هو خرج الم ننننننندر المقيَّ إن 
 .  إق الايةأو أرعاماا   مو يقية )مرت ة اةن  ر قة م هجية( اا رموز أو محارف صي ية  أو   إلاكلي  ة اا حرفأو أنوحة مفاتيح الحا ت  

 5ول عل  عدد غايي من انرموز.تعة في هذا انف ل دالمقيّ  ض أن الأاد ة  فت 
ام ان من   ونكن نيل من انضننرورل إعجقابتة خمل ان من  عدلاتددث كي غا انرموز   ننلبننلة اعت ار  من الم ا ننت  في أعلت الأحيان 

 عير م اشر(.ه ا )إذ  كن تو ذ  لبلة الم در في ملف حا وبي وإجراء انتمي  عل  غو 
مراجس  [4]وانف ننننل الخامل من المرجس  [7].  عُد انف ننننل انثانث من المرجس عة وف  ترمي هاقيَّ  ركي  هذا انف ننننل عل  ترمي  الم ننننادر الم

 معاتة ج يية أ ا ية لهذه المب نة.  [22]من المرجس  3.4ن ا ة  1.4إاافية نتمي  الم در. تقُدّم انفقرات 
  التماثلي ةمصادر شكل الموج• 

 إمكالاية نت كييدي تبت،دم كيلةة تماقل ُ ثّل إشار  كيممية مثما.  حقيقي تماقلي ةهو شكل موج  ببط حانةأفي   خرج الم در انتةاقلي
 مقيعة.  ة عييبقيي نلةيال من مجةوع اا ونيل مقيد اا اعت ا ي ة كون شكل الموج أن

يقي ة    اعش لاحقاا كيما من م ادر شكل الموجة الحقل مننتوابس عقد ة ع ار  عن مخارج  ةانتةاقلي الإشاراتم ادر  درا ةومن المفيد 
  وانعقدل.

)ممثلة بتابس كيثافة نلةوعس  د ويف أو نلةوعس الأفقييانعةودل( )ممثلة بتابس كيثافة  كون خرج الم در انتةاقلي صور  أن   كن عيّ أبشكل 
ذات عيةة   قابلة متجول حقيقي مفرد تابس نل من  بكثافة بالإشنننننننننارات انتةاقلية اهتةام ا. نلت بنننننننننيط غ نننننننننر الأفقييانعةودل وان من(

 .حقيقية أو عقد ة
 تماثلية(سلسلة )مصادر  تماثليةبقيم  زمنيا  مصادر مقطعة • 

. ا أرعام عقد ة()أو ر  الحقيقية الأرعاممن   نننلبنننلةالم ننندر  ا كون خرج هذ الم نننادر انتةاقلية.قيعة و الم بذ الم نننادرهذه الم نننادر  تقس
الم نننننننادر أل أن  .في ترمي  الم نننننننادر انتةاقلية فرعية ةبننننننن نم بوصنننننننف  أهمية أكيبر ذو    ونك اا بحد ذات الم ننننننندر مهة ا عتبر ترمي  مثل هذ

ان تيجة هي  فإن  ير قةنكيالات ا  أ ا ة.لبننننننننبننننننننلفي تو ننننننننس ان عاممت  اتةثيلهب أو انتةاقلية الإشننننننننار تقييس ب ترُمَّ  دايةاا أولاا إما انتةاقلية
 .فيةا بعد  رمّ تُ  أعداد  لبلة

عة الم نننننادر المقيّ  ترمي  إمكالايةهو  أهمهامن الم نننننادر انتةاقلية.  الأخر ذه ان  انعد د من الاختمفات بذ الم نننننادر المقيعة وان وعذ 
ي اا عابما نف  ترمي ه عل  ترم مثل هذا انتمي  بنننة .  نلأرعام الإق الاية من انتبنننلبنننل المرمَّ نم نننتعاد   بير قة  كون فيها خرج الم ننندر عابما 

ثال ل   ننننننن يل المعبتات تجعل عةلية ا نننننننتعادلا وحيد .  بنننننننلبنننننننلةب ة ر قة نربط عيي الم ننننننندر انتةاقلي ثمةنيل  أخرىمن جهة  6غو فر د.

                                                           
لأساس   ا حا   غ   ا منته   حساب اً نظ    ت م ز ا مصد  ا زإذا احتو/ إما على عناص  منته   أو عناص  غ   منته   حساب اً. لا تتجاو  ت ع َّف ا مجموع  على أنها مقطَّع  5 

 لى ذك ها لاحقاً.في أي نقط  هام ،  كنها مف دة  عند منا ش  حالا/ محددة، وسوف نأتي ع
حق قي وا د  ق  أفضل  ا قابل   فك ا ت ك ز على نحو ف  د، أح اناً،  مازا/ عد م  ا ضج ج في ا معا جا/ الأساس  . تدل عبا ة  ابل  فك ا ت م ز على ا معنى ا تسمى ا  مازا/ 6 

 كث  اً من عبا ة عد م  ا ضج ج. سنع ف  ابل   فك ا ت م ز بعد  ل ل.
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  قليةانقيي انتةاهذه نتةثيل  ين وع من انتكةيوبانتالي فثةة حاجة  .0-1نتةثيل انقيي الحقيقية بذ  الأرعام الإق الايةميلوب عدد لاغايي من 
 انتشو  . مقداران تات و معدل إر ال ة بذ قا ضم ضةنترمي  الم در انتةاقلي  تفإن نذن   اا.تشو ه ادثوهذا 

ع  نننرا متتانياا  nمؤنفة من  عرل ترمي  م نننادر انبنننم نننل انتةاقلية أولاا بتكةيي كيل ع  نننر من انبنننلبنننلة )أو عل  غو أعي كيل مجةوعة
 من انبلبلة( إ  أحد ع اصر مجةوعة انرموز الم تهية. إن  لبلة انرموز هذه هي  لبلة مقيَّعة  كن ترمي ها إ  تبلبل إق اني. 

هو مبننننن نة  سوكيةا   ي   انشنننننكل  فإن ترمي  الم ننننندر المقيَّ  .انتةاقلي والمقيَّسلم ننننندر اتمي  ن هذه ان مر  اني قية (1.2) ل،ص انشنننننكل 
 هامة بحد ذالا نتمي  م ادر تش   ان  وص  وأ ضاا  ثل اني قة انداخلية في ترمي  انبم ل انتةاقلية والإشارات.

قيَّعة. فيةا  عالج انف ننل انتالي ترمي  الم نندر نلبننم ننل انتةاقلية و عا
ُ
 لج  اعش ات ء المت قي من هذا انف ننل ترمي  الم نندر نلة ننادر الم

 رابس م ادر الإشار .انف ل ان
 

 عةثابت للمصادر المقط  الرمازات ذات الطول ال 2.2

حيث   𝒞(x)رماز بكلةة  من الأاد ة  x قابل كيل رم   𝒞 رماز إلاشننننننننناءهو  إ  أرعام إق الايةس قيَّ ببنننننننننط مقاربة نتمي  م ننننننننندر مُ إن أ
𝒞(x)  انلَّ  ة  ول  لافلنتجتول عل  مقيد   من هذه انكتل. كيل أرعام إق الايةهي كيتلة منL   رماز انيول هذا انرماز  دع  ولهذا انبننننننننننن ت

 .انثابت

 
تتطلب ا مصاااااااد  ا مقطع  ا طبق  ا داخل   فقط. ب نما تسااااااتخدم ا طبقتان ا داخل تان  لساااااالاساااااال ا تماثل  ، وتسااااااتخدم  :1.2الشااااكل 

 ا طبقا/ ا ثلاث  مصاد  الإشا ا/.
,𝑎} انبنننننن عة رموزانمؤنفة من   الأاد ةاذا كيالات   ثالعل   نننننن يل الم 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓, 𝑔}   انتالي  ثابتانيول ان رماز ا ننننننت،دامفالا   كن

  L = 3ذل  ول انل  ة 
𝒞(𝑎) = 000 

𝒞(𝑏) = 001 

𝒞(𝑐) = 010 

𝒞(𝑑) = 011 

𝒞(𝑒) = 100 

𝒞(𝑓) = 101 

𝒞(𝑔) = 110 

,𝒞(𝑥1)  لمرمَّ ارج إ  الخ  2x, 1x,... , خرج الم ننننننننندر  كن بعدها ترمي  𝒞(𝑥2), . . جل أمن  .نكل رم  اا بت Lالخرج ترمي   بانتالي اتولو  ,.
 .ت تي متعاع ة )أو  بشكل أكيثر تق ية  متبلبلة(رج بتات الخ أن. لاحظ  ...00100011إ  …badانبلبلة  تمَّ المثال انبابس  

𝑀 أانند ننة الم نننننننننننننننندر كيننان عنندد انرموز في   إذا بتنناا. بننانتننالي  Lنل  ننة مؤنفننة من تركييننت مختلف من انقيي  L2ثمننة  = |𝒳|  دقس انعمعننة 

𝑀 ≤ 2𝐿  كن تخ ننننننيص كيل رم   جةوعة إق الاية مؤنفة من لا  إف L .انبننننننلبننننننلة  عرف أ ن تقس بدا ة  وبفرض أن كياشننننننف انتمي  ع  ننننننراا
 .وافسرم  الم در الم إ   قوم بعدها بف  ترمي  كيل ن  ة اا بت Lكيتل بيول   إ تقييس انبلبلة   ك    المرم  

𝐿 تيلتهذه تانتمي   ر قة ن إف Mالم نننننننندر  أاد ةذا كيان  ول إكيةل،ص  = ⌈log2 𝑀⌉  تمثِّل الم نننننننندر. حيثمن نتمي  كيل رم   بتاا 
⌈𝑤⌉ الحقيقي دأصننننننننننن ر عدد صنننننننننننجيح أكيبر أو  بننننننننننناول انعد w  وم . log2𝑀 ≤ 𝐿 < log2𝑀 +  الأدنى الحد  كن الح نننننننننننول عل  . 1

log2𝑀    ذا كيالات إوفقط  ذاا إ عل  غو متباوM 2حدى عوى إ. 
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من  .انوعت انواحدفي رم اا  nمؤنفة من متعاع ة  نِ  اتمتكرر أولا بتقييس  ننننلبننننلة رموز الم نننندر إ   المبننننت،دمة عل  غو انتق ية تكون
اد ة عليا. ع اصر لأأغا   عل  nMاعةوعات  .  كن ان مر إ  هذه ع  راا  n مجةوعة مؤنفة من nM    وجداا رم   Mتضي  أاد ة أجل 

صننف  n لثابت انيول   كن ترمي  كيان. با ننت،دام ترمي  الم نندر الأصننليةانرموز بدلاا من ترمي  مبننتقل  عل  غوصننف  nو كن ترمي  كيل 
𝐿 إ  = ⌈log2 𝑀

𝑛⌉ اا بت. 
�̅�  لالمعدَّ  كن بعد ذن  دد د  = 𝐿/𝑛 أ ا ي بنل تات المرمَّ   نكل رم  م در ن: 

�̅� =
⌈log2𝑀

2⌉

𝑛
≥
𝑛 log2𝑀

𝑛
= log2𝑀 

�̅� =
⌈log2𝑀

2⌉

𝑛
<
𝑛(log2𝑀) + 1

𝑛
= log2𝑀 +

1

𝑛
 

𝑀 وم   ≤ 𝐿 ̅ < log2𝑀 +
1

𝑛
ُرمَّ   متو نننننننننننننننط عدد ان تات  كن جعل  كفا ة ا في  انكي ير     nاعلو    

 log2𝑀 كل رم   قتب منن الم
 .2هو من مضاعفات  Mب ير ان مر عةا اذا 

  :بعير الممحمات
ةكن الم الأدنى تات انهو معدل   log2𝑀 فإن   ا مؤخراأكيةا ر و  .عةلي أكيثر م  هو اهتةام لامرل  log2𝑀 منكييفياا تقتب   �̅� جعلإن  •

نير قة تقارب ومن و فإن هذه ا حتةال.الا متبننناو ةع دما تكون رموز الم ننندر مبنننتقلة و  م ننندر عابل نف  انتمي  عل  غو فر د نتمي 
 هذا الحد الأدنى. 

درا نننننننننننننة انرمازات ع د  2 ؤخذ انلوعار تي عاد  بالأ ننننننننننننناس  7.الأاد ةفي  ةالمعلومات نوعار تةي مقا يل كونتهذه ان تيجة لماذا  تُشنننننننننننننير •
 .الإق الاية

ة تكرار تعةل ب ير ان مر عن تكرار انرموز. نكن  عرف هيهذه انير قة عير احتةانية  أل لا ت خذ بعذ الاعت ار تكرار حدوث انرموز  و • 
نل تات المرمَّ   فكل رم  م ننننندر وذن  بت، نننننيص  نننننم نننننل بتات أع نننننر  �̅� لمعدلتخفيير ا كن   أكيثر من عيرهابعير انرموز حدوث 

 مت ير انيول. اةن رماز م در اا نلرموز الأكيثر حدوق
 

 عةللمصادر المقط   الرمازات متغيرة الطول 3.2

 ز الأكيثر احتةالاا نرمو بتةثيل ا كن إنجازه المعييات م دأ اننننننن ط أن مت ير انيول نلة نننننننادر المقيعة هو  ترمي اوف  وراء ا نننننننت،دام إن 
 ي انقدافي رماز مورس في الإر ننننال انبرع ات اع هذا الأ ننننلوب . و يخّ ببننننم ننننل بتات أ ول نرموز الأعل احتةالاا وا  ببننننم ننننل بتات ع ننننير 

الأعل  حرفنلأ أ ول شننرايطو  انشننايعة لأحرفأع ننر نشننرايط ا ننت،دام ب  اوارف وان قط شننر ط من با ننت،دام تمثَّليل حيث كيالات انر ننا
 .شيوعاا 

𝒳 ااد ة الم نندر في jaكيل رم  من الم نندر   𝒞 مت ير انيول رمازان  ثل = {𝑎1, . . . , 𝑎𝑀}  إق الايةببننلبننلة 𝒞(𝑎𝑗)  رمازان  كيلةة بننةت .
 د ةالأات ير انيول من أجل الم فعل   ننننن يل المثال   كن أن  عُي  انرماز. 𝒞(𝑎𝑗)نلبنننننلبنننننلة  𝑙(𝑎𝑗) انيول 𝒞(𝑎𝑗) فيعدد ان تات  بنننننة  

𝒳 = {𝑎, 𝑏, 𝑐} بن: 
𝒞(𝑎) = 0      𝑙(𝑎) = 1 
𝒞(𝑏) = 10      𝑙(𝑏) = 2 
𝒞(𝑐) = 11      𝑙(𝑐) = 2 

بدون  )أل دد د لحدود انرمازبننننننننلبننننننننلة من ان تات  دون نمتعاعت  انرماز المت ير انيول عل  غو رمازر ننننننننال كيلةات إ  تيّ  فُتض أن 
 .parsingانتجليل  وهذا ما  بة ز رماان ةحدود كيلة أ ن تقس  لاقية بدا ة مرجعية بإعياء  مفك  انتمي ادد . ات(و فراعأاصل و ف

وكيان ابت إذا كيالات رموز الم ننننندر ت نننننل  عدل ق تخ  ن و نننننيط. ي الحاجة إ حدى انقضنننننا ا المتعلقة بان مام مس ترمي  مت ير انيول هإ
ابلة نلتةيي  وهذا  تيلَّت إر ال لاوع من لجانتع ئةلج انق بذ اندخل والخرج. صوانمن وجود  إر ال  فمبدتر ل  عدل أن ان تات المرم    عل 

                                                           
 .1972عام  Hartley [11]ول م ة من  بل ا س د لأ ى ا معلوما/ بوصفها  وغا  تم عدد من الاحتمالا/ إتم ا ت اح أنه  مكن ا نظ   7 
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ها الأخياء من عضنننا ا ان مام المشنننابهة   ا في ع دما  كون ان نننوان فارعاا وإمكالاية انننياع المعييات ع دما  كون ان نننوان ممتلئاا. وه اك كيثير
  لانعرَاية عل  انق ا   وانت امن الأولي  وانت امن ان هايي  وعيرها.  تجرل م اعشة انعد د من هذه انقضا ا لاحقاا  نك ها  تكون أ هل ع

 انفهي بعد درا ة انقضا ا الأكيثر جوهر ة. 
 

 الفريدة فك الترميز قابلية 1.3.2

ن أل  ننلبننلة من أهذا  ع   عل  غو صننجيح. ف  انتمي ن ن عابما ن  كو أ يمت ير انيول ه رمازأل من انرييبننة الميلوبة  اصننيةالخإن 
 علي   فُتض ه ا وجود ت امن أولي: بحيث .من  ننننننننلبننننننننلة ان تات المرم    عير عابل نلشنننننننن  عل  غو إعاد  تشننننننننكيلها   كنرموز الم نننننننندر 
شنننننننننكل ب الأولي  لا  كن حتى ف  ترمي  انرماز انثابت انيول بدون انت امن لا أول بت في  نننننننننلبنننننننننلة ان تات المرم  . لاحظ أ مفك  انتمي 

 وحيد.
𝒞(𝑎𝑗) من انواانننننننننننننح أن وحدالاية ف  انتمي  تتيلَّت أن  كون ≠  𝒞(𝑎𝑖) من أجل أل 𝑖 ≠ 𝑗 أكيثر من ذن   فهي تتيلَّت أن  كون .

 نلتةيي .  واح انتعر ف انتالي هذا الأمر بدعة.  انرموز المرمَّ   عابما  8شر ط
  اختلف nx, ..., 2x, 1x  ونيكن من الم در رموز شر طل جل ألأو   ذاا فر د إ ف  ترمي  ذاس لم در مقيَّ  𝒞 كون انرماز  :1.3.2 تعريف

.𝒞(𝑥1)𝒞(𝑥2) كيلةات انتمي  الموافقة  9تعاعت . . 𝒞(𝑥𝑛)  كيلةات انتمي تعاعت  عن 𝒞(𝑥1
′)𝒞(𝑥2

′ ). . . 𝒞(𝑥𝑛
′  أخرى ننننننننننلبننننننننننلة ل الموافقة لأ (

𝑥1
′ , 𝑥2

′ , … , 𝑥𝑛
 من رموز الم در. ′

 كيل كيلةات انتمي  المتعاع ة متةا   .  إذا كيالاتفر د ف  انتمي   ذا 𝒞 كون  خرىأبكلةات 
تذكيَّر ألا  لا توجد فواصنننل ولا فراعات بذ كيلةات انرمازة وعل  مفك  ترمي  الم ننندر أن ادد حدود كيلةة انرماز من  نننلبنننلة ان تات 

 المبتق لة. )إذا أدخلت فواصل     ح انرماز قمقياا بدلاا من إق الاياا(. 
𝒞ذو ف  ترمي  فر د. نكن انرماز   = {a, b, c} نلأاد ة 𝒞رماز الآلاف ان عل    يل المثال    ث ت أن  معرَّف بن '

𝒞′(𝑎) = 0 
𝒞′(𝑏) = 1 
𝒞′(𝑐) = 01 

أصنننننندر كيان الم نننننندر عد   إذافإلا  نن  بننننننتييس دد د فيةا  01ا ننننننتق ل المفك   إذا .مختلفة رمازه كيلةاتمس   ذل ف  ترمي  فر د  يلن
(ab ) أو(c). 

وبانتالي  .مازر كلةات بانرموز  مقابلة ر قة  عل ونيل  انرمازمجةوعة كيلةات عل  فقط  عتةدخاصنننننننننننية ف  انتمي  انوحيد ت أنلاحظ 
  ك  ا الإشار  بشكل مت ادل إ  رمازات ذات ف  ترمي  فر د ومجةوعات كيلةات رماز ذات ف  ترمي  فر د.

 
 عةالبادئة الحرة للمصادر المقط   رمازات 2.3.2

ص ف ببيط    ثمةونكن  . اا معقد أن  كون فر د ف  ترمي  ذاوحتى دد د فيةا إذا كيان  رماز ذل ف  ترمي  فر د  ترمي  خرجف   كن ن
مقارلاة انية انتالخ نننننننننننننننايص اتيد   رمازات  تمتل  هذه انلاحقاا يمهر  نننننننننننننننكيةا و . تبنننننننننننننننة  رمازات ان ادية الحر وحيد  ف  انتمي   رمازاتنل

 10:الأخرى وحيد  ف  انتمي  رمازاتبان
مجةوعة ل  فبان ادية الحر   رماز إلاشننننننننناء ببنننننننننهونة فإلا   كن نرماز كيلةات ا  أ والمن محدد  مجةوعة ن  وحيد ف  انتمي   رمازإذا وجد • 

 .الأ وال

 ز.رماخر بت من كيلةة انآورود م اشر  ع د لحمة ان ادية الحر   رمازن رماز كيلةة  كيل ف  ترمي    أن كن لمفك  انتمي  • 

                                                           
ما  ستخدم ، ك  nعنص اً ضمن ا نها    n. وسلسل  ا  موز هي مجموع  ما ف  من nعنص اً لأي   م منتهي  nمجموع  من ا  موز ما ف  من ا  موز عبا ة عن  ش  ط 8 

 تعب   سلسل  ا كلما/ عندما  مكن أن  كون ا طول إما منه ا أو غ   منته.

 . 1u...  1uو nv...  1vهو ش  ط ا مجموع  lv... 1vو nu...  1uتعا ب ش  ط ن، و نقل  إن 9 
 هذا أكث  ف ما بعد.مع كل مزا ا  مازا/ ا بادأ  ا ح ة، من ا صعب أن نفهم   ماذا تج ي منا ش  ا صنف الأعم. س نضه  10 
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 بادية حر  ب عل  ول متوعس. رماز إلاشاء كن ببهونة   نرموز الم در عرفة انتوزع الاحتةالي • 

lهي أل شنننر ط ج يي أولي  ly...  1yإن بادية انشنننر ط  .2.3.2 تعريف 'y...  1y  حيثl < l'   من ذاك انشنننر ط. تكون ان ادية م ا ننن ة إذا
 أخرى. رمازبادية نكلةة رماز بادية حر  إذا لم تكن أل كيلةة ذا ز رما كون ان. l' < lكيان 

𝒞انرماز ونكن   بادية حر رماز  11و  10و  0 رمازكيلةات ذو   𝒞 عتبر انرماز مثال  عل   ننننننننننننننن يل   01و  1و  0 رمازكيلةات ذو   '
  بادية حر . هو رماز ذومتةا     رماز  ول قابت وكيلةاتذل  رمازكيل   . إننيبت كيذن 

ف  ترمي  وحيد.   ذ انبرهان كييف  كن لمفك  انتمي  أن ادد  وعل  غو وحيد    نننننننن  ذ الآن أن كيل رماز ذل بادية حر  هو رماز
 حدود كيلةات انرماز.

  ةانيةذ ممثل إ  الأوراق باتجاهانيبنننننننننننننننار  إ  ةو من اتذر ت ب غا ق اني الموافقةالإ رمازشنننننننننننننننجر  ان  كن تعر ف  ز بادية حر رما 𝒞 نيكن
ةدد انشجر  تت .انعقد  إ من اتذر  انفرع بدءاا  ع وان مس فقاا او مت شر ياا إق الاياا و تمثل كيل عقد   1أو 0بنننننننننننننن كيل فرع  عُ ون  ز. رماان اتكيلة

 .(2.2انشكل  )الامرز. رمانكلةة  م ا  ة بادية أوز رماكيلةة إما   كيل عقد  في انشجر  هيأل أن  . رماز ةنتشةل كيل كيلة

 
 شج ة ا  ماز الإثناني   ماز بادأ  ح ة. :2.2الشكل 

عقد أل  كيل عقد  و يية )  .(متجهة غو انيةذ عقد  بدون فروعأل  ز توافس عقد  ورعة )رماكيل كيلةة   أن ضةن شرن ان ادية الحر  
 .يّخ انوصول إنيها من عقد  متو ية زرما ةكلةن( هي بادية أو أكيثر  تج  غو انيةذلها فرع 

بدون  10إ   c ننننننننننننننننز رماكيلةة ان  ق يرتهذا   ذ إمكالاية . و   إ  انيةذ تج   بفرع وحيد10  متو يةعقد   (2.2)لشجر  في انشكل ن
 .(3.2)انشكل  هتخر ت خاصية ان ادية الحر . هذا ما  مهر 

إذا لم  كن ممك ا إانننننننننافة كيلةة رماز جد د  دون تخر ت خاصنننننننننية ان ادية الحر . وكيةا رأ  ا   انكامل يلس عل  رماز ان ادية الحر  ا ننننننننني 
 ل كون رماز ان ادية الحر  كيامم إذا لم  كن ممك اا تق ننننننننننير أل كيلةة رماز دون تخر ت خاصننننننننننية ان ادية الحر . وبانتالي فإن انرماز في انشننننننننننك

 ل.كيام  (3.2)نيل كيامما نكن انرماز في انشكل  (2.2)

 
 2.2 ماز بطول أ ص  من ا موجود في ا شكل  :3.2الشكل 

رماز. كيلة    اا ان  ت ذ تعاع  (4.2)انشنننننجر  في انشنننننكل  درسلادع ا ف  انتمي    وحدالايةان ادية خاصنننننية  حانةضنننننةن ترى كييف حتى لا
جرى تشنننننكيل هذه انشنننننجر  اتد د  بل نننننس لابننننن،ة من انشنننننجر  الأصنننننلية عل  كيل ورعة من انشنننننجر   .(3.2)وهي تمثل انرماز في انشنننننكل 

الأصننننلية. وبانتالي  قس كيل تعاعت نكلة  رماز عل  عقد  مختلفة من انشننننجر  كيةا و تلف عن كيل كيلةة رماز.  ك  ا تخيل ن ننننس أشننننجار 
 كيافة تعاع ات كيلةات انرماز  رماز أخرى متعاع ة. مر  أخرى  تقس نلج نننول عل  شنننجر  تمثل كيلةات (4.2)أخرى عل  الأوراق في انشنننكل 

 عل  عقد مت ا  ة  وبانتالي توافس أشر ة إق الاية مت ا  ة.
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 شج ة  ماز إثناني  كلمتي  ماز؛ تمثل ا ف وع ا صاعدة ا واحدا/.: 4.2شكل ال

ز من وجهة مار ان مر إ  مبنننننانة دليل كيلةة انب هيف  انتمي   وحدالايةر  تضنننننةن خاصنننننة الحان ادية رمازات  ر قة بد لة نبرهان أن ثمة 
 بنننننا ة ب انرماز الأول انتمي  أن  ف   رموز الم ننننندر   كن لمفك لأل شنننننر ط منمرم    إق الاية نننننلبنننننلة  أللامر مرم  الم ننننندر. من أجل 

  أول توافس مست أن  عت حتى انوصنننول إ  ورعة  وانانرماز عل  شنننجر  الموافس من انيبنننار إ  انيةذ ومتابعة المبنننار  انشنننر طبقراء   وذن 
وبعد ا ننت،مص كيلةة انرماز الأو     نن ح انشننر ط الإق اني المت قي أ ضنناا شننر ياا نكلةات رماز   بننت خاصننية ان ادية الحر .بح رمازكيلةة 

 ومن وَّ  بتييس مفك  انتمي  إعاد كيلةة انرماز انثالاية ب فل انير قة  وهكذا نل ها ة.
.  ننننننيجد ع د معاتة انشننننننجر  من …1010011 فك  انبننننننلبننننننلة  (3.2)ن فرض  عل   نننننن يل المثال  مفك  ترمي  نلرماز في انشننننننكل 

. بعدها …10011كي ول رم  من خرج الم نندر  تاركية انشننر ط   c. نذا تعتبر cهي كيلةة رماز نننننننننننننننننن  10نيل كيلةة رماز  ونكن  1انيبننار  أن 
   وهكذا.b وبعدها a  انذل ُ كشف باعت اره …011كية انشر ط بوصفها انرم  انثاني  تار  cتُكشف 

 مهر هذا انبرهان أ ضنننننناا ألا   كن كيشننننننف رمازات ان ادية الحر  دون ت خير. فجي ةا  بننننننتق ل مفك  انتمي  آخر بت من كيلةة انرماز  
 ية.ان ادية الحر  أحيالااا انرمازات الآلا ك   تعرف كيلةة انرماز وكيشفها دون الاتمار ورود بتات إاافية. لهذا انب ت  تبة  رمازات 

 نقد يّخ بيان أن كيافة رمازات ان ادية الحر  فر د  ف  انتمي . إلا أن عكل ذن  نيل صجيجاا  كيةا   ي   انرماز انتالي:
𝒞(𝑎) = 0 
𝒞(𝑏) = 01 
𝒞(𝑐) = 011 

 انتةر ن از جد د . ثمة مثال مختلف آخر مُعي  في كن نبنننننننلبنننننننلة مرمَّ   لهذا انرماز أن تقُرأ بتعر ف ان نننننننفر بوصنننننننفة بدا ة كيل كيلةة رم
6.2. 

إذا كيان ثمة أخياء في إر نننننننننننال المعييات  في انرمازات ذات انيول المت يّر   كن لمفك  انتمي  أن  ضنننننننننننيّس ت امن حدود كيلةات انرماز 
 ,10 ,0}الحر    يّر. فةثما  عد  رماز ان اديةو يئ في أكيثر من رم . وبانتالي فةن انضننرورل درا ننة خ ننايص ت امن انرمازات ذات انيول المت

 {1111 ,1110 ,110 ,10 ,0}ذاتي انت امن  لأن ان نننننننفر  قس في غا ة كيل كيلةة نرماز. أما رماز ان ادية الحر  الأع نننننننر  {11110 ,1110 ,110
بيول عير محدد  ععل  ول ان من  1111بنننلة فهو ذاتي انت امن احتةانيااة ه ا أ ضنننا ُ شننناهد صنننفر في غا ة كيل كيلةة رماز  إلا أن وجود  نننل

 ع ل إعاد  انت امن مت يرا عشوايياا. نن لاتيرَّق إ  هذه الأ ئلة ه ا.
 

 البادئة الحرة تلرمازامتراجحة كرافت  3.3.2

جةوعة   Ma, ..., 1a= { { سقيَّ إلاشنناء ترمي  بادية حر  لأاد ة م نندر مُ  اهي شننرن نتجد د فيةا إذا كيان ممك  [17] متاججة كيرافت
 .}M < j  <); 1 ja(l{ ذات  ول رمازكيلةات من  

 ذات أ وال بكلةات رماز Ma, ..., 1a= { { كيل رماز بادية حر  لأاد ة )متراجحة كرافت لرمازات البادئة الحرة(. 1.3.2نظرية 
}M < j  <); 1 ja(l{ اقس: 
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∑2−𝑙(𝑎𝑗)
𝑀

𝑗=1

≤ 1 
(1.2) 

:𝑙(𝑎𝑗)} بنادينة حر  بن  وال رمناز ن انرمناز هو( فنإ1.2) وبنانعكل إذا دققنت انعمعنة 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑀)}.  أكيثر من ذنن   كينل رمناز بنادية
 بتباو  وكيل رماز بادية حر  عير كيامل اققها بت ا ن مقيَّد.  (1.2)حر  كيامل اقس انعمعة 

 رماز  نكن لا  وجد)أعيي مثانذ عن ذن (  {2 ,2 ,1} زرماب  وال كيلةات كيامل بادية الحر    رمازهذه انير قة ألا   وجد ت ذّ  فةثم 
 .{2 ,1 ,1} زرمابادية حر  ب  وال كيلةات 

من لامام انعشننننرل(  10الأ نننناس  2) شنننناب  الأ نننناس  2بالأ نننناس  رماز بوصننننفها تو ننننعاتل كيلةات ثِّ كييف نمُ     لا ذّ ع ل إق ات ان مر ة
∑...  انعدد ly...2y1yانتو نس  ثل ُ .    نت ن ح ان مر ة واانجة تماماا انتةثيلهذا بعد فهي  .ق انيالإ دانعد 𝑦𝑚2

−𝑚𝑙
𝑚=1ثال . فعل   ن يل الم

 . 1/8 + 1/4انقيةة  001تمثل 
    كن ان مر إ  انتو سلافل انير قةو   . ه اخالاة l عدد حقيقي بدعةندل عل  تقر ت تخالاة ن l ذات ةانعاد  ةانعشر  تبت،دم الأرعام

𝑚=1∑] 11  يي اعال عل  ألا . ly...2y1y 2لأ اس با
𝑙 𝑦𝑚2

−𝑚, ∑𝑚=1
𝑙 𝑦𝑚2

−𝑚 + 2−𝑙]. ذا اعال عياس لهl–2 2بالأ اس   تضةن الأرعام 
 .ly...  1yوت دأ بن 

وانذل  تضننننننننةن كيل اوارف ان   l–2 وت يي مجال عدره (1 ,0] ممثلة بعدد لابننننننننبي في اعال l يولب 𝐶(𝑎𝑗) بهذه انير قة أل كيلةة ترمي 
 . انبرهان كيانتالي:(3.2) كيةا ان ادية في انشكل  𝐶(𝑎𝑗) دول

 
 (1و 01و 00وا مجالا/ ا تي تمثل كلما/ ا  ماز. كلما/ ا  ماز ا ممثل  آنفاً هي ) 2الأعداد بالأساس  :5.2شكل ال

:𝑙(𝑎𝑗)} زرمننناز بنننادينننة حر  بننن  وال كيلةنننات هي رمنننا 𝒞أن  فتض أولاا ن :البرهااا  1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑀)} . من أجنننل 𝑎𝑗  𝑎𝑖  محرفذ في  كيةنننا 
ونذن  إن ان ها ة  .𝒞(𝑎𝑗) نيبت بادية نن 𝒞(𝑎𝑖) حيث 𝒞(𝑎𝑖) لا  كن أن تتواس في اعال 𝒞(𝑎𝑗) وفقاا نن 2ألا  من الأ اس  آلافاا  أواج ا

إن ز فرما مجالان نكلة ز أخرى. الآن إذا تقا س رمالا  كن أن تتواننننس في مجال كيلةات  𝒞(𝑎𝑗) انبننننفل  لأل مجال وفقاا لأل كيلةة ترمي 
ال مجانذ عت ألا  تقا عا.  ا ألا  كيل اعالات تقس انننةن اع أن س انننةن مجال الأخرى وهذا مبنننتجيل  ألقان ها ة انبنننفلية لأحدهما  نننت

 .(1.2)دها تتكون انعمعة  ع ja(l–2(هو  𝒞(𝑎𝑗) وحجي اعال وفقاا نن (1 ,0]
ز وم    كن إاننننننننافة كيلةة ترمي  إ  هذا رما تاججة بدون مبنننننننناوا  فإلا   وجد مجال لا  تقا س مس أل كيلةة  (1.2)إذا دققت انعمعة 

 وانتمي  هو كيامل. (1 ,0]ز عل  اعال رمافإلا  تكون مجالات كيلةات ان (1.2) اعال. ونكن إذا دققت المباوا  في انعمعة
,𝑙(𝑎𝑗)} ز ب  والرما  من أل مجةوعة من كيلةات ترمي  ان ادية الحر  إلاشنننناء   نننن مهر كييف وأخيراا  1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑀)} الأ وال  عت واننننس 

 . ان  اء ببننننيط حيث  كن واننننسإلاشننننايهاحقيقية موافقة نكلةات انتمي  المراد  أعداد Mu, ..., 1u ونتكن Ml <...  < 2l < 1l بتتيت كيانتالي:
=01u  ومن أجل كيلj  M < j 1 <. 

𝑢𝑗 =∑2−𝑙𝑖

𝑗−1

𝑖=1

 
(2.2) 

 > ju تكون (1.2). من المتاججة 𝑙𝑗−2 هو عدد صجيح من juونذن   كون   𝑙𝑗−2 كيل ج ء من انيرف انيةي  هو عدد صجيح من

                                                           
 .b<  u < aح ث  uمجموع  الأعداد ا حق ق    (a, b] تستخدم الأ واس وعلاما/ ا حص  على ا تسلسل  تب ن ا حدود ا مغلق  وا مفتوح ؛ وبا تا ي 11 
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)الامر انشكل  ز مس الحفا  عل  حر ة ان اديةرماإ  ان jl ز ذات انيولرماكيلةة ان  إاافةخالاة.  كن  jlبنننننننننننننننن  2وم    كن تمثيل  بالأ اس  1
6.2). 

 

 .il لأماكن iu بتمث ل iu من 𝒞(𝑖) . ت شكَّل{2,2,2,3,3} نشاء كلما/  ماز  مجموع  بأطوالإ :6.2الشكل 

 متاججة كيرافت:عل   بعير الممحمات
 ز بادية حر  أو وحيد ف  انتمي .رما كون  أنفإلا  نيل من انضرورل  (1.2)ز اقس المتاججة رماإذا وجد  •

 ةناتكيل  بن  والوحيند فن  انتمي   رمنازوحيند  فن  انتمي . ذنن   ع    وجند ان رمنازاتهي نكنل ان 1.3.2ان مر نة أن  11.2  ذ انتةر ن  •
{𝑙(𝑎𝑗), 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑀)}  وهذا  دل عل  ألا  إذا وجد رماز وحيد ف  انتمي   جةوعة محدد  من (1.2)وفقط اذا دققت المتاججة  إذاا .

 مجةوعة الأ وال. وبانتالي فلةاذا لابت،دم رمازاا عير رماز ان ادية الحر ؟ أ وال كيلةات رماز  فإلا   وجد رماز بادية حر  ن  لافل
 

 عةقط  النماذج الاحتمالية للمصادر الم   4.2

د هننذه أحنن لارعننت بننا نننننننننننننننت،نندامز بنناديننة حر  لأل مجةوعننة أ وال كيلةننات ترمي  دقس متاججننة كيرافننت. متى رمنناألانن   وجنند  آلافنناا  مهر 
 هو اودد نرم  الم ننننندر المرمَّ   المتوعسولماذا  كون عدد ان تات  log Mمن  أعل نرم  الم ننننندر المرمَّ   المتوعس كون عدد ان تات ؟ متى انرمازات

 أهمية؟كيثر أ
 ,10 ,0}ز ان ادية الحر  رماكيلةات مجةوعة   M = 4جابة عل  انبنننننؤال بدون وجود نموذج احتةال نلة ننننندر. كيةثال  نتكن الإلا  كن 

 :رم  الم ننندر ذا كيالات احتةالاتإنكن و  اا كيان احتةال ورود رموز الم ننندر متبننناو   إذا log M = 2 < 2.25 انيول المتوعس ولها {111 ,110
 .5 > 1.75  كون انيول المتوعس {1/8 ,1/8 ,1/4 ,1/2}

محاونة انننننننن ط ر ننننننننايل  سفعل   نننننننن يل المثال  ن در  .أكيثر تعقيداا  إح نننننننناييةتكون الم ننننننننادر المتقيعة في انتي يقات انعةلية ذات   يعة 
كيةا أن الأحرف   .zو xو qأكيثر  رات من الأحرف  oو eانكتولاية. في ان ص الإلاكلي ل ان ةوذجي تتكرر بعير الأحرف من ع يل حرف 

. وأ ضنناا بعير تبننلبننل الأحرف هو  u تُ س عان اا بالحرف  q  والحرف tعان اا ما  بنن ق  الحرف  hنيبننت مبننتقلةة فعل   نن يل المثال الحرف 
كيلةات  بي ةا تبنننننلبنننننل آخر لاة وذن  الأخير ن  احتةال عر ت من ان نننننفر )إذا كيان ان ص إلاكلي  ة صنننننجيجة(. عل  المدى الأبعد  فإن 

 نلإلاكلي  ة اوابط عواعد ة ودلانية  كيةا وتوجد اوابط أكيثر عل  انر ايل الإنكتولاية المتعدد . 

هي  أغا أكيثر فايد  ت ذَّ المقاربة ان د لة  وان  إن عن نماذج احتةانية دعيقة نلة ننننننننننادر المتقيعة نيل عةليا. ن ان جث   دو وااننننننننننجاا أ
ي كييفية انتعةي  إظهار ننننادر  كن مثل هذه الم. بعد درا ننننة ببننننيطذات نموذج احتةالي  ”toy“ انلع ةعةلية ت دأ  جاونة فهي ترمي  م ننننادر 

  إ  أن لاتةكن من فهي الم نننننننننادر الحقيقية حتى بدون نماذج عشنننننننننوايية جيد .  عتبر هذا مثالاا جيداا يةعل  م نننننننننادر ذات ب ية أكيثر عةوم
 لمب نة تؤدل فيها معاتة ان ةاذج ان بيية ور ا عير انواععية إ  لاتايج جيد  في ان ها ة. 

 ر .انذاكي ةعد  ةدر المقيعا المبشيء من انتف يل  انلع ة انذل   در  م در  بة  لاوع 
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  عديمة الذاكرةالالمصادر المقطعة  1.4.2

 بالخ ايص انتانية: (DMS) تعرف الم ادر المتقيعة عد ة انذاكير 
 تقا  من انرموز انعشنننننوايية  3X, 2X, 1X,... , عير م تهية كون خرج الم ننننندر  نننننلبنننننلة • 

ُ
  تدع  Ma, ..., 2a, 1a= { { من مجةوعة م تهيةالم

 .الم در أاد ة
}0 ja(Xp)}: M(aXp), ..., 2a(Xp), 1a(Xp < ( pmf)) لافبننننن  با نننننت،دام تابس كيتلة الاحتةال   من 2X, 1X,... , اختيار خرج الم ننننندر  تيّ • 

M < j <where 1    إذ نيل من  نن ت نت، ننيص كيلةة رماز نرم  ذل احتةال صننفر ونيل من  نن ت ن ةذجة م نندر مقيَّس اتول عل
 رموز مبتجيلة.

 .kX, ..., 1X–1 ةانبابق لم،رجاتعن اإح ايياا مبتقل  kX الم در كون خرج • 

 يةا عدا أغا  كن أنفبالمتجولات انعشوايية  أش  . هذه انرموز بانرموز انعشواييةخرج الم در  منتدع  انرموز الم،تار  بشكل عشوايي 
تةالات كيتابة( باح  كيةتجول عشننننننننننننننوايي   خذ انقيي )لاقش   ادل عل  لاتيجة رمي عيعة لاقود  فيةكن نمذجتهت Xعدد ة. نيكن  اا ت خذ عية

بذ  اييالإح ننننننعير عددل فإلا  من عير المفيد انتكلي عن انقيةة المتوععة. إن الا ننننننتقمل  اا عشننننننوايي اا رم   X تلا  إذا كيالاأمتبنننننناو ة. لاحظ 
مبننتقل عن الأحداث الموافقة نقيي انرموز  وهو أل ع  ننر من  iXأل أن الحدث   نلةتجولات انعشننواييةانذل نرموز انعشننوايية هو لافبنن  ا

 انعشوايية الأخرى.
ختيار المتجول انعشنننننوايي ا لا   تيّ أ ألبذ انرموز انعشنننننوايية الم،تلفة   الإح ننننناييةتشنننننير كيلةة عدا انذاكير  في انتعر ف إ  الا نننننتقمنية 

 يابس.موزعة بشننننننننكل متمبننننننننتقلة و   تكون  ننننننننلبننننننننلة رموز الم نننننننندر أخرىبدون معرفة كييفية اختيار انرموز انعشننننننننوايية انبننننننننابقة. بكلةات 
independent and identically distributed (iid).12 

 انعشوايية لا ف م تهية من انرموز iidانذاكير  هي  م ل  ةعد انالم ادر إن كي،مصة  
, ...3X, 2X, 1X 

 وندى كيل ع  ر احتةال موجت.   خوذ من مجةوعة م هيةكيل م ها م
وكيذن   عتبر تبنننننلبنننننل  نننننجت انرموز )مس انت د ل( في نع ة  .DMSهي مثال عن  ةالمبنننننتقل عيعة ان قود رميعةليات  نننننلبنننننلة تعتبر  

 مثالاا آخر. إن انب ت في درا ة هذه الم ادر أغا تقدم أدوات ندرا ة م ادر أكيثر واععية. Scrabble كرابل 
 

 البادئة الحرة رمازاتل  �̅� أصغر 5.2

ذاكير  س عدا انر . من أجل م ننننندر مقيَّ الح ادية ان رمازاتز ممك ة نتشنننننكيل رمامتاججة كيرافت أل مجةوعة من أ وال كيلةات انددد 
DMS انيول  علج. أل لار د اا أصنننننن ر  المتوعس نرماز ان ادية الحر يول ان علت هاما ننننننت،دةكن از المرماكيلةات ان  أ وال  لار د دد د مجةوعة

 .أص ر اا  المتوعس واوقس لمتاججة كيرافت
 X(L( لاعرف رماز بادية حر .)محققة لمتاججة كيرافت( نتمي  كيل رم  إ  كيلةة  l)Ma(l), ..., 1a( مجةوعة أ والألا  يّخ اختيار ن فتض 

 من أجل ترمي  معي :  Lتعي  انقيةة المتوععة نن  نرم  م در مختار عشواييا. رمازكيةتجول عشوايي  ثل  ول كيلةة   (نمخت ار L أو)
�̅� = E[𝐿] =∑𝑙(𝑎𝑗)𝑝𝑋(𝑎𝑗)

𝑀

𝑗=1

 

 ز ان  دقس متاججة كيرافت.رماكيلةات ان  أ والعل  كيل مجةوعات  �̅� أص ر عيةة نن �̅�min إعادلار د 
2X, 1X= ( X ,... , انبابس نتمي  كيتلة  و لة رمازعدد ان تات ان اتج عن ا ت،دام انإن . الأهمية  واح لماذا لها هذه   �̅�min إعادع ل 

)nX من انرموز هو )nX(L) + ... + 2X) + L(1X= L( nS.   مجةوعثل وهو n  متجول عشنننننننننننننننواييiid   انذل   انك ير  الأعدادعالاون  دل و
. 1جدا من  باحتةال عر ت �̅� منعدد ان تات في انرم  في هذه انكتلة انيو لة  عر ت جدا وهو   n/nS أن   عل 1.7.2 اعش في المقيس  نننني

اه اعاد إن هذا  دفس باتج )عدد ان تات في انرم ( وانذل تخرج ب  ان تات من مرم  الم نننننندر. هو بشننننننكل جوهرل المعدَل �̅�  أخرىبكلةات 
                                                           

 . جب أن نم ز ب ن تعب   انعدام ا ذاك ة مع أي تعب   لا احتما ي في نظ    ا نظم 12 
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�̅�min .وفيةا بعد إعاد رمازات دُقس الحد لأدنى 
 اا رم   M . هذه المب نة تشةل فقط احتةالات انننننننننن=  M بقياس Ma, ..., 1a= { { أاد ةوجود  إنع ل ان وص أكيثر  لا بط انفكر . 

. فيكون Ml, ..., 1l زرما  و ول كيلةات انMp, ..., 1p وتكون احتةالات انرموز   ,... ,M{1, 2{ نتكون الأاد ة.  كن تعر ف أسماءهاونيل 
 انيول المتوعس نلتمي :

�̅� = ∑𝑙𝑗  𝑝𝑗

𝑀

𝑗=1

 

وان  دقس متاججة   Ml, ..., 1l ان نننننجيجة الأعدادذات  الأ والعل  كيل مجةوعات  �̅� هي ت ننننن ير �̅�min إعادمبننننن نة تعُتبر   ر اانننننياا 
 كيرافت.

�̅�min = min
𝑙1,…,𝑙𝑀:∑𝑗2

−𝑙𝑗 ≤ 1
{∑𝑝𝑗  𝑙𝑗

𝑀

𝑗=1

} 
(3.2) 

 

 رىصغال �̅� من أجلحل لاغرانج المضاعف  1.5.2

 ببنننط بحيث لا عيودأمبننن نة  ن درس  هذه المتجولات. م ديياا إ  عيود عل   Ml, ..., 1l متجول Mعل   (3.2)انت ننن ير في تخضنننس عةلية 
jl–2j >  وان  دقس المتاججة Ml, ..., 1l عل  كيل انقيي الحقيقة jljpj . فتكون المبننانة ان بننيية ع ار  عن ت نن يرjl صننجيجة عل أعداد 

 .اا(صجيجعدداا  )نيبت �̅�minتجة ا انقيةة ان  رى ان. تدع  1
�̅�min(noninteger) صنننجيجة  فإلا  من انواانننح أن اا عية في عةلية انت ننن ير هذه تتضنننةّن  والباعت ار انقيي المبنننةوحة نلأ ≤ �̅�min .

 .�̅�min اج الحد الأص را ت ت بحيث تمتد فايدلا إ  أكيثر مننة   عن المب أونيةلامر    ي وّد انذل لا  تضةَّن عيةاا صجيجةانت  ير هذا 
 إحدى   والا  ت قصانقيود بانتباولجدث ع دما تتجقس ت  jl–2j > 1 نلةتاججة وفقاا  jljpjانقيةة ان  رى ننننننننننننننننن  أولاا أنلاحظ 

 . jl–2j 1 =إ  الحد الأدنى وفس   jljpjدون مخانفة انقيود. وبانتالي فالمب نة هي ت  ير   jljpj  مما   قص عيةة jl عيي
  مقيد بتابس احدو  ت نن ير تابسعةلية ا ننت دال  فيانفكر  تكةن با ننت،دام مضنناعفات لاعرالاج. عاد   كن حل هذا ان وع من المبننايل 

 عل : انت  ير في هذه الحانة رلنلتابعذ. وع خيية نتكيي ةت  ير عةلية   بآخر
∑𝑝𝑗𝑙𝑗 +  𝜆∑2−𝑙𝑗

𝑗𝑗

 (4.2) 

بحيث  كون الاختيار   اختيار  تيّ  (ةمضاعفة لاعرالاج  بةت) كيل خيار نننننننننننننن   لأجل انعمعةن ت  ير يةكف  هذه انير قة نججتإذا 
 الأصلية د  المقيَّ  الأمثلةر   ّ  ُ  Ml, ..., 1l . هذا الاختيار نننننن+jljpj هي (4.2نلعمعة ) عيةة انت  يرإن قس انقيود. اُ  Ml, ..., 1l الأمثل نننننن

𝑙1 إذ لأجل أل
′ , … , 𝑙𝑀

𝑗2∑ قس انقيددُ  ′
−𝑙𝑗
′

= 𝑗𝑝𝑗𝑙𝑗∑( 4.2في انعمعة )ي نن ح انتكييت    نن1
′ + 𝜆  بنناول  أوأكيبر وانذل عت أن  كون 

+jljpj. 
 ف ج ل عل : مباو اا نل فر. jlبان ب ة نن المشتس  علاب با ة  (4.2) 13ت  يرمحاونة لابتييس 

𝑝𝑗 − 𝜆(In2)2
−𝑙𝑗 = 0;       1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑀 (5.2) 

𝑙𝑗−2 وم ننن  = 𝑝𝑗/(𝜆 In2)  و نننا أن ∑𝑗𝑝𝑗 = 𝑗2∑ حتى  تجقس  = 1/In 2 تكونفيجنننت أن   1
−𝑙𝑗 = 𝑙𝑗−2 . وبنننانتنننالي1 = 𝑝𝑗   أو

𝑙𝑗 = −log 𝑝𝑗 .نجد (3.2) بتعو ير هذا الحل بن. وكيةا  يمهر فيةا بعد ان هذه ان قان  تجقس الأص ر ة 

�̅�min(noninteger) = −∑𝑝𝑗  log 𝑝𝑗

𝑀

𝑗=1

 
(6.2) 

                                                           
ه ذتب ن متى تعمل ط  ق  مضاعف  لاغ انج ومتى  مكن حلها ببساط  بإ جاد نقط  ثابت . ان ا مسأ   ا حا    بس ط  جداً بح ث لا نحتاج إ ى ه ثم   واعد مع وف  ج داً  13 

 .الآ   
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 :X[H[ا عل  انشكل . و رم  لهXنن  14الالاتوبية (6.2) من المعادنة  نانيرف الأتُبة  انكةية في 
H[𝑋] = −∑𝑝𝑗  log 𝑝𝑗

𝑗

 

نكل  jplog –=  jlهذا الحد ع دما غ ننننل عل  ر  و الح ادية ان نرمازات �̅� نليول انو ننننيي الأدنىهي الحد  H[X] الالاتوبيةف  باخت ننننار
j ّتجقس فقط ع دما  كون أن كن و   بتجاهل انقيد ان ننننننجيح داشننننننتقاق الح . يخ  jplog – اا نكل صننننننجيج اا عددj .كيل  إذا كيان أل jp  هو

 .2عو  نن 
 

 �̅� الانتروبية لـحدود  2.5.2

نقيةة الأمثلَة الآلافة المعتةد  عل  اصننننجة  ؤ ننننل وال. ان مر ة انتانية تعل  الأعيد صننننجيح  أصنننن ر اا بوجود �̅� جعلبانعود  إ  مبننننانة 
 .�̅�min نن الأعل وت ود الحد ة   جيجانعير 

 ر أصننننن �̅�min . ونيكنMp, ..., 1p باحتةالات اا مقيع اا عشنننننوايي اا رم   Xكن تن البادئة الحرة(. لرمازاتالانتروبية حدود ) 1.5.2النظرية 
 . وم  :X ان ادية الحر  نن رمازات كيافةعل    رماز ول متوعس نكلةة 

H[𝑋] ≤ �̅�min < H[𝑋] + 1     bit/symbol (7.2) 

�̅�min كيةا أن = H[𝑋]   كيالات الاحتةالاتإذا وفقط إذا jp  2هي عوى صجيجة نن. 
H[𝑋]  إن إق ات  تيّ  أولاا  البرها : ≤ �̅� ان ادية الحر . نتكن رمازاتبان بننننننننننننننن ة تةيس Ml, ..., 1l ز بادية حر نرما رمازكيلةات   أ وال 

 كون:ع دها  . اعت ا ي

H[𝑋] − 𝐿 =∑𝑝𝑗  log
1

𝑝𝑗
−∑𝑝𝑗𝑙𝑗 =∑𝑝𝑗  log

2−𝑙𝑗

𝑝𝑗

𝑀

𝑗=1

𝑀

𝑗=1

𝑀

𝑗=1

 
(8.2) 

 .𝑙𝑗−2ن ب –jl ا ت دال حيث يخّ 
المبننناوا   أن. لاحظ (7.2)ة في انشنننكل  ي   والم u)(e(log  < ulog – (1 و بشنننكل مكافئأ  u < uIn – 1 فيد المتاججة الم ننن بنننت،دم 

 .u = 1 تتجقس ع د ان قية

 
 .u 1=، ا مت اجح  تحقق ا مساواة عند  u < uIn – 1 ا مت اجح  :7.2الشكل 

 :نجد (8.2) المتاججة فيبت د ل هذه 

H[𝑋] − �̅� ≤ (log 𝑒)∑𝑝𝑗

𝑀

𝑗=1

(
2−𝑙𝑗

𝑝𝑗
− 1) = (log 𝑒)(∑2−𝑙𝑗

𝑀

𝑗=1

−∑𝑝𝑗

𝑀

𝑗=1

) ≤ 0 
(9.2) 

 إلا تماماا  الأكيبردقس عمعة  (9.2) المتاججة في .(7.2)هذا     انيرف انيبننننارل من  jpj 1 =ا ننننت،دام متاججة كيرافت و حيث يخّ 

                                                           
. وبنفس pmfهي تابع عددي  ل مز ا عشواأي متضمن   X[H[. إن الانت وب   pmfهي  مز عشواأي وتحمل معها كل الأحمال، بما ف ها تابع كتل  الاحتمال  Xلاحظ أن  14 

الآنف ذك ه هو شعاع  L(X)وبشكل واضه فإن هي   م متو ع  لأشع  عشواأ   مع َّن .  E[L]و H[X]إن كلا من . Lهي تابع عددي  لشعاع ا عشواأي  E[L]ا ط  ق  تكون 
𝒳  مثل l(x)عشواأي؛  هو  عتمد على تابع  → ℝ   و أخذ   م  ا ع نl(x)  كاف  نقاط ا ع ن  بح ث X = x. 
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𝑙𝑗/𝑝𝑗−2 ع دما = 1, or 𝑙𝑗 = −log 𝑝𝑗   كيل عيي   جلأمنjl.  ومن أجلjl  ذا كيانإالمباوا  اذا وفقط هذه صجيح تتجقس jp  عو  صجيجة
 .(6.2)انعمعة بدون عيود صجيجة. وم   تتجقس  (3.2) ُ   ر (5.2)  هذا ععل jl من أجل عيي حقيقية نن .j جل كيلأمن  2نن 

�̅� ز بادية حر  مسرماألا  إذا وجد    ذّ لإكيةال انبرهان    < H[𝑋] +  ز نتجقس:رماكيلةات ان  أ والاختيار  .  تيّ 1
𝑙𝑗 = ⌈−log 𝑝𝑗⌉ 

 . وبهذا الاختيار  كون:u باول  أوعل  أص ر عدد صجيح أكيبر  u ن انتبقيف  دلإحيث 
−log 𝑝𝑗 ≤ 𝑙𝑗 < −log 𝑝𝑗 + 1 (10.2) 

𝑙𝑗−2  كافئ (10.2)ن انيرف انيبارل من أ ا  ≤ 𝑝𝑗:فإلا  وفس متاججة كيرافت  كون   
∑2−𝑙𝑗

𝑗

≤∑𝑝𝑗 = 1

𝑗

 

 بن  الأعل من  اا ز محدودرما   كون  ول انكلةة لهذا ان(10.2). من انيرف انيةي  في ألافاا ز بادية حر  بالأ وال المقتحة رماوم    وجد 
�̅� = ∑𝑝𝑗𝑙𝑗

𝑗

<∑𝑝𝑗
𝑗

(−log 𝑝𝑗 + 1) = H[𝑋] + 1 

�̅�min أنو ا  ≤ �̅�و  �̅�min < H[𝑋] +  هذا  كةل انبرهان. فإن 1
 عت أن jp جل رم  الم ننندر باحتةالأز من رمامثل نكلةة انيول الأأن  (6.2)وانت ننن ير عير ان نننجيح في  أعمه قت  كيل من انبرهان 

  نكن – 1plog 20 = فإن 1p  20–2–= 1 2p 2 =–20و M 2 =ذا كيان إبحد ذات   لألا  كيةثال   هذا نيل صنننننننننننننجيجاا . – jplog  كون تقر  اا 
– عدد صجيح ننننننننن تقر تبحيث  كون  il اختيار ذا يخّ إلا  إ مهر  الإق ات الآلافمن  الأخيرات ء  فإنحال   أ ة. عل  1l 1 = انيول الامثل

iplog فإن   �̅� ت،تلف بالأكيثر بت واحد عن  ]X[H. 
 

ثلىمصدر ال لرمازاتخوارزمية هوفمان  3.5.2  الم 

وعد  – jplog نز نتكون عر  ة مرماكيلةات ان  أ واللاختيار  الإرشنناد ةن مر ة المعلومات  يخ اعتا  عدد من الخوارزميات  الأو  الأ امفي 
 أمثلي مبنننننننننننانة  أغا.  ا الأ ام. كيالات خوارزمية حد نننننننننننية في تل  1948عام  إرشننننننننننناد ةاعت  كيل من كيلود شنننننننننننالاون وروبرت فالاو خوارزمية 

بادية حر   رمازات ر قة ببننيية جدا وخوارزمية م اشننر  لإلاشنناء  [13] هوفةان ديصننجيجة   ننيكون الحال المثالي صننعت. ونذن  أبدع د ف
 .MITفي مقانة في مخبر لامر ة المعلومات في معهد  1950(.  ور هوفةان الخوارزمية عام �̅� ص رل مثاليأ) ول  مثل 

ية ني   تمي  انث ايخدعة هوفةان  كيةا تعرف انيوم  كيالات لجانتفكير خارج ان ننننننننننننننن دوقلج. أهمل متاججة كيرافت  ولامر إ  شنننننننننننننننجر  ان
ز رماعود ة ن  اء  يةإجراي إ تقود  أغاخ نننايص عت عل  ترمي  ان ادية الحر  امتمكيها. بعد ا نننتكشننناف بعير الخ نننايص ان بنننيية  أدرك 

  مثلي.أ

 
 بعض ا  مازا/ ا مثا    ا بس ط . : 8.2الشكل
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خوارزمية  ت ننن حبعد دد د هذه الخ نننايص بدعة  و . ثل الم رمازاتبعير خ نننايص المفتا  نل (8.2)  بنننيية في انشنننكلان تعرض الأمثلة
 تعلكيلةا   لأ و ز انرماكيلةة كيلةا كيالات  ثمث كيانتالي:  ان انكلةات  كن تعةيي خ نننننايص انيول في مثال هوفةان واانننننجة إ  حد كي ير.

 وبدعة أكيثر: .نرم ااحتةانية 
𝑝𝑗 إذا كيان انتانية: الخاصية ثل الم رمازاتلن :1.5.2معضلة  < 𝑝𝑖 فإن 𝑙𝑗 ≥ 𝑙𝑖 
𝑝𝑗 انرمازلا  ندى أل أن فتض انعكل  البرها : < 𝑝𝑖 و𝑙𝑗 < 𝑙𝑖  وم    تضنننننننننننننننةن �̅� :انتالي jljp+  ilip  عابلتذ  ناانكلةت إذا كيالات

   فإن اتةس  ي قص:ilو jl ت د ل أل  كن نلت د ل 
(𝑝𝑖𝑙𝑖 + 𝑝𝑗𝑙𝑗) − (𝑝𝑖𝑙𝑗 + 𝑝𝑗𝑙𝑖) = (𝑝𝑖 − 𝑝𝑗)(𝑙𝑖 − 𝑙𝑗) > 0 

𝑝𝑗  تل  رماز ف ل  نذن  �̅� ت قصوم    < 𝑝𝑖 و𝑙𝑗 < 𝑙𝑖 .عير مثالي 
 كون كيانتالي:ت الأمثل زرماخاصية ببيية نل

 كياملة.  رماز المرافقةشجر  ان أنخاصية  ل ان ادية الحر  المثرمازات تل  تم :2.5.2المعضلة 
 (.3.2و 2.2)الامر انشكل رماز  ول كيلةة ان  كن ع دها تخفيير  إذا كيالات انشجر  لااع ة البرها :

ز انكاملة إما كيلةة مار تكون ان بنننت في شنننجر  ان فقط. الأخيرز بالخالاة رماان  تختلف عن كيلةة ان الإق الايةاوارف  ب غا ان بنننتلاعرف 
 ز أو عقد  و يية في انشجر .رما

  يه زانرمالابننننت كيلةة  تكون  الأ ولز رمامن اجل كيل من كيلةات ان  خاصننننية ألا ل ان ادية الحر  المث اتز رماتل  تم :3.5.2المعضااالة 
 .أخرىز  و لة رماكيلةة 

ر  كون عقد  و نننننيية في انشنننننجت أنلا  كن  اغأ. و ا أ ول رمازبادية نكلةة  الأ ولز رماكون لابنننننت كيلةة انت أنلا  كن  البرها :
 ز.رماكيلةة   يفه

 .Mp >...  > 2p > 1pبحيث تكون ومرت ة  الأاد ةفي  اا رم   =  M أننلبهونة   كن افتاض 

كيلةات   في  Xز بادية حر  مثالي نن رما. فإلا   وجد Mp >...  > 2p > 1p رم  عشوايي بتابس كيتلة احتةانية اقس Xنيكن  :4.5.2المعضلة 
 ز.رماعمةي في انأوند    ول   لابت Mو  M–1ز ننرماان

جل  أمن  jp<  Mp   ونذن   تي اعت ار أحدها مثالي. إذا كيان15بتبننننننننناو   دقس متاججة كيرافت رمازات وجد عدد محدود من ان البرها :
 ن تكونأ  وم   عت M<  j من أجل jp=  Mp بيول اعمةي. إذا كيان Ml وتكون j  نكل jl > Ml إلا  2.5.1من المعضنننلة  نجد  M<  jكيل 

jl  عمةي من أجل أبيولj   و إذاالأعلواحد  عل . Ml  فيةكن انت د ل بذأعمةيةنيبننننننننننت   )k(𝒞 و)M(𝒞  بدون اننننننننننياع المثانية  بعدها
 كن انت د ل  أعمه. وحبت الم اعشة انبابقة أعمةية kl في هذا انتمي  المثالي   تكون M(𝒞( لابت نننن 𝒞)k( . إذا كيالاتاعمةي  Ml ت  ح

 بدون اياع المثانية. 𝒞(k) و 𝒞(M – 1) بذ
وددهما نيكولاا لاب ذ نشجر  انتمي  عير  .M – 1و M احتةانية  خ وصاا  الأعلز مثالي بدأ بانرم  ن رماتختار خوارزمية هوفةان شجر  

 . كييف  تي اختيار بقية انشجر ؟1 أو 0عروفة بعد. لا فارق من الاتهاء ان بت بن الم
رم   M–2 ورعة لأول M–2ورعة   نننيكون ه اك  M–1ن دتول انشنننجر  عل  أإذا يخ حذف زوج ان بنننت انبنننابس من انشنننجر   فيجت 

𝑝𝑀−1 ب نل بت اوذوف.  تي أس الاحتةاللأصلي  وانعقد  اأ
ورعة   M–1هذه انشجر  بننننننننن   ُ مر إ . Mp+  1–Mp مس انورعة اتد د  كيننننننننن ′

𝑝𝑀−1رم  أصلي و M–2نننننننننننن  Mp, ..., 1p–2 كينننننننننننعل معيا   أمس مجةوعة احتةالات  'X مُخفَّيررم  عشوايي ن رمازغا أكيةا نو 
 جل انرم أمن  ′

M–1 .اتد د 
ان بت ا     وو تيعيي'X مثلي ننننأ رمازبإلاشاء X  نننن أمثلي رمازلا   كن تونيد أ.  يمهر 'X مثالي نننن رماز إلاشاءلإكيةال الخوارزمية   تي 

                                                           
 .ذ ك  من   غب هذه الأش اء 10.2 ب هن ا تم  ن  15 
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. M–1  مثالي بنننننننن رمازرم  بإلاشاء M  بننننننننمثلي أ رمازعل  افتاض هذه الحقيقة نلجمة   تي ا ت دال مبانة الاشاء  .M–1انورعة الموافقة نلرم  
 .اا جواا الأمثل انرماز كون في   إق انيرم  عشوايي. وما إ  ذن  نلوصول إ  رم   M–1جرايية عل  لإو كن تخفيير ااافي بتي يس لافل ا

. {0.1 ,0.15 ,0.15 ,0.2 ,0.4}باحتةالات  Xجرايية.   دأ برم  عشننوايي كيامل الإ  11.2  إ 9.2 من ننيواننح المثال انتالي في الاشننكال 
 .(11.2)و (10.2). انت،فيضات المتتانية تمهر في انشكلذ (9.2)في انشكل  'X و وند انرم  انعشوايي

 
 .Xمن  'Xا خطوة الأو ى في خوا زم   هوفمان، ا جاد  :9.2الشكل 

 .آخر با ت،دام مجةوعة اخرى من الاحتةالات تقود عةوعة ا وال كيلةات مختلفة مثالا (12.2) انشكل عيي 

 
 'Xمن  ''X ا جاد :10.2الشكل 

 
  ماز هوفمان ا كامل :11.2الشكل 

. Xنننن  امثاني از رما ُ تج  'Xننن ز المثالي الم،فّير نرمان انبيان أهو   مثل رمازات تُ شيءخوارزمية هوفةان  أنظهار لإانشيء انوحيد المت قي 
 .(12.2)في انشكل  X الموافس نن 'X ز ننرماوانذل  مهر شجر  ان (13.2)اعتبر انشكل 

 
 ت م ز هوفمان ا كامل  مجموع  احتمالا/ مختلف . :12.2الشكل 
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ويخ ت د لهةا بكلةة ترمي   (12.2)في انشنننننننننننننننكل  3  نكل م هةا  ول 𝒞(5)و 𝒞(4)  تلفان في (12.3)و (13.2)لاحظ ان انشنننننننننننننننكلذ 
. وم    كون انيول المتوعس نكلةة (12.2)انشنننكل . احتةال انرم  اتد د هو مجةوع اجتةالي انرم  ن في (13.2) في انشنننكل 2جد د  بيول 

من انعقد  تمتل  بت واحد أكيثر  𝒞(F)و 𝒞(4) . ذن   ع  أن5p+  4p مضنننننننافاا  (13.2)انشنننننننكل هو لافبننننننن  في  (12.2) انشنننننننكل انتمي  في
 .الأب

 
 .12.2 ت م ز هوفمان ا كامل ا مخفض من أجل ا شكل :13.2 الشكل

إ  ان بت من  'X في انتمي  𝒞(M–1) الموافس نننننننننننننننن انتمي  الموند من تمد د �̅� وانيول 'X ترمي  لأل ′�̅� بشكل عام  مقارلاة انيول المتوعس
  كون: أل  M–1و Mأجل 

�̅� = �̅�′ + 𝑝𝑀−1 + 𝑝𝑀 

عل   اا واحد اا مثاني اا لابنننننننت )وان  دتول ترمي  𝒞(M–1) و 𝒞(M) وان  تكون فيها X ننننننننننننننننننننننن انرمازاتجل كيل أهذه انعمعة صنننننننجيجة من 
�̅�minأن  . و مهر ′�̅� موافس نت،فيير �̅� تخفيير أن(.  ث ننت ذننن  الأعننل = �̅�min

′ + 𝑝𝑀−1 + 𝑝𝑀    مثننانيننة خوارزميننة  إق ننات كةننل ذننن
 هوفةان.

H[𝑋] لحدود الالاتوبية إشنننننننننننننننار  أ ة اعيي ق الا نلةثانية أن لإلخوارزمية هوفةان ولا   كن لا  لاأومن ان ر ت  ≤  �̅�min < H[𝑋] + 1 
 داء.لأتقدم حدود ا والأخرىمثالي  رمازعاد إالالاتوبية خوارزمية هوفةان. أحدهما مفيد  في حدود وبشكل مشاب   لا تقت  

  {0.10 ,0.15 ,0.15 ,0.20 ,0.40} هي (11.2)   احتةالات الم ننننننننندر في انشنننننننننكل– jplog المثانية انتقر  ية الأ والكيةثال عل  مدى 
. وعل  ز المثالي تماماا رمانل {3 ,3 ,3 ,3 ,1} بت. وهذا  قارب الأ وال انتقر  ية {3.32 ,2.74 ,2.74 ,2.32 ,1.32} انقيي – jplog نذن    خذ

�̅�minبت بانرم   و H[X] = 2.15 الالاتوبية غو مشننننننننننننننناب  فإن = بت بانرم   وهذا عر ت نملاتوبية. مس ذن   من ان نننننننننننننننعت دد د  2.2
 المثانية  حتى في الحالات ان بيية  بدون الخوارزمية. الأ وال

 ,2.74 ,2.32 ,2.32 ,1.51} هي – jplog   انقيي ننننننننننننننن{0.10 ,0.15 ,0.20 ,0.20 ,0.35}   احتةالات الم در(12.2)كيةثال من انشكل 

 {,3 ,3 ,2 ,2 ,2}الأ وال . مس ذن    عيي ترمي  هوفةان (11.2) . لا  تلف هذا كيثيرا عن انشنننننننننننننننكلH[X] = 2.20   والالاتوبية{3.32
�̅� و ول و يي = �̅�  تل   ول و يي 11.2بت بانرم . )انتمي  في انشكل  2.25 = من اجل احتةالات الم در(. و يكون من  2.30

 ان عت انتكهن هذه الاايرابات دون ت فيذ الخوارزمية.
 

 ثابتة إلى متغيرة الطول والرمازاتالانتروبية 6.2 

 صف من أحرف الم در المتعاع ة. n تدرس الالاتوبية    د من انتفاصيل  نفهي أفضل لحدود الالاتوبية وفهي الالاتوبية نن 
ل همية هي كيوغا تمثأكيثر لأ. وتمتل  انعد د من الخ ايص الهامة. الخاصية اXنعشوايية رم  عشوايي  أ ا ياا  اعيا  H[X] الالاتوبيةتعُتبر 

 نن عرض و  الميلوب نربط  ننلبننلة رموز الم نندر ببننلبننلة من ان تات بير قة وحيد  ف  انتمي . الم نندر رم في  اتنل ت �̅� أصنن ر عدد متوعس
ت،راج  هذه الخاصية بتعةيي انرمازات المت ير  الأ وال الآلافة انذكير إ  رمازات ترُم  فيها رموز الم در المتعدد  مس بعضها. ونكن لابد من ا

 عد  خ ايص نلإلاتوبية.
 هي:  بن أاد ة X 16الالاتوبية نرم  عشوايي متقيس : إنتعر ف

                                                           
على   log 1/0 0 وبعدها تع  ف 0plog(1/p 0plim = ( إذا  غبنا بد اس   موز عشواأ   مقطَّع  ف ها  مز أو أكث  باحتمال  ساوي ا صف ،  مكننا استخدام ا ص غ  باعتبا  16 

 تأث   ا  موز ذا/ الاحتمال صف  في  ماز ا بادأ  ا ح ة ا متغ   ا طول. 18.2 وضه ا تم  ن  .(11.2)في ا علا    0أنه 
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H[𝑋] = ∑𝑝𝑋
𝑥∈𝜒

(𝑥)log
1

𝑝𝑋(𝑥)
= −∑𝑝𝑋

𝑥∈𝜒

(𝑥)log 𝑝𝑋(𝑥) 
(11.2) 

وحد  الالاتوبية ت نننننن ح   e نننننناس انلوعارتمي هو . إذا كيان الأبتيانرم وحد  الالاتوبية هي ت نننننن ح   2با ننننننت،دام انلوعاريخ بالأ نننننناس 
ب خذ  ylog = 2 yln = e y   وكيمهما   تج من e)/(log y= (log  yln( أو  ln  ylog) =y(ln 2)/( لااتيانرم . انتجو ل  ننننننننهل  فقط تذكير ان

 خر نلوعاريخ هو فقط ت ير رعةي بوحد  الالاتوبية عبر معامل تقييل. آ اس أانلوعاريخ. وم   ا ت،دام 

. نذن  كيةثال  لم،رجاتسماء اأ،تلفة  ونيل عل  الم Xرج الخعتةد عل  احتةالات ت Xلمتجول عشنننننننننننننوايي  H[X] لاحظ ان الالاتوبية
  عل  انتتيت هي لافبنننننننها الالاتوبية نرم  عشنننننننوايي 0.5  0.3  0.2الالاتوبية نرم  عشنننننننوايي   خذ انقيي أخضنننننننر  أزرق و أ ر باحتةالات 

 . 0.5  0.3  0.2  خذ انقيي أحد  اق ذ و أعة باحتةالات 
لشعاع ن . لاحظ أن الالاتوبية هي انقيةة المتوععةXعياس انعشوايية نننن  أل أغا  Xنننن  uncertaintyان ةوض  أ ضا H[X] تدع  الالاتوبية

 .log pmf rv وم   تكون الالاتوبية انقيةة المتوععة نن  /X(Xprv log(1(( 17انعشوايي
 بعير خ ايص الالاتوبية:

 ان تيجة كيةا فيتت س . /x(Xplog(1 ((< 0 ونذن   Xp)x (> 1 ذن  لأنو . X  0 > ]X[H تكون الالاتوبية أل رم  عشنننننننننننننننواييمن أجل  •
 .(11.2) انعمعة

 .or 1x(Xp 0 = ( اذا وفقط إذا كيان Xp)0x(Xp) log(1/x = (( نلأمحدد . وذن   Xوفقط إذا كيالات    إذاا X[H[ تكون• 

x  نكل M1/) = x(Xp . ذن  لألا  إذا كيانM= log  ]X[H هي Mعيا ننننها   متبنننناول الاحتةالات ب اد ة Xالالاتوبية نرم  عشننننوايي • 

:  وم . 

H[𝑋] = ∑
1

𝑀
𝑥∈𝜒

log 𝑀 = log 𝑀 

 .log M ن  عيةة قابتة  X(X plog –rv(انشعاع انعشوايي  في هذه الحانة   يكون
ع د تبنننناول فقط   وتتجقس المبنننناوا  Mlog  < ]X[H قسدُ   Mعيا ننننها   ف عل  أاد ةعرّ مُ  Xبشننننكل أعي  الالاتوبية نرم  عشننننوايي • 

 ن:أاحتةالات انرموز. ن رى ذن   لاحظ 
H[𝑋] − log 𝑀 = ∑𝑝𝑋

𝑥∈𝜒

(𝑥) [log
1

𝑝𝑋(𝑥)
− log 𝑀] =∑𝑝𝑋

𝑥∈𝜒

(𝑥) [𝑙𝑜𝑔
1

𝑀𝑝𝑋(𝑥)
] 

≤ (log 𝑒)∑𝑝𝑋
𝑥∈𝜒

(𝑥) [
1

𝑀𝑝𝑋(𝑥)
− 1] = 0 

المبننناوا   من انضنننرورل أن (. نتجقيس Xp)0x = ( فيها  كون )بعد حذف الحدود ان   u)(e< (log  ulog – (1 هذا  بنننت،دم المتاججةو 
 .  x نكل M) = 1/x(Xp  كون

H[X] ألفي حال تبننناول الاحتةالات  نلإلاتوبيةدث أعل  عيةة   دَ  المعرفة عل  أاد ةX كيةل،ص  كيل انرموز انعشنننوايية   = log 

Mلأ  . و ددث أص ر عيةة لها في حانة الحتةية H[X]  .ت هي مقياس نعشوايي X. هذا  دعي فكر  أن الالاتوبية نرم  عشوايي 0 = 
xyالأزواج هي مجةوعة كيل  XYعيي عي ات إن رم  عشننننننوايي آخر.   وجد Y  XYو X لأل زوج من انرموز انعشننننننوايية , x , y    

y, x(X( هي xyوعيي الاحتةالات نلعي ات  Yp خاصننننننننية مهةة نملاتوبية ألا  إذا كيان .X وY مبننننننننتقلذ فإن الالاتوبية +  ]X[H] = XY[H

H[Y]:ذن  لان   
H[𝑋𝑌] = −∑𝑝𝑋𝑌

𝜒×𝛾

(𝑥, 𝑦) log 𝑝𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) 

= − ∑ 𝑝𝑋
𝜒 × 𝛾

(𝑥) 𝑝𝑌(𝑦)(log 𝑝𝑋(𝑥) + log 𝑝𝑌(𝑦)) = H[𝑋] + H[𝑌] (12.2) 

                                                           
. إن ا كث   من الا تباك دعى هذا ا شعاع ا عشواأي عادة ا معلوما/ ا ذات  ، أو ا مفاجأ ، أو ا غموض. وهو  حمل بعضاً من معاني تلك ا مصطلحا/، و كن ذ ك سبب  17 

 .هنا ف د وضه ا م Log pmfاستخدام 
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س قيّ من م در مُ  iid خرج  ت س توز س متيابس مبتقل nموافقة نكتلة من  nX رم  عشوايي  الالاتوبية نرم  عشوايي nبتةد د ذن  نننننننننن 
 من ان تات. X[H[ . ذن   ع  أن كيل رم   ضيف عل  الاتوبية انكتلة مقدارH]X[Hn] = nX[ عدا انذاكير  هي

 
 متغيرة الطولالثابتة إلى ال الرمازات 1.6.2

. كيالات كيل كيتلة ترمي ها بعد ذن جرى  ارم   nمن  متعاع ة مؤنفة تقييس  لبلة انرموز من الم در إ  كيتل جرى 2.2انفقر  بانعود  إ  
 ةقابت اتز رما إلاشننننننننناء  ا ةكّ كي ير    نننننننننيُ   nأن جعل رأ  ا . الأحادلرم  ان كن ترمي ها كيةا في حانة  بانتاليبحد ذات   و  اا مقيع اا عشنننننننننوايي اا رم  

 ب كيبر عدر مرعوب.  log M من اعر   �̅�المرمَّ   نلة  س ن تات ا عدد افيه  كونانيول 

1X , من الم نننننننندر اا رم   nمن مؤنفة كتلة تكون الالاتوبية نمت ير انيول لم نننننننندر مقيس عدا انذاكير .  ترمي لافل المقاربة من أجل لا خذ 

nX, ..., 2X  هي]X[Hn] = nX[H . ل.  وفر ز بادية حر  مت ير انيو رماهذه انكتلة هي رم  عشوايي بحد ذات  و كن ترمي ها با ت،دام مثل
 رمَّ   تات المنل �̅� أن انعدد المتوعس   ذمت ير انيول.   إق الاية ل من رموز الم در ببم اصف nربط  من قابت إ  مت ير انيول  و  اا ز رماهذا 

 عدر المرعوب. H[X] من عر  ا كون  أن كن  الم در في رم 
. لاشير إ  انيول nX ان ادية الحر  المت ير انيول نننننننننننننننننز رماانيول المتوعس ن nX(L[E[( . نيكنوعل  غو مفاجئ هذه ان تيجة ببيية جداا 

 :(7.2) انعمعة ا ت،دامبو  .1.5.2ان مر ة  ع دها  كن تي يس. min)]nX(L[E بن nX ز بادية حر  ننرماالمتوعس الأص ر لأل 
H[𝑿𝑛] ≤ E[𝐿(𝑿𝑛)]min < H[𝑿𝑛] + 1 (13.2) 

�̅�min,𝑛 لاعرف =
E[𝐿(𝑿𝑛)]min

𝑛
 . منnX ان ادية الحر  نننننننننننننننننننننن رمازاتهو أصنننننن ر عدد من ان تات في رم  الم نننننندر عل  كيل  �̅�min,𝑛 أن أل ة

 :(13.2)انعمعة 
H[𝑋] ≤ �̅�min,𝑛 < H[𝑋] +

1

𝑛
 (14.2) 

 تؤ ل هذه ان تيجة ان بيية نل مر ة المهةة انتانية:
n  وأل عدد صجيح X[H[ الاتوبية ذلقيس عدا انذاكير  ل م در مُ أجل أمن  .)نظرية ترميز البادئة الحرة للمصدر( 1.6.2نظرية 

. عمو  عل  n+ 1/ ]X[H الأعلت كون عل   �̅� رم  الم ننندرنز متوعس رماصنننف ن   ول كيلةة  n   وجد ترمي  بادية حر  لم ننندر بنننننننننننننننننن < 1
 .H[X] من علأ �̅� ز متوعسرماان   تج  ول كيلةة  nحجي  ب لذن   لا  كن لأل ترمي  بادية حر  نكتل م در قابتة انيول 

 ننننندر انذل رم  الممن ان تات في  �̅� متوعس عددهو أصننننن ر  H[X] قيس عدا انذاكير :تعيي هذه ان مر ة أهمية كي ير  لالاتوبية م ننننندر مُ 
 ب ادية حر .ذات قابتة إ  مت ير  انيول رمازات ب د يل  كن 

  كون  ر  وانان ادية الح اتز رماف  انتمي  عير  ةحد او  رمازاتولاا  هل  كن اعاد أه اك لاوعان من الأ ننئلة اوتةلة عن أهمية لامر ة. 
 إ  مت ير  انيول؟ قابتة رمازاتبا ت،دام  �̅� ؟ قالاياا  هل  كن تخفييرH[X] أص ر من �̅�ا فيه

كل بننت،دم بشننن تَ أت ير  انيول المثابتة إ  ان رمازات  عت عل  ان0p  1 =– 10–6و 1p 10 =–6إق اني ثال  إذا كيان لم نندر عل   نن يل الم
إ  مت ير  قابتتمي  ن  عتبر مثالاا ترمي  تش يل انيول  وانذل إن من رموز الم در نكي تقتب من حدود الالاتوبية.   و ما  اا صف nملجو  

ترمي  هذه   ومن و  تي 1صفار الم در بذ كيل أ لبلة تمثل عدد  إ  در لأول مر  المرم   ُ هو غج أكيثر عقملاية في هذه الحانة:   انيول
 .23.2تق ية انتمي  هذه أكيثر في انتةر ن جرى تيو ر انبلبلة من الأعداد ان جيجة. 

 عل  كيل تق يات انتمي  وحيد  ف  انتمي . �̅� نن الأدنى  و  ذ أن الالاتوبية هي بانفعل الحد 1.6.2 قول المقيس انتالي ان مر ة 
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 ترميز المصدر اتونظري AEPخاصية التوزع المتساوي المتقارب  7.2

 مت يرات عشننننوايية  ننننل منمن أجل  ننننم weak law of large numbers (WLLN)انك ير   نلأعداد 18ولاا انقالاون انضننننعيفأ نننن راجس 
iidبتي يس . WLLN  عل   لبلة ج ييةiidصي ة ملجوظة نن خاصية انتوزع المتباول المتقارب        (AEP). 

  فإلا   وجد لجمجةوعة نمييةلج من nX, ..., 1X رم  عشننوايي مقيس n iidألا  من أجل  ننلبننلة محارف  و لة من  AEPونية  تقول أب ننور  
. لابد تقر  اا  X[Hn–2[  وكيل م ها ن  احتةال nمحرف نميي بيول  Hn2]X[ .  وجد عرابة1 غو الإأاليوان  احتةالها  )nx, ..., 1x( انعي ة محارف

 .لجغولج ه او لجتقر  اا لجن لاكون حذر ن حول مع  كيلةة أ
  أ نننا نننياا  افهة AEP تعيي ا

ُ
 الالاتوبية. ل  ية الاحتةانية لهذه الم نننادر ولمع ن أ ضننناانذاكير   بل  ةقيعة عد نيل فقط نتمي  الم نننادر الم

 صننننن رأمت ير  انيول لا تمل  بشنننننكل صنننننارم إ  ت ير  المرم ات ان  من مثل المانعامة لمرم ات الم ننننندر  الألاواعلماذا لا تمل   AEP  نننننت ذ ن ا
 ذاكير .ان ةان ادية الحر  نلة ادر المقيعة عد ذات انيول   لمت ير ا ة إ ثابتان انرمازات ول متوعس في رم  الم در من أفضل 

 
 عداد الكبيرة الضعيفلأقانون ا 1.7.2

𝜎𝑌و �̅� . ونيكنiidانننننننن  ة لبلة من المتجولات انعشوايي 2Y, 1Y,... , نيكن
𝐴𝑌 و يي انعي ةلاعرف . jY المتو ط وانتشتت نكل 2

𝑛 1 , ننننننننY

nY...,   :كيةا  لي 
𝐴𝑌
𝑛 =

𝑆𝑌
𝑛

𝑛
    where      𝑆𝑌

𝑛 = 𝑌1 +⋯+ 𝑌𝑛  

𝐴𝑌 و ننيي انعي ة
𝑛 هو متجول عشننوايي بحد ذات . بي ةا المتو ننط �̅�  ن نلةجةوعأحقيقي.  ا  عددهو 𝑆𝑌

𝑛 متو ننط 𝑛�̅� وتشننتت 𝑛𝜎𝑌
2  

𝐴𝑌  كون نو نننيي انعي ة
𝑛 متو نننط E[𝐴𝑌

𝑛] = �̅� وتشنننتت 𝜎𝐴𝑌
𝑛
𝑛 = 𝜎𝑆𝑌

𝑛
𝑛 /𝑛2 = 𝜎𝑌

2/𝑛 من المهي فهي أن انتشنننتت نلةجةوع   داد مس .n  ن أو
𝐴𝑌 )و ط انعي ة المبت مياعةوع 

𝑛 )مس   ت اعصn. 
𝜎𝑋 شنننننننف عل  ألا  إذا كيانتت ص متاججة تشننننننني ي

2 < Pr{|𝑋   فإلا Xلمتجول عشنننننننوايي  ∞ − �̅�| ≥ 𝜀} ≤ 𝜎𝑋
2/𝜀2 وذن  من أجل أل  

 > 0  بتي يس المتاججننة عل (. [24]و [2]أو أل لاص عن الاحتةننالات من ع يننل  3.2)الامر انتةر ن 𝐴𝑌
𝑛  من  الأببنننننننننننننننطت تج ان ننننننننننننننني ننة

WLLNلأل :  > 0 

Pr {|𝐴𝑌
𝑛 − �̅�| ≥ 𝜀} ≤

𝜎𝑌
2

𝑛ε2
 

(15.2) 

 :14.2هذا م ذ في انشكل 

 
. تحدد �̅� ،  قت ب تابع ا توز ع خطوة واحد   منnكلما زاد/  مختلف . n سم  تابع ا توز ع  وسطي ا ع ن  من أجل  :14.2الشكل 

�̅�  ا حدود ا عل ا  مقدا  ا ت اب  لخطوة ضمن (15.2) ا علا   ± ε 

 قابتة:  > 0 من أجل nن ان فر مس ازد اد م قتب  (15.2)ن انيرف انيةي  من أ ا 
lim
𝑛→∞

Pr {|𝐴𝑌
𝑛 − �̅�| ≥ 𝜀} = 0 (16.2) 

                                                           
نته    لأعداد ا كب  ة؛  كمن ا ف ق في أداء ا حد  سلسل  غ   م  وي انون  مغلوط ، إذ إن ا قانون هو أحد أكث  ا نتاأج فاأدة في نظ    ا معلوما/.  وجد أ ضاً  ضع فكلم   18 

 شأن هنا. ا ضع ف في بعض ا حالا/ ولا  طبق ا قانون ا قوي،  كن هذا أ ضا   س ذأهم   هنا. ح ث  طبق ا قانون ا امن الأشع  ا عشواأ  ،  كن هذا الاختلاف   س ذ
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𝐴𝑌 أن (16.2) ت ذكي ير     nمن أجل 
𝑛 − �̅�  .لا تقول أننك ها صننننننننننننننن ير  باحتةال كي ير 𝐴𝑌

𝑛 = �̅�  باحتةال كي ير )أو حتى باحتةال عير
Pr (|𝐴𝑌 نإصننننننننفرل(  ولا تقول 

𝑛 − �̅�| ≥ 𝜀) =  عير ان ننننننننفرل والاحتةال عير ان ننننننننفرل ميلوبان    كيل من(14.2) . كيةا هو ظاهر في0
 .nلا   كن جعلهةا ص ير ن عدر المرعوب ب  اد  أ  حتى نو ه ا

𝐴𝑌 كيةل،ص   كون و ننننننيي انعي ة
𝑛  ون  متو ننننننط اا عشننننننوايي متجولاا �̅�  مبننننننتقل عنnونكن ند   اغراف معيارل   𝜎𝑌/√𝑛  قتب من 

 .(16.2) أو (15.2)هو ب با ة خاصية انتكيي  والمذكيور  بدعة في  WLLNإ  انمغا ة. انن  nان فر ع دما تبع  
WLLN ي س بشننكل أكيثر عةومية من الحانة ان بننيية نننننننننننننننننن متجول عشننوايي  (16.2)  في صنني ة iid انوصنلة  (16.2). في الحقيقة  تقدم

لاحتةالات  كن ا نكل من ان ةوذج وانواعس  ونكن الم،رجاتالمركي  ة بذ ان ةوذج الاحتةالي وانماهر  الحقيقية المراد نمذجتها.  كن مراع ة 
عل  المتجول انعشنننننننننننوايي في ان ةوذج  وخاصنننننننننننية انتكيي  )إن وجدت( تي س عل  انماهر  انواععية  WLLNفقط نل ةوذج.  يُ س  إ ننننننننننن ادها

 الموافقة  وتقدم فجص أ ا ي فيةا إذا كيان ان ةوذج  توافس بشكل معقول مس انواعس.
 

 خاصية التوزع المتساوي المتقارب 2.7.2

عل   WLLNذه انرموز. تُي س ف  نننننلبنننننلة من المتجولات انعشنننننوايية كيتوابس لهانعشنننننوايية و عرِّ  iid  دأ هذا المقيس ببنننننلبنننننلة من انرموز 
 ار  إنيها  ابقاا.شلإا تالمتجولات انعشوايية  و تبةح بت  يف  م ل انعي ة من انرموز باغا نميية أو لا  و يؤدل إ  لاتايج تمّ 

من  x. من أجل كيل رم   x) > 0, x(Xp انعشننننننننوايية المقيعة بتابس كيتلة احتةانية مشننننننننتك iid ننننننننلبننننننننلة من انرموز  2X, 1X... , نيكن
kX  ع دما x(w( نيكون متجول عشنوايي   خذ انقيةة W)kX( في انبنلبنلة  لاعرف kX . من أجل كيلw)x(Xplog –)= x(   نيكنالأاد ة 

x=   2... ,( . ومX(W), 1X(W  هي  لبلة متجولات عشواييةiid :متقيعة ونكل م ها متو ط 
E[𝑊(𝑋𝑘)] = −∑𝑝𝑋

𝑥∈𝜒

(𝑥) log 𝑝𝑋(𝑥) = H[𝑋] (17.2) 

 .Xهي الالاتوبية نلرم  انعشوايي  H[X] نإحيث 
 .kX(W( هي متو ط kX والالاتوبية نن kX نن log pmf هو نوعاريخ تابس انكتلة الاحتةانية W)kX( المتجول انعشوايي

  2x=  2X, 1x=  1X ت تي من المراع ة  كيةثال  ذن  ألا  من أجل الحدث iidمن أجل رم  عشنننوايي  log pmf ننننننننننننننننننن أهمية الأكيثرالخاصنننية 
 :2X(W) + 1X(W(  كون الخرج نن

𝑤(𝑥1) + 𝑤(𝑥2) = −log 𝑝𝑋(𝑥1) + log 𝑝𝑋(𝑥2) = − log{𝑝𝑋1𝑝𝑋2(𝑥1 𝑥2)} (18.2) 

  تابس انكتلة الاحتةانية المشننننننننتك نرموز عشننننننننوايية مبننننننننتقلة هو جداء تابس انكتلة الاحتةانية الخاص بكل رم   ونذن  أخرىبكلةات 
 . نوعاريخ تابس انكتلة الاحتةانية المشتك هو أس انلوعاريخ نتابس انكتلة الاحتةانية الخاص نلرم 

  nx, ..., 1x= ( nx( حيث nx=  nX هو الحدث nX ) =nX, ..., 1X( رم  عشنننننوايي  nإ   نننننلبنننننلة محارف من  (18.9)لابنننننتييس تعةيي 
 هو: nX(W) + ... + 1X(W( وخرج اعةوع

∑ 𝑤
𝑛

𝑘=1
(𝑥𝑘) = −∑ log

𝑛

𝑘=1
𝑝𝑋(𝑥𝑘) = −log 𝑝𝑿𝑛(𝒙

𝑛) (19.2) 

 ونيكن: log pmf عل  و يي انعي ة نن WLLN تي يس الآن كن 
𝐴𝑊
𝑛 =

𝑊(𝑋1) + ⋯+𝑊(𝑋𝑛)

𝑛
=
−log 𝑝𝑿𝑛(𝑿

𝑛)

𝑛
 

(20.2) 

 .log pmf هو و يي انعي ة نن
   تج ان: (15.2)انعمعة من 

Pr(|𝐴𝑊
𝑛 − E[𝑊(𝑋)]| ≥ 𝜀) ≤

𝜎𝑊
2

𝑛𝜀2
 

(21.2) 

 :(21.2)في  (20.2)و (17.2) بتعو ير
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Pr (|
−log 𝑝𝑿𝑛(𝑿

𝑛)

𝑛
− H[𝑋]| ≥ 𝜀) ≤

𝜎𝑊
2

𝑛𝜀2
 

(22.2) 

𝑇𝜀 نكي لافبر هذه ان تيجة  لاعرف اعةوعة ان ةيية
𝑛 من أجل أل  > 0: 

𝑇𝜀
𝑛 = {𝒙𝑛: |

−log 𝑝𝑿𝑛(𝒙
𝑛)

𝑛
− H[𝑋]| < 𝜀} 

(23.2) 

𝑇𝜀 ذن  أن
𝑛  مجةوعة من محارف الم نندر بيولn وان  لها و ننيي عي ة نننننننننننننننننن log pmf هو لافبنن  المتو ننط H[X] (22.2). ت ص المعادنة 

𝑇𝜀 ونيبت في nعل  أن الاحتةال انكلي نكل انبم ل بيول 
𝑛  هي تقر  اا 𝜎𝑊

2 /(𝑛𝜀2):حيث . 

Pr(𝑿𝑛 ∈ 𝑇𝜀
𝑛) ≥ 1 −

𝜎𝑊
2

𝑛𝜀2
 

(24.2) 

𝑇𝜀    قتب الاحتةال انكلي ننننننننننننننننننننننننننnكيلةا زادت 
𝑛  ألمن انواحد من أجل  > 0ونذن  تكون   𝑇𝜀

𝑛  غا مجةوعة نميية من أمن المؤكيد
 .(15.2) م ل الم در وهذا مواَح في انشكل 

 
. ا مجموع  ا نمط   H،  قت ب تابع ا توز ع بخطوة وحدة من  n، بازد ادlog pmf  سااام  تابع ا توز ع  وساااطي ا ع ن  :15.2الشااكل 

 1. كما مع وض، احتما ه  تق ب من H   ب من  log pmf وا تي  بقى وسااااااااااااااطي ا ع ن  nهي مجموع  محا ف ا ع ن  بطول 
 إ ى ا لانها  . nعندما تسعى 

 بان ي ة انتالي: (23.2) بإعاد  كيتابة
𝑇𝜀
𝑛 = {𝒙𝑛: 𝑛(H[𝑋] − 𝜀 < −log 𝑝𝑿𝑥(𝒙

𝑛) < 𝑛(H[𝑋] + 𝜀)} 
 وانرفس إ  اس: –1بانضرب بن 

𝑇𝜀
𝑛 = {𝒙𝑛:   2−𝑛(H[𝑋]+𝜀 < 𝑝𝑿𝑛(𝒙

𝑛) < 2−𝑛(H[𝑋]−𝜀)} (25.2) 

𝑇𝜀 محرف في nدلانة بد هية أن انبننننننلبننننننلة من  (25.2) نلعمعة
𝑛  وهو لافل لاوع انتقر ت المبننننننت،دم ع د لها احتةالات متبنننننناو ة تقر  اا  

 ننننننل لأعداد ان نننننن ير  من الم يقي مقارلاة الأ  نكن لمثل هذه ا10عداد تختلف  عامل من رت ة لأهذه ا . 1001–10 10–1000 الحد ث عن أن
  ع د n  وان  ت ةو بشننننكل عير محدود مس n22 هو (25.2)في  الأدنىنلجد  الأعل من الارعام بحد ذالا. ب فل انير قة  لابنننن ة الحد  بدلاا 

1− أن  (23.2)قابتة. ومس ذن  كيةا لارى في 
𝑛
log 𝑝𝑿𝑛(𝒙

𝑛)  بننننننننننننناول تقر  اا  H[X] من أجل أيس 𝒙𝑛 ∈ 𝑇𝜀
𝑛ألا  لا  . هذه فكر  مهةة  كيةا

𝑇𝜀 محرف في n ضر الاعتقاد أن انبم ل من 
𝑛  متباو ة الاحتةالات. تكون تقر  اا 

𝑇𝜀 محرف من رموز الم ننننندر ت ف نننننل إ  مجةوعة نميية nمجةوعة كيل انبنننننم نننننل من 
𝑛  نمييةوأخرى مكةلة عير (𝑇𝜀

𝑛)𝑐 ندى اعةوعة .
𝜎𝑊 تةال كيلي لا  تجاوزحان ةيية ا

2 /(𝑛𝜀2) وغ. وع اصر اعةوعة ان ةيية متباو ة الاحتةالات. ونكل م ها احتةال ]X[Hn–2. 
𝑇𝜀   ةوذجيةانةوعة اعتعتةد 

𝑛 عل  اختيارε .  ع دما   قصε  الحد  ونكن   نننننننن ح أكيثر إحكاماا  (25.2) تقر ت توز س متبنننننننناول فإن 
احتةال مجةوعة ععل  كن أن   ،فير ب طء  وبذن   ε  مس ذن  فإن  n. وبازد اد 1هو أبعد من  ةعل  احتةال مجةوعة نموذجي (24.2)

 .اكي الحدود عل  انبم ل المتباو ة الاحتةالات وعتان لافل فيو  1نموذجية أعرب إ  
𝑇𝜀 من انع اصر اا دعولاا الآن لاقدر عدد

𝑛  .حيثفي مجةوعة نموذجية 𝑝𝑿𝑛(𝒙
𝑛) > 2−𝑛(H[𝑋]+𝜀) نكل 𝒙𝑛 ∈ 𝑇𝜀

𝑛  
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1 ≥ ∑ 𝑝𝑿𝑛

𝒙𝑛∈𝑇𝜀
𝑛

(𝒙𝑛) > |𝑇𝜀
𝑛|2−𝑛(H[𝑋]+𝜀) 

𝑇𝜀|وهذا  دل عل  أن
𝑛| < 2𝑛(H[𝑋]+𝜀) بكلةات أخرى   ا أن كيل .𝒙𝑛 ∈ 𝑇𝜀

𝑛  2تُبنناهي بننننننننننننننننن−𝑛(H[𝑋]+𝜀)   كيجد أدنى إ  عيةة احتةال
𝑇𝜀
𝑛 باهمات لا    د عن

ُ
 .2𝑛(H[𝑋]+𝜀)  فإن عدد هذه الم

Pr(𝑇𝜀 ا أن  بالمقابل 
𝑛) ≥ 1 − 𝜎𝑊

2 /(𝑛𝜀2)أن تكون    فيةكن|𝑇𝜀
𝑛|  محدد  ُ فلياا بن 

1 −
𝜎𝑊
2

𝑛𝜀2
≤ ∑ 𝑝𝑿𝑛

𝒙𝑛∈𝑇𝜀
𝑛

(𝒙𝑛) > |𝑇𝜀
𝑛|2−𝑛(H[𝑋]−𝜀) 

𝑇𝜀|وهذا  دل عل  أن 
𝑛| > [1 − 𝜎𝑊

2 /(𝑛𝜀2)]2𝑛(H[𝑋]−𝜀) باو لة . 

(1 −
𝜎𝑊
2

𝑛𝜀2
) 2𝑛(H[𝑋]−𝜀) < |𝑇𝜀

𝑛| < 2𝑛(H[𝑋]+𝜀) (26.2) 

𝑇𝜀   كون نلةجةوعة ان ةوذجية nكي ير  ننننننننننننن   من أجل عيي
𝑛  2 ودتول بشكل تقر بي  1احتةال إأالي  باول𝑛H[𝑋]  كل من نو  اا ع  ر

م  عاا متباول الاحتةالات  𝐗𝑛انرم  انعشوايي  ااكيي   nأل مس الاعتاب من عيي كي ير  نننننننن  .𝑛H[𝑋]−2 باول تقر  ا  هذه انع اصر احتةال
 .2𝑛H[𝑋] بحجي أاد ة

𝜎𝑊 إن انقيةة
2 /(𝑛𝜀2)  في كيثير من المعادلات الآلافة هي ب بننننننننا ة حدّ أعل  خاص لاحتةال اعةوعة ان ةوذجية. وهو   نننننننن ح صنننننننن يراا

أجل  حيث منة . وبانتالي فةن الم ا ننننت ب بننننا ة ت د ل هذه انكةية بعدد حقيقي  0 <لأل عيي قابتة  nعل  غو اعت ا ي كيلةا زادت 
δ أل > εو 0 > σ𝑊 فإن 0

2 (𝑛𝜀2) ≤ 𝛿⁄  وذن  من أجل عييn  .كي ير   ا في  انكفا ة 
 .(AEP) الخاصية انتقاربية نلتوز س المتباول ب غافي لامر ة انتانية   هذه  والمل، ة مجةوعة ان تايج تعُرف

𝑋𝑘} من انرموز انعشنوايية المقيعة n  iidهي  نلبنلة 𝑿𝑛 فرض أنلا (خاصية التوزع المتقارب المتساوي) 1.7.2نظرية  , 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛} 
δ . ولأجل كيافة عييH[X]نكل م ها الاتوبي  > Pr (𝑇𝜀 انك ير   ا في  انكفا ة   كون nوكيل عيي  0

𝑛) ≥ 1 − 𝛿 و|𝑇𝜀
𝑛|  محدودتذ بن 

(1 − 𝛿) 2𝑛(H[𝑋]−𝜀) < |𝑇𝜀
𝑛| < 2𝑛(H[𝑋]+𝜀) (27.2) 

ة م ادر عير متباو  من أجل. nM هو Mمن م در مس حجي الأاد ة  n  لاحظ أن انعدد الإأالي نلبم ل مختلفة من  ول أخيراا 
 انذل  قتب  𝑛(log𝑀−H[𝑋])−2 وغبم ل ان ةوذجية إ  إأالي انبم ل انلاب ة عدد تكون   H[X] < log Mفيها  م ادر ألتوز س  ان

أن هذه ان ان ية   نننننننننننننم نننننننننننننل عير نميية. عد  كون مفاجئاا هي  nكي ير  فإن ان ان ية انعمة  من   n جل عيي. وهكذا  لأnمس  أ نننننننننننننياا  0 من
انفرد ة هي أ ضننا من انبنننم نننل  الأكيثر احتةالاا فإن   26.2من حيث الاحتةانية. كيةا هو م ذ في انتةر ن  انعمة  تعول عل  انقليل جداا 

 .ذو أهمية تذكيرم هي   عير نميية. ه اك عدد عليل جداا 
 .AEP اوء ترمي  الم در في  درس فيةا  لي 

 
 المنبع رميزنظريات ت 3.7.2

في  𝒙𝑛  نكل  ننننلبننننلةكيلةة رماز   يرتوف فقط إ اتاج  م  سرم   nانبننننم ننننل المؤنفة من  ترمي مقدمة عن عةلية   AEP خذ  ك  ا أن لا
𝑇𝜀  ةوذجيةانةوعة اع

𝑛.  حداثلأاإذا كيان تبننننننننننلبننننننننننل 𝒙𝑛 عير موجود في 𝑇𝜀
𝑛   ا ألا   كن تقليل احتةالو فشننننننننننل في انتمي .  ننننننننننيجدث  

 𝒙𝑛 ∉ 𝑇𝜀
𝑛  باختيارn  فيةكن انتباهل في هذه الحانة. كي ير   ا في  انكفا ة   

𝑇𝜀  ول في nة ذات  ننننننننننننننلبننننننننننننننل 2𝑛(H[𝑋]+ε) أن ه اك أعل من ا 
𝑛   ننننننننننننننيكون أعل من غتاجها نننننننننننننندر ان  رماز المعدد كيلةات فإن  

2𝑛(H[𝑋]+ε) . بنننننننناول ذات  ول قابت  رمازإن اختيار كيلةات n(H[X] +) أ ضننننننننا نعدد إاننننننننافي من كيلةات  أكيثر من كيافي  و بننننننننةح
�̅�  بالاعت ار  تقاس انقيةة ب خذ تابس انبننقففشننل انتمي . حدوث  ن يانفي ذن     ا  إذا رع انرماز ≤ H[𝑋] + 𝜀 + 1/𝑛 رم   نكل ت ب

Pr{failure}فإن   εأل  أجل نم  و اعت ا ي  > 0 لاحظ أن .م در → 𝑛 ع دما 0 →  هذا  ث ت ان مر ة انتانية:و . ∞
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فةن أجل  H[X] مس الالاتوبية مقيَّس عدا انذاكير أل م نندر  لأجل الثابت(.الثابت إلى الطول مصدر ترميز ال)نظرية  2.7.2نظرية 
𝜀  أل > 𝛿 أل  و 0 > Pr{failure} ذل احتةال قابت إ   ول قابت ز م ننننندراكي ير   ا في  انكفا ة  ه اك رم  nوأل   0 ≤ 𝛿 كيتل    ثِّل

�̅� ذات  ول قابت رمازكلةات بانرموز رموز الم در  ≤ H[𝑋] + 𝜀 + 1/𝑛 م  س.  نكل رم بت  
وحيد ترمي اا يلوب المرم  م نننننندر إذا كيان  بت نكل log𝑀 انثابت إ   ول قابت  تيلتترمي  الم  س أن ا ننننننت،دام  2.2انفقر  رأ  ا في 

سمج ا بحدوث بت نكل رم  م ننندر إذا  H[X]عليم من  انخفضنننت إ  أكيثر انقيةة)أل لا  بنننةح بانفشنننل(  ولارى الآن أن هذه  انكشنننف
δ تت رف فيهالجانة ان  ن اجيد هذا مثالاا  عيي . فشل عل  غو اعت ا ي >  بشكل مختلف نل ا ة. 0و 0

  nوتقول إن احتةال الخي   قتب من انواحد نقيي . AEPن اتالات الآخر من لامر ة لااتج عذه ان مر ة انتانية له عكل وه اك أ ضننننننننننننننناا 
 بتا نكل رم  م  س.  H[X]كي ير  إذا كيان ند  ا أعل من 

   حيثnعددها  ةقيع نننننننننننننننلبنننننننننننننننلة من رموز عشنننننننننننننننوايية م 𝑿𝑛 بفرض أن طول(.ثابتة الثابتة إلى ال اتز ارمال عكس) 3.7.2نظرية 
{𝑋𝑘; 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛} الالاتوبية  مس H[X]  .أل ومن أجلنكل م ها v > 0وبفرض   𝑿𝑛 قابت ذات  ول رمازإ  كيلةات  رمي ها كن ت 
⌊𝑛(H[𝑋] − 𝑣)⌋ من أجل أل .بت 𝛿 >  .بانعمعة δ كي ير   ا في  انكفا ة تعي  n  وأل 0

Pr{failure} > 1 − 𝛿 − 2−𝑣n/2 (28.2) 

𝜀   مس1.7.2 مر ة مس ان  AEP لامر ة تي يس البرها : = 𝑣 جد كي لبلة م در نموذجي   2𝑛(H[𝑋]−𝑣) رماز ننننننن كيلةات   و د كن ت .⁄2
زودت بكلةات  ننل نموذجية حتةال انكلي نبننمالا فإن . وبانتاليكيجد أع نن   2𝑛(H[𝑋]−𝑣/2)) نكل من هذه احتةال (25.2)  ومن أع نن 

Pr{𝑇𝜀 تتجقس انعمعننة  AEP. من لامر ننة n𝑣/2−2 هو عل  الأكيثر انرمنناز هننذه
𝑛} ≥ 1 − 𝛿 عيي من أجننل n  .و كن  كي ير  ننا فينن  انكفننا ننة

𝑇𝜀 ةوعة فرعيةعل  الأكيثر ع 19 و د كيلةات رمازت
𝑛 2 احتةالب−n𝑣/2   انع اصنننننر المت قية منأما 𝑇𝜀

𝑛 إ  أخياء  وبانتالي  أيعهاتؤدل فبننننن
 .(28.2) تقود إ 

بت نكل رم   H[X] من أعل عليما  رمازاتبت نكل رم  الم ننننننننننننننندر إ   H[X] من ذات  ول قابت أكيثر عليما  ازاتالالاتقال من رمب
  كيثر.فتل  الحدود أكيثر  من قتبلا  nز اد  ومس   1 ما  قارب إ  0ما  قارب من  منالم در  فإن احتةال انفشل  ذهت 

 للأصناف العامة للرمازاتحدود الانتروبية  4.7.2

يول أو قابتة انقابتة إ  رمازات با ننت،دام إما  iid ننادر لم H[X]بننننننننننننننننن  محدود نكل رم  م نندر  رمَّ  رأ  ا أن انعدد المتوعس من ان تات الم
ونكن ند ها   ثابتانيول انت ذا ان ميب بنننا ة في  ها تي إ نننقا  عير اوتةلة نننل بنننمانيول. تختلف انتفاصنننيل  ع  أن مت ير  انإ   ةقابت

 ت ير.الميول ان ان مي ذات  في في ان وانمي   و لة بشكل عير   يعي  مما  ؤدل إ  فايير اتر 
ضننننننننننس أ ضننننننننننا لحد تخ رمازات أكيثر عةوميةت ير إ  مت ير  وحتى والم  مثل المت ير إ  انثابت  اتز اأخرى من انرم اا  ذ الآن أن ألاواع نننننننننن 
بعير الخ ننننايص ان   عر فب بننننا ة عن  ر س ت هاهذه   ننننيتي عرانننننرمازات الم نننندر  ت وعةاوتةلة والمي يعة انمن وصننننف  . بدلاا الالاتوبية

 أ ضننننننناا ااننننننننعة خكون تأن مخييات انتمي  لم تكتشننننننننف حتى الآن عت أن  أ ضنننننننناا .  مهر من خمل ذن  تو ها مفك  انتمي عت أن ا
 المفتا  لهذا.  الأخير  ةانفرعي انفقر ثابت في ان  ثل المقابل نلثابت إ  انيولن فل الحدود. 

عل    من أجل رمازات ان ادية الحر تبننننننلبننننننل رم  الم نننننندر. إ   رم  ت المان تابننننننلبننننننل  قابل ت ثمة مفك  ترمي   المرم اتلأل لاوع من 
من رموز الم ننندر   kو  قابلها باعةوعة   انيول  ير مت  وصنننول كيل كيلةة رماز انتمي  من رموز الم ننندر    تمر مفك  k مجةوعة مؤنفة من
كيتلة من رموز صننننننننننول  و  ي تمر مفك  انتمي فثابت  انيول ان ذات ثابتة إ ان أما من أجل ان مي. نلةجةوعة انتانيةتمي  انومن و   دأ ف  

 كتلة المقابلة من رموز الم در.ان  فك  ترمي وو  انرماز
. مرمَّ  ة يإق الاالم در ان  يخ ترمي ها إ   لبلة عير م تهية من أرعام  من أحرف 2X, 1X... , عير م تهية ة تج الم در بشكل عام  لبل 

 بتات كيافي لاتخاذ عرار بش لا .عدد  ل  ع دما  nX  درالمرم   و فك  ترمي  رم مفك  انتمي  هذا انتبلبل الم راعت 
 رارعتبنننةح باتخاذ ان   المبنننتقَ لة ان تاتعدد بوصنننف   nDعرف المتجول انعشنننوايي   ي عمُ  iidلم ننندر ترمي   فك ترمي  وممخيط لأل 

                                                           
 .من ا مجموع  ا نموذج   لا  مكن ت م زه اً كب    اً ن جزءإلاحظ أن ا ب هان  سمه بتزو د كلما/  ماز  مصاد  نموذج  ؛ وهو  قول ببساط   19 
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بعير  ننننننم ننننننل م نننننندر انعي ة عد جرى ف  ترمي  كون   إمكالاية وجود مرم ات ومفككات ترمي . هذا  تضننننننةن nX, ..., 1X=  nX بشنننننن ن
  فكمأن أيس انقرارات غايية  ع  أن  ضافتا جرىنتكون لاغايية.  nD عي ةانعيةة  تؤخذ  nxأو ت جل ما لا غا ة. لهذه  خي بشنننننننننننننكل 

من  خرىج اء أأرصننننند  ير هذا انقرار بعد  و  رم مراع ة  نننننلبنننننلة أونية نلتبنننننلبنننننل المبعد عل  وج  الخ نننننوص  nx قرر أن   انتمي  لا  ك 
صنننن ير  مس احتةال كي ير. ما  n/nD  ةعدلنلعي ة اناحتةال كي ير وعيةة ب صننننجيجاا ف  انتمي   لامام  كون في هو  ه. ما لاودرم تبننننلبننننل المان

فقط مس احتةال صننننننننننننننن ير. وهذا  دل أن الحدود  من الالاتوبيةعي ة أعل انكون معدل  كي ير   كن أن   nل   من أج مر ة انتانية ألاان هتمهر 
  المع .معدل ان يالاات في هذا  نلإلاتوبية تخفيراندلايا 

 مقيَّعنننةشنننننننننننننننوايينننة عنرموز  تبنننننننننننننننلبنننننننننننننننما   ∞𝑿 نيكن (.iidلمصاااااااااااااادر ل ةالعاااامااامرمزات/مفككاااات الترميز ال عكس) 4.7.2 نظرياااة
{𝑋𝑘; 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 نكل عدد صنننجيح .{∞ ≥ عدد  𝐷𝑛 نيكنترمي   مرم  ومفك  أل  ولأجلمن تل  انرموز.  nأول هي  𝑿𝑛 ن فرض  1

𝑣 ع دها من أجل أل. عل  غو صنننجيح 𝑿𝑛  بنننتييس ع ده مفك  انتمي  أن  ف  ترمي انذل المبنننتق لة  ان تات > 𝛿و 0 > زمن أجل  0
  كون  nأل عيةة كي ير  كيافية نن 

Pr{𝐷𝑛 ≤ 𝑛[H[𝑋] − 𝑣]} < 𝛿 + 2
−𝑣𝑛/2 (29.2) 

 أل عدد صنننننجيح من أجل .مرمَّ دلانة عل  تبنننننلبنننننل  y ن فرضمن تبنننننلبنننننل الم ننننندر   x نلج نننننول عل  أل عيةة عي ة البرها :

𝑛 ≥ 𝑚 نتكن  1 = ⌊𝑛[H[𝑋] − 𝑣]⌋ .جرى ف  ترمي  ن فتض ألا  nx  ع د مشننننننننننننننناهد jy  نقييm<  j. ه اك فغايية   و ا أن انقرارات
   كن أن المرم من   نننننلبنننننلة أونية m2بذ  . هذا  ع  أن منmyترمي ه ع د مشننننناهد   كن ف   nxهو   n بيولم ننننندر واحد تبنننننلبنننننل 

ددد ان مر ة . المرمَّ   الأو  mانننننننننن  ،رجاتالممن مراع ة  ترمي هاف    كنمن الم در ع  ر  nة ذات  لبل m2 20عل  الأكيثر  كون ه اك
 .ذن  الحدب با ة  (29.2)تكرر انعمعة و  ع  راا  n م ل ذات من  m2مؤنفة من ل مجةوعة م در لأحتةال انكلي الا 3.7.2
 

 ماركوف صادرم 8.2
وحدود الالاتوبية   متاججة كيرافتانعد د من ان تايج  ولا نننيةا إن . مقيَّعة عد ة انذاكير لاتايج انتمي  الأ نننا نننية لم نننادر  ا نننت،راج يخّ 

 عاع ة.رموز الم در المت يةعتةد عل  ا تقمن   وخوارزمية هوفةان  لا انوحيد نتمي ف  اانقابلة ن اتز الرمنالمتوعس عل  انيول 
 21ماركيوف لبنننلة نننبنننت،دم حانة ت. الم تهية الحالات  نننم نننل ماركيوف بدلانةم نننادر معرفة  نتشنننةل  تمتد هذه ان تايج فقر ان هفي هذ

المثال   كن  من الم ننندر. وهكذا  عل   ننن يل انتاليرم  اننتةثيل  الحالاتعل  الالاتقال بذ  انعمماتلم ننندر. وتبنننت،دم انتةثيل لجذاكير لج 
 سم انذاكير  المرعوب من قدر لا ةذج انانبابقة. من المةكن أن  رم  300 اننننننننننن رم  انبابس من الم در  أو  كن أن تكونانأن تكون  نلجانة

 .الم تهية الحانة ان قاء في لامام  م ل ماركيوف
,𝑋1 مس مخرجات اق الاياا  اا م در  ن درس .1.8.2مثال  𝑋2, ونك ها  𝑋𝑘−1و 𝑋𝑘−2 مشرو ة عل  𝑋𝑚 ننننننننننننننننرم  نان فتض أن احتةالات ن .…

أاد ة الحالات ت  ح .  𝑋𝑘−1حانة با ت،دام ُ ةذج هذا ان وج من انرموز . انبابقذ   نانرم ان  أدت إ مبتقلة عن كيل انرموز انبابقة 
𝑆  ق الايةالمةك ة مجةوعة الأزواج الإ = {[00], [11], [10], عقد انر ننننننني ان ياني انذل  عل  أغا مُثِّلت الحالات  (16.2)في انشنننننننكل . {[01]

𝑆𝑘−1 الحانة در عل  دولات انر ي ان ياني. لاحظ  عل    يل المثال  أن من واعت مخرجات الم لبلة ماركيوف  و   ثل =  )تمثل [01]
𝑋𝑘−2 = 𝑋𝑘−1و 0 = 𝑆𝑘 إ  الاتقالاا  𝑋𝑘−1  ب ت الخرج(  1 = 𝑋𝑘−1 )تمثل [11] = 𝑋𝑘و 1 = ع د ان من بلبلة ت دأ انو فتض أن  .(1

 .𝑆0 في حانة 0

                                                           
الأو ى  مكن ألا تكون  ابل   فك ت م زها  n. الأول هو أن  موز ا منبع ا ا m2  مكن أن تكون أ ل من mعند ا زمن ثم  سببان  ماذا عدد ا سلاسل ا م مزة من  موز ا منبع  20 

 .الأو ى nا ا  . ا سبب ا ثاني هو إمكان   أن تادي سلاسل ا بتا/ ا م مزة إ ى سلاسل م مزة  ها نفس  موز ا منبعmإ ى ما بعد استقبال ا ب/ ا م مز ذي ا ت ت ب 
. إن هذه ا نتاأج هام  في ا د اس  [25]و [8]إن ا نتاأج الأساس   عن سلاسل ما كوف ا منته   ا حالا/، بما ف ها ا نتاأج ا مستخدم  هنا، موجودة في ا كث   من ا كتب مثل  21 

 ا متقدم   لاتصالا/ ا   م  ،  كنها   س/ أساس   هنا.
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 Pr{𝑆𝑘=𝑠|𝑆𝑘−1=𝑠′} بمخ ج ا مصد  ا موافق وباحتمال الانتقال s'  s مصد  ما كوف:   علَّم كل انتقال :16.2الشكل 

 . عل  تت،للها م ا س الاتقانية ع نننير انواحدات الم عثر  بنننم نننل  و لة من الأصنننفار و نننم نننل  و لة من  تةي  بلاحظ أن هذا م ننندر 
   جد خرجا نميياا من انشكل  00 من حانةن  دأ    يل المثال 

00000000101111111111111011111111010100000000 .. 
𝑠𝑘 كيان  لاحظ ألا  إذا = [𝑥𝑘−1𝑥𝑘] عت أن تكون إما تانيةان الحانة فإن 𝑠𝑘+1 = [𝑥𝑘0] أو 𝑠𝑘+1 = [𝑥𝑘1] أل أن في كيل حانة  رج ة

 فقط زوج من انتجولات. 
 .اعت ا ي مقيَّسعل  م در ماركيوف  الآلافي المثال عةّ   

,𝑆0 تبنننلبنننل يه الم تهية الحانة ماركيوف  نننلبنننلة .1.8.2تعريف  𝑆1, . كيتلة   تابس . ه اكS  م تهيةة من أاد ة قيعمرموز عشنننوايية من  ..
,pmf 𝑞0(𝑠) الاحتةال 𝑠 ∈ 𝑺  عل 𝑆0   تابس كيتلة الاحتةال انشننننننننننر يوه اك )s 's(Q 1 عيي تةيس حيث > m    كيلتكون 𝑠 ∈ 𝑺   كيلو 
𝑠′ ∈ 𝑺. 

Pr(𝑆𝑘 = 𝑠|𝑆𝑘−1 = 𝑠
′) = Pr(𝑆𝑘 = 𝑠|𝑆𝑘−1 = 𝑠

′, … , 𝑆0 = 𝑠0) = 𝑄(𝑠|𝑠
′) (30.2) 

′𝑠 ع   بن  عبر sإ   'sمن  الاتقالو قال إلا  حدث  → 𝑠 إذا كيالات 𝑄(𝑠|𝑠′) > 0. 
,𝒳1 ةقيعرموز عشنننننوايية ممن هو  نننننلبنننننلة  م ننننندر ماركيوف .2.8.2تعريف  𝒳2, .  عل   نننننلبنننننلة ماركيوفتعتةد  𝒳 عامة اد ة ب ..

,𝑆0 الم تهية الحانة 𝑆1, . ′𝑠) كيل الاتقالجرى تعليي  . .. → 𝑠)  رم  منبفي  نننننننننننلبنننننننننننلة ماركيوف 𝒳ظهر كيل رم  من كن أن  ة 𝒳 عةلية  في
 من كيل حانة.عل  الأكيثر  واحد  الاتقال

في الاتقال واحد من كيل عل  الأكيثر أن كيل رم  م ننننننننندر  مهر  ا . اختمف عامهي في   ننننننننندر الموأاد ة  Sلاحظ أن أاد ة الحانة 
𝑆0 الابتدايية الحانةفإن حانة   = 𝑠0  الم ننندر  خرج مجةوعة مس 𝑋1 = 𝑥1  و𝑋2 = 𝑥2    ...وبي يعة ةبشنننكل فر د تبنننلبنننل الحان تعُرِّف  
𝑥 علَّةتالم در. إذا  خرج تبلبلَ  ةتبلبل الحان  وصّفالحال   ∈ 𝒳 الالاتقال 𝑠′ → 𝑠 تل  اننننننن ن ي  فإن الاحتةال انشرx بن  عي  كيةا 

𝑃(𝑥|𝑠′) = 𝑄(𝑠|𝑠′) .[00]انتجول  عةلية وهكذا  عل    يل المثال  في[0]1  (16.2)في انشكل  𝑄([01]|00) = 𝑃(1|00). 
لأحداث المااية ن ا يالاعت اتةس  بتةثيل در هو انبةا  نلجانة الم خرجأاد ة  وانب ت في انتةيي  بذ أاد ة  لبلة ماركيوف إن 

ان بيية ل ان يغ كي  نتُ ةذج وعل  غو مق ولماركيوف وفس   ةاذج الم درنتبةح ان  ي   الم يه ههذو من مجرد خرج الم در انبابس.  بدلاا 
 لذاكير .نوالمعقد  

إذا كيان  أل  s'  s من وافسمبنننننننننار في انر ننننننننني ان ياني الم ثمةفي  نننننننننلبنننننننننلة ماركيوف إذا كيان  's انةالحمن  sانة إ  الحكن انوصنننننننننول  
Pr{𝑆𝑘=𝑠|𝑆0=𝑠′}. 0 < من أجل عيي k .ةانتمثل فت  الح s 1 انقا نننننننننني المشننننننننننتك الأكيبر عةوعة الأعداد ان ننننننننننجيجة > k كون من أجلها  

Pr{𝑆𝑘=𝑠|𝑆0=𝑠} > كيل الحالات من  نننننننناير الحالات   أمكن انوصننننننننول إ   إذا  د جو ر الأب ةلحانادود  اوماركيوف توصننننننننف  ننننننننلبننننننننلة . 0
 .1دور ة  أل تمتل  انفت  لاالأخرى وإذا كيالات كيل الحالات 

هةة عن  نننننننم نننننننل ماركيوف المس ايقالحإحدى .  د جو ر أ نننننننلبنننننننلة ماركيوف  تكون فيها م نننننننادر ماركيوف انوحيد  ان   ننننننن درس فقط
 لةعادلات الخييةنيد بالحل انوح تعُي   وهي s  S أيس عيي من أجل q(s) لبلبلة احتةالات قابتة نلجانةنأن  يه  د جو ر لأا
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𝑞(𝑠) = ∑ 𝑞

𝑠′∈𝑆

(𝑠′) 𝑄(𝑠|𝑠′);      𝑠 ∈ 𝑆 (31.2) 

∑𝑞(𝑠)

𝑠∈𝑆

= 1 

  أل  ييةابتداحانة من أل   بتقر لمهذه الاحتةالات امن قتب  كن لا 
lim
𝑘→∞

Pr (𝑆𝑘 = 𝑠|𝑆0 = 𝑠
′) = 𝑞(𝑠)     for all 𝑠, 𝑠′ ∈ 𝑆 (32.2) 

 

 ماركوف صادرترميز م 1.8.2

من  أل  .الأ ننا ننية ننلبننلة ماركيوف  فيم ف ننل نكل حانة بادية حر  ز اا ننت،دام رم يانير قة الأببننط نتمي  م ننادر ماركيوف هإن 
𝑃(𝑥|𝑠) انشننر ي pmfنتابس كيتلة الاحتةال م ا نن ة  l(x, s) أ وال ذو حر  ز باديةارم نختار  s  Sكيل   أجل > عت عل  أ وال كيلةة . 0

∑ متاججة كيرافت دقسأن  sانرماز نلرماز المبنننت،دم في الحانة  2−𝑙(𝑥,𝑠)𝑥 ≤  رمازنكل  �̅�min(s)  المتوعس نيول الأدنىا حد كن تونيد . 1
 .بحيث اقسعن  ر س خوارزمية هوفةان 

H[𝑋|𝑠] ≤ �̅�min(𝑠) < H[𝑋|𝑠] + 1 (33.2) 

𝑠حيث من أجل  ∈ 𝑆,H[𝑋]𝑠] = ∑𝑥 − 𝑃(𝑥|𝑠) log 𝑃(𝑥|𝑠) 

,𝑞(𝑠)} انثابتة pmf نتابس كيتلة الاحتةال وفقاا  𝑆0 الحانة الابتدايية اختيار إذا يخّ  𝑠 ∈ 𝑆}   ت ق   ننلبننلة ماركيوف في حانة   (31.2)و من
 كيلةة انرماز المتوعس بانعمعة: ول    عي مبتقر   و 

H[𝑋|𝑆] ≤ �̅�min < H[𝑋|𝑆] + 1 (34.2) 

 حيث
�̅�min =∑𝑞(𝑠)

𝑠∈𝑆

�̅�min(𝑠) (35.2) 

H[𝑋|𝑆] = ∑𝑞(𝑠)

𝑠∈𝑆

H[𝑋|𝑠] (36.2) 

   بو نننننننننا ةانقيام بع دها عدد انع اصنننننننننر في فضننننننننناء الحانة   كن  'Mكيان   . إذا0ع د زمن  𝑠0 الحانة الابتدايية  ر نننننننننل المرم فرض أن ا

⌈log𝑀′⌉  ان عيد دىعدد ان تات المتوعس نكل رم  م  س عل  الملا  ؤقر عل  و  الإر ننالحيث إلا  يخ فقط في بدا ة   ونكن هذا  كن تجاهل .
 الحانة الابتدايية ترمي  انتمي   بعد ف   كن لمفك . k – 1  منانز الحانة ع د ابا ننننننننت،دام رم 𝑥𝑘 بتمي  كيل رم  م نننننننندر  قوم المرم  ت اعا

𝑠0  ترمي فك  أن   𝑥1  الحانة عل  بالاعتةادز ارمانبا ت،دام 𝑠0 . بعد دد دو 𝑠1 من 𝑠0 و𝑥1 لمفك  انتمي  أن  فك  ترمي    كن 𝑥2 

ترمي  كيامل   تيّ ف كيل رم  م نننندر  وبانتالي في تفكي  ترمي     كن لمفك  انتمي  أن  بننننتةر. 𝑠1 الحانة عل  بالاعتةادز ارمانبا ننننت،دام 
 .(36.2) وبية انشر ية في انعمعةعلي ا الآن أن لافهي مع  الالات . انرماز وعل  غو فر د

 
 الانتروبية الشرطية 2.8.2

في حانة  H[𝑋] الالاتوبية انعاد ة اندور انذل تلع  لعت لافل اندور في ترمي  م ننادر ماركيوف كيت H[𝑋|𝑆] لاتوبية انشننر يةتضننح أن الا 
 (36.2)كيتابة   الم ادر عد ة انذاكير . لاعيد

H[𝑋|𝑆] =∑ ∑𝑞(𝑠) 𝑃(𝑥|𝑠)

𝑥∈𝜒

log
1

𝑃(𝑥|𝑠)
𝑠∈𝑆

 

log[1 نلةتجول انعشواييهذه هي انقيةة المتوععة  𝑃(𝑋|𝑆)⁄ ]. 
  نلةت يرات انعشوايية المقيعة مةهاالاتوبية انتانية عمعة عمعة ان
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H[𝑋 𝑆] = H[𝑆] + H[𝑋|𝑆] (37.2) 

 ن رى ذن  
H[𝑋 𝑆] = ∑ 𝑞(𝑠) 𝑃(𝑥|𝑠) log

1

𝑞(𝑠)𝑃(𝑥|𝑠)
𝑠,𝑥

 

=∑ 𝑞(𝑠) 𝑃(𝑥|𝑠) log
1

𝑞(𝑠)
+∑ 𝑞(𝑠) 𝑃(𝑥|𝑠) log

1

𝑃(𝑥|𝑠)
𝑠,𝑥𝑠,𝑥

 
= H[𝑆] + H[𝑋|𝑆] 

 أن: 19.2  ذّ انتةر ن 
H[𝑋 𝑆] ≤ H[𝑆] + H[𝑋] 

 نجد  (37.2) قارلاة هذه مس انعمعة 
H[𝑋|𝑆] ≤ H[𝑋|𝑆] (38.2) 

 H[XS]فإن الالاتوبية المشرو ة   المتو ط نعدم انتيقن مقياس H[X]الالاتوبية  تفي لامر ة المعلومات. إذا كيالا هذه المتاججة هامة جداا 
   شننير إ  الحدس أن مبننتقلة إح ننايياا  Sو X. إن لم تكن S خرج مشنناهد بعد المتو ننط  نعدم انتيقن مقياس أغاعل   اعت أن   مر إنيه

 ة دقس هذه المعادنة في انواعس هذا.Xالمتو ط في  انتيقن تقلل  ع  عدمأن عت  S مشاهد 
𝑝𝑋(0) كون بنننتقر  المانة الحقالاية.  تضنننح من انتةاقل أن في  (16.2)انشنننكل  ن درس .2.8.2مثال  = 𝑝𝑋(1) = 1  H[X]وبانتالي   ⁄2

H[𝑋|[00]] ومن وَّ   pmf {0.1, 0.9}  إق الاياا ذو تابس X  كون  S = 00بننننننننن  مشرو اا بت.  1 = = −0.1 log 0.1 − 0.9 log 0.9 = 0.47 
H[𝑋|[11]] وبننننننالمثننننننل بتنننننناا. = H[𝑋|[01]]و  بتنننننناا   0.47 = H[𝑋|[10]] =  هو (31.2)ثننننننابتننننننة في ان الحننننننانننننننةحننننننل معننننننادلات بننننننت.   1

𝑞[00] = 𝑞[11] = 5 𝑞[01]و  ⁄12 = 𝑞[10] = 1  هو الحنننننالات  مننننن خوذ عل المشنننننننننننننننرو نننننة   الالاتوبينننننةمعننننندل وهكنننننذا  فنننننإن . ⁄12
H[𝑋|𝑆] =  بت. 0.558

  إق انير  أن الم ننندفيالمشنننكلة تكةن  ننندر نكل حانة  نننابقة. الم لخرج ان ادية الحر ز اا نننت،دام رم عير الم ا نننتالمثال  من  لأجل هذا
وكيةا في حانة الم ننننننننننننننادر عد ة انذاكير   فإن نكل رم  ب ير ان مر عن الحانة  ومس ذن    1كون  نننننننننننننني الحر   اديةانز ارمفإن  ول وبانتالي 

 .انرماز كيلةاتان  ير  وانقيود عل  أ وال   الأاد ةأحجام  ذاتيول هو الحل لهذه المشاكيل مت ير  انا ت،دام انرموز انثابتة إ  
عل  الحانة  (13.2)تي يس ب. sعل  بان دء بالحانة مشرو ا  nXن ن ان ادية الحر نرماز الحد الأدنى نليول المتوعس  هو E[𝐿(𝑿𝑛)]min,𝑠 نيكن
 ه ا نجد:

H[𝑿𝑛|𝑠] ≤ E[𝐿(𝑿𝑛)]min,𝑆0 < H[𝑿𝑛|𝑠] + 1 
. لافتض  مق لبنننتقر  في كيل وعت المانة الحفي  ت ق  ا. وبانتالي فإغ0S بنننتقر المانة بالحأن  نننلبنننلة ماركيوف ت دأ  في انبنننابسلافتض كيةا 

رماز  با نننننننننننننت،دامو ق ل. مفي كيل وعت  ةكون معروفتن تبنننننننننننننتةر حانة انعي ة ع دها  انتمي . كفمفي  ةونية معروفالأ عي ةانحانة كيذن  أن 
 :عي ة أونيةحانة متوعس أدنى كيل   ول

H[𝑿𝑛|𝑆0] ≤ E[𝐿(𝑿𝑛)]min,𝑆0 < H[𝑿𝑛|𝑆0] + 1 (39.2) 

.  فتض الم يس 0SX(H( ا أن م نننننننننندر ماركيوف   ق  في الحانة المبننننننننننتقر   فإن معدل الالاتوبية نكل رم  م نننننننننندر بإعياء الحانة هو 
 ( أن:32.2)و ث ت انتةر ن 

H[𝑿𝑛|𝑆0] = 𝑛H[𝑋]𝑆0 (40.2) 

�̅�min,𝑛بتعر ف  = E[𝐿(𝑿𝑛)]min,𝑆0/𝑛   عل  ألا   ول كيلةة انرماز المتوعس الأدنى نكل رم  دخل ع د ان دء بحانة مبتقر 
H[𝑋|𝑆0] ≤ �̅�min,𝑛 < H[𝑋|𝑆0] + 1/𝑛 (41.2) 
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لها  ول  22 نننلبنننلة نموذجية تقر  اا  SX[Hn2[فثةة  م نننادر ماركيوف أ ضنننا. ومس ذن   في( AEPقارب )المخاصنننية انتوزع المتبننناول دقس 
n نكل م ها احتةال  بنننناول  ]SX[Hn–2 . انذاكير  أنعد ة و تتت عل  ذن  كيةا في حانة ]SX[H  انذل  كن الأدنى المةكن  المعدلهو

إن  ر قة صننن ير. شنننل فيول مس احتةال قابت اننتمي  انثابت إ  افر د أو انتمي  انقابل نف  انتمي  انإما  ع ده ترمي  رموز الم ننندر انننةن
 انذاكير . عد ة في جوهرها هي لافبها كيةا في حانة الإق ات

. ان ر ت أن نذاكير اانعد ة  لحانةالأفكار الإانننافية الميلوبة هي تعد مت  فيفة  إذ إندليل م نننادر ماركيوف  الم  د من إجراء  نن  تيّ 
 يقية وفي لافل انوعت  كن تمثيل معمي الم ننادر ذات الأهمية انتي .انذاكير عد ة ت تي من م ننادر الم نندر ترمي   عن لمفاهييرؤى واانمعمي 

ن مبير قة ماركيوف ومن ان نننعت إعاد أل م ها  كن تمثيل  عل  ألا  عدا انذاكير . في أق اء انتعامل مس الم نننادر انعةلية نجةس بذ الأفكار 
 حانة عد ة انذاكير  مس انتعد مت المقتحة بذاكير  ماركيوف.

.  ةرجودم ننننادر الأ المبننننةا ة قيعالم ننننادر المأكيثر عةومية من  أخرى اتعل  فئ AEP قاربالمخاصننننية انتوزع المتبنننناول   كن تعةيي
 فاهييالمكيةا أن    ةنتعر ف الآرجود  آنية ند  ا نيل. عةوع المعدلات الاحتةالي المفهوم في تتجةس فيها معدلات زمن انعي ة هي م ننننننننننادرو 

 من دبي ات ر ااية. لهذه انفئة  وف تت نف أ ا اا  AEPالإاافية ان  عد ت ش  من درا ة 
 

  Lempel- Zivبيانات العالمي الضغط  9.2

 س انتانية:ايانير بانبابقة  انفقراتفي  المدرو ة در الم رمي خوارزميات ت Lempel-Zivتختلف خوارزميات ا ط ان يالاات 
. وعمو  انت ير م كيلةة انرماز  في  رم    وعدد ان تات المرم  كيل من عدد رموز الم نننندر الم  ايول فيهان  مت ير  ا مت ير   ازاتأغا تبننننت،دم رم• 

 عل  ذن   وانرموز هي زم ية متفاوتة.

إ  الحد الأدنى اةن  �̅� لا تتيلت معرفة مب قة بإح اءات الم در  نك ها تتكيف مس انوعت بحيث  فير  ول كيلةة انرماز المتو ية •
 .عامةمفهوم    اعش  فيةا بعد. تبة  مثل تل  الخوارزميات 

ا ت،دمت عل  لاياق وا س في انتي يقات انعةليةة فهي ت ود  ر قة جد د  نفهي ا ط المعييات انعام عل  انرعي من وجود مخييات  •
 جد د .

و بنننننت،دم  نننننلبنننننلة ميابقة في   LZ77 [37]ول خوارزمية  ا نننننت،دمت أ. 1977-1978 في Lempel-Zivتيو ر خوارزميات اننننن ط  يخّ 
 ولايكل وفي لامام م ذ  نننننننننن وات عد د  في   LZ78اعتةدت خوارزمية. متكيفاا  ا  عامو ننننننننننLZ78 [38]  ةانثالايوا ننننننننننت،دمت . م  نقةلاافذ  

بت،دم عل  ت ال ت  ما كرو وفت و  دوز(  ولا Stack وعت لاحس )مكدسفي  LZ77 ظهرت ا ت،داماتانعد د من الأماكين الأخرى. 
 لاياق وا س.

ل  م ننننادر لأدايها ع اتقر  ي دليملاعيي   المبننننتوى لماذا  عةل. وأخيراا  عالي.  رافق  وصننننف LZ77  خوارزمية انفقر  ه هذ نننن  ننننف في
هي فإح اءات الم در  ب دون معرفةعةل عل  انرعي من أن هذه الخوارزمية تعل  غو فعال. بكلةات أخرى   23  ذ أغا أمثليةماركيوف  

 عةل مس هذه الإح اييات.تن ةأفضل خوارزمية م ةةكيةا أغا ض ط بشكل كي ير  ت
 

 LZ77خوارزمية  1.9.2
𝒙انبننننننننننلبننننننننننلة  LZ77الخوارزمية تضنننننننننن ط  = 𝑥1, 𝑥2, 𝑀 بحجي 𝒳 ة معيا مقيع أاد ةمن  … = |𝒳| .  فتض أل لا لافي هذه المرحلة

 ج يية نمثل  نننننننلبنننننننلة نننننننلبنننننننلة من رموز عشنننننننوايية.  ت نننننننلبنننننننلة من انرموز  ونيبنننننننهي ب بنننننننا ة  x فإن نذن ة ننننننندر  لنموذج احتةالي ن
(𝑥𝑚, 𝑥𝑚+1, . . . , 𝑥𝑛)  منx نب 𝒙𝑚

𝑛 . 
كي ير  و كن   wعدد إن ان. w حجي م  نقة ذاتفي انذاكير . وهذا ما  بنننننننة  لاافذ   مُرمَّ م ننننننندر  رم  w أحدث دافظ الخوارزمية عل 

 . wز اد   والأداء مسانتعقيد و  داد كيل من . 2عددا ذا أ اس كون ين w المعامل اختيار  تيا  .202إ   102من   ياقان اةن هاعت ار 

                                                           
 .nا نموذج   تتضمن ا حا   الابتداأ   أم لا،  كن هذه الاختلافا/ تصبه عد م  الأهم   مع ازد اد   م  ثم  تفاص ل إضاف   هنا ف ما إذا كان/ ا سلاسل  22 
 . جود ك ا مقطَّع أب هاناً  هذه الأمثل    مصاد   Wyner and Ziv ا  [36] قدم ا م جع  23 
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𝒙1  ننننندرالم رم يخ ترمي  في زمن محدد      تعةل الخوارزمية عل  ان جو انتالي. ن فتض ألاباخت نننننار
𝑃 .جث المرم  عن انتيابس الأ ول    

𝒙𝑃+1 عير المرم   بعد nانبنننننننلبنننننننلة   بذ nيول انمن  نيكنو 
𝑃+𝑛 وانبنننننننلبنننننننلة الم، لاة 𝒙𝑃+1−1

𝑃+𝑛−𝑢  ذات انيول  افذ  انمن  بدءااw.  انفكر تكةن 
 بالإشنننار  إ أل   ةuو nب بنننا ة عن  ر س ترمي  الأعداد ان نننجيجة  اا رم   nمن المؤنفة ترمي  هذه انبنننلبنننلة  في LZ77ذكيية في ان الخوارزمية

𝒙𝑃+1−1 ةبلبلانان جث عن   عل  لاافذ  متيابقة  فيةك المرم  . إذا حافظ الم  نقة افذ  انانبابس من هذه انبلبلة في  الحدث
𝑃+𝑛−𝑢    وترمي ها

 المرم .ومواكي ة 
 عل  ان جو انتالي: LZ77بدعة أكيثر  تعةل الخوارزمية و 

من  مهةما  اا كون ج ءت ننننننن wlog Mو ا أن نكل رم . ) اا بت log M با نننننننت،دام ثابت دون اننننننن ط انيول ان رمازفي  رم  wأول  رمِّ  1.
   عل  الأعل من ان احية ان مر ة.( ةعير مهة ات ء اكيفاء  ترمي  هذفإن    رم  إأالي عدد ان تات الم

 .(هايخ ترمي   pxن ا ة انرم  انرموز  افة. )وهذا  دل عل  أن كيw=  P ؤشرالم اجعل 2.

𝒙𝑃+1−𝑢 بحيث. n < 2أكيبر عيةة  أوجد 3.
𝑃+𝑛−𝑢 =𝑥𝑃+1

𝑃+𝑛 من أجل بعير عيي u في اعال w < u <1 .  رم  المأ ول تيابس بذ انرموز عير )أوجد  
بدء تل  انعود  إ  ان افذ  إ  مبنننننننننننافة  uقة ويابأ ول م ول   nنتكنمن ان افذ ة  و نننننننننننلبنننننننننننلة من انرموز بدءاا  P + 1من  بعد بدءاا 

𝒙𝑃+1 عرل ترمي  انبلبلة قة.(يابالم
𝑃+𝑛 بتمي  انعدد ن ان جيجذn  وu. 

انثاني   المثالفي و ع ل المؤشننننر.  رم اا  u = 7 قةيابالمت دأ و  n = 3 قة هوياب ول الم المثال الأول أ ول موافقة. في  لإعاد مثالان فيةا  لي
 . كن أن تتداخم تهاقوميابأن انبلبلة هذا ع ل المؤشر.  واح  رم اا  u = 2  دأتو  4قة ياب ول الم

 
  م اشر  رمّ و  n 1 =افرض   n 1 =لأجل ب رف ان مر عةا إذا كيالات الموافقة موجود  و   ع دها  n < 2 ننننننننننننننننوجود تيابس ن عدم في حال

 دون ا ط. 1Px+انوحيد   درالمرم  

إ  انتةثيل الإق اني  nترمي  انعدد ان نننجيح   هذا انرمازفي عرل  حادل. الأ –الإق اني ز ارمانمن  إ  كيلةة رماز n نننجيح انعدد ان  رمِّ  4.
 صفرااة أل  n 2logمؤنفة من   اديةمب وعاا ب  nنن 

 
ز هو اانرم . هذاk2 < n < k2+1 – 1اعال من الأعداد ان جيجة في  k2 تتوافس مس مجةوعة 1k0ان  ت دأ بنننننننننننننننن  انرمازوهكذا فإن كيلةات 
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لاحقا  و نن رىة  2log n +1 ولا nانعدد ان ننجيح  نكلةة رمازية المقابلة(. و كن ممحمة أن ق الا)صننور  انشننجر  الإ حر  بادية رماز
 .u مقارلاة مس  ول ترمي  مهةلأن هذا 

  nالمرمّ   عرف َ  هذه ان قية )ع د بت. wذل انيول ثابت انيول ان با ت،دام رماز w < uوجت الم جيح انعدد ان    رمّ n 1 <إذا كيان  5.
 ونو لم  كن ثمة تداخلالم ا  ة  حتى  nاعةوعة  ابقا نلعثور عل  ان  ف  ترمي ها بلبلة في ان uبقيةة  انعد إ  انوراء ب با ة  و ك 

 عل  ان جو انوارد أعمه(.
 . )كيرر ذن  إ  الأبد.((3)إ  الخيو   وارجس P + nانقيةة  ل ع P ؤشراجعل الم 6.
 

 LZ77 لماذا يعمل  2.9.2

وبي ذو الات   م در ماركيوف ونيكنم در مجهول   ثمةانفكر  الأ ا ية هي ألا  إذا كيان إن . معلوماتيلامرل هو  LZ77 اندافس وراءإن 
]SX[Hفتض تابس كيتلة الاحتةال   و  AEP من أجلألا   n   رباما  ق ثمة   كي ير ]SX[Hn2 يولبم در نموذجية   لبلة n .فإن   بالمقابل

 نميياا  تبنننننلبنننننما  لا  كن أن نجد في ان افذ  SX[Hn2 << w[ كيالات  . هذا  ع  ألا  إذاn نننننلبنننننلة م ننننندر بيول  wدتول عل   wلاافذ  بحجي 
 تتبننننننننلبننننننننمانمعمي  تكون أن المرجح  فةن SX[Hn2 >> w[ إذا كيالات . وبالمثل ةعير مرجج nبيول  تيابقات  مما  شننننننننير إ  أن nيول  
 .ةمرجج أو أكيثر nبيول  تيابقات ةوذجية في ان افذ   مما  شير إ  أن ان

 بالمقدار  أ نننننننننننننياا كي ير    w افذ  فيجت أن تكون ان  tnبحجي  نموذجي كي ير تيابس  ألا  من أجل دقيس يكيةا هتقت  الم اعشنننننننننننننة الآلافة   
2n𝑡H[𝑋 | 𝑆] مما  ع  : 

𝑛𝑡 ≈
log𝑤

H[𝑋|𝑆]
 (42.2) حجم تطابق نموذجي 

  tnlog فيكون   wlog ت ا نننننننت مس  tnو ا أن . tnيابس ذل حجي تنل tnlog 2 1 +و لموانننننننس انتيابس ابت  wlog ترمي  توافس تيلَّت 
 كون   (42.2). وبانتالي  من ارم   tnنتمي   ابت  wlog تبنت،دمحانة نموذجية   ومن أجل. وهكذا  كي ير   wنقيي   wlogقارلاة مس مهةم بالم

�̅�  ت نكل رم  م در بان مقا اا المعدل الميلوب   ≈ H[X | S]  تقر  اا. 
إ  انقيةة الميلوبة ع دما  عرف  �̅�    تي تقليلحجي لاافذ  كي ير جداا من أجل   ونكن الخمصنة ألا  جداا  اا دعيق نيل آلافا المذكيورانبرهان 
 مت ير. إ  قابترماز بادية حر  ا ت،دام  الم در و تيّ 

هي أن  عةقاا عضنننننننننننننننية أكيثر  فثةة. AEP تابس كيتلة الاحتةال عل  أكيثر من مجرد تجاهل عوامل انتقر ت في الآلاف  يول عدم اندعة 
الازدواجية  إهمالن موت تي ان عوبة الأخرى ات انبابقة. يابقغا ة انت ع دغا ت دأ إذ إما  خاصة لاوعاا  هاترمي   انواجترموز الم در   لبلة

 ان افذ . اةن ةوذجية ان ل بمانفي 
 .[36]من ع ل و  ر وز ف  يّخ جعل هذا انبرهان أكيثر دعة

 المناقشة 3.9.2

 :LZ77 قوم بتل،يص الأفكار الأ ا ية وراء الخوارزمية  
  افذ انفي  xننننننننننننن  ان ببيانمهور تردد  فيكون  WLLNالم در اقس  .w حجي كي ير جداا  ذات لاافذ في  xرم  انعدد تكرارات  𝑁𝑥نيكن  1.

𝑁𝑥 هو 𝑤⁄ تجقس انعمعة ننننننننننننننن 𝑁𝑥 𝑤⁄ ≈ 𝑝𝑋(𝑥) نتكناحتةال كي ير. وبالمثل  ب 𝑁𝑥𝑛  عدد تكراراتnx انتدد ان  ت دأ في ان افذ . فإن 
𝑁𝑥 ان بنننننننننننننننبي 𝑤⁄ يجقس ننننننننننننننن 𝑁𝒙𝑛 𝑤⁄ ≈ 𝑝𝑿𝑛(𝒙

𝑛) قيي احتةننال كي ير نبننw    من انتددات ان بننننننننننننننن يننة مس  اعةوعننةهننذه إن . جننداا كي ير
 24.بإح اييات الم در لا دتاج إ  معرفة مب قة عامةخوارزمية  LZ77ما ععل  يالاحتةالات ه

  SX[Hn2 >> w[ كيالات  إذا. Hn–2]SX[ لم نننندر ماركيوف هو nx ةم نننندر نموذجي ننننلبننننلة احتةال فإن   ةانبننننابق انفقر كيةا هو مواننننح في   2.
𝑁𝒙𝑛 فإن ≈ 𝑤𝑝𝑿𝑛(𝒙

𝑛)   وأن ددث كي ير   ع  ننننننننننر انبننننننننننابس  عت أن تكونن وفقاا و nx  إذاوعل  غو مواز  احتةال كي ير. ان افذ  بفي    
𝑛  ننيجدث عاد  من أجلدث. وبانتالي فإن انتيابس د ننر ا  nxفإن   SX[Hn2  << w[ كيالات ≈ (log𝑤) H[𝑋|𝑆]⁄ حي ةا ت نن ح w  

 .جداا   كي ير 
                                                           

 ".، " مكنك  صد كل شيء فقط با مشاهدةYogi Berraكما  قول ا س د  24 



 المُقطَّعة المصادر ترميز

55 
 

log⌋2 حادلالأ -الإق انيز ارمان.  بت،دم ان افذ إ  أفضل تيابس في   شيرن ابت log wو غ الأمر  تيلت   فإنأخيراا  3. 𝑛⌋ +  نتمي  ابت 1
2log (log𝑤) دود كون بح  ةنموذجي nومن أجل . من انتيابس n انيول H[𝑋|𝑆]⁄  مهةل نقيي وهوw    مقارلاة مس  ا  كفي كي يرlog 

w. 
(log𝑤) وغنكل مجةوعة من مُرمَّ اا  ابت  wlogحوالي  LZ77تيلت ت  بانتالي H[𝑋|𝑆]⁄ قس انكفاء  تقر  اا د أل إغا  الم ننننندر من رموز

�̅� ننالمثل   = H[𝑋|𝑆] يمارم    بتي w  ت  ح كي ير  جداا. 
 مدى إما عل . مختلفة زم ية اننننننننننةن مقا يل الأحيان من كيثير  في انعةلية  المةار ننننننننننة في تمهر كيةاة   المقيَّع ننننننننننادر  كن ان مر إ  الم

  اا موحد هيكما  نجد ما ولاادراا ل لافل الخوارزمية  تشننننننن ّ ان  الماد ة  المرم اتتبنننننننلبنننننننل عرانننننننها عل  مختلف  عبر أو جداا   و لة زم ية فتات
 ن شيء آخر.ممتفاوتة في بعير الأحيان من ن ة إ  أخرى  أو متفاوتة من لاص في ن ة ن يالاات 

ةاقلة تالم جان ةاذ  كيةا في   أكيثر ما  كون ه اك هيكل  ان اا فواحد   تي يسملف واحد أو لاوع  ة مسوافقتأ ر زم ية أع ننننننر  م أما اننننننةن
ف من م نننننننننندر ماركيو  الخرج  ون قل ول محدود   ةقيس ذل نننننننننندر كيمن الم يقي أكيثر ان مر إ  خرج الممن وقايس من انل ة لافبننننننننننها. ه ا 

 دل.جو ر الأ
. إلا   شير إ  LZ77زمية أداء الخوار  ور  إ  دبذلا  ؤدل بانضر لاافذ  أكيبر وجود ن أ  إ  ضاا أزم ية مختلفة  لمقا يل تشير انرؤ ة الآلافة

 انير قةنيل هو  ذ لموانننننس ان افثابت انيول انترمي  إن في الأج اء الأخير  من ان افذ   بحيث  كون أكيثر احتةالاا تيو لة  نننننان انتيابقاتأن 
ع دما تت ير  ثبالحدو  أ دتوعتا أع ننننننننننننر نتمي  فعال ن ا تتيلت  فإغالأكيثر حداقة اتيابقلتنأع ننننننننننننر  رمازكيلةات   ا ننننننننننننت،دم االأفضننننننننننننل. 

من ملء  دلاا ب من المرم  ومفك  انتمي  كلن ةمعروف اعت ا يةمن الم يقي أن   دأ انتمي  من لاافذ   و  نننننننننن ح نننننننننندر فج  . المإح نننننننننناءات 
 .LZ77 الخوارزمية ع ل ان دء في ا ت،دام عييات  اب كيةله ان افذ 
 

 قط عالم صدرالم عن ترميزخلاصة  10.2

نلبم ل  قة داخلية  بوصف   وأ ضاا  ا وبالحملفات الملفات ان  ية و  من ع يلة قيَّعلم ادر ما نكل منمهي  المقيَّس  درالمترمي  ن إ
. ومن محدد  عل  خرج بدلاا من انتكيياوتةلة  مخرجات الم نننندر  يفانتكيي  عل  انضننننرورل . من ةاقلية ننننادر انتالمو  المقيعة زم ياا  انتةاقلية

.  ادر  جداا انرجات لم،باأعل اهتةام مس  الأكيثر شيوعاا  نلة،رجاتانتكيي  عل  ان ةاذج الاحتةانية وذن  نتجقيس أفضل ا ط  المهي أ ضاا 
  تتيلت نماذج احتةال نفهي وتقييي  احتةالنلعةل بشننكل جيد في ظل عدم وجود نموذج  الم ننةةة  LZ77  مثل انعامة تق يات انتمي  إن

 كييفية عةلها.
إن  ادر . نا،رجات المعل  حبننننناب  انشنننننايعةاننننن ط جيد لم،رجات الم ننننندر   و ديول هو أببنننننط و نننننيلة نتانت ير الم ننننندر المترمي  إن 

 فئنة ان نناديننة الحر  اتز امننر   ودفر نند . تنقننابليننة فنن  انتمي  انفهوم عير الاحتةننالي الممتتننانيننة  ؤدل إ   يولان  مت ير  رمننازكيلةننات الحنناجننة إ   
كيرافت   تاججةدقس م الأكيثر عةومية رمازات ف  انتمي  انفر دو  الحر  ان ادية اتز ارممن  كيما إن  . ف  انتمي  انفر د اتز اببنننننننننننننننيية من رم

  ن  اء كيرافت  دقس متاججة وال الألأ ة مجةوعة من ثمة إجراء ببنننننننننننننننيط  اوتةلة نكل  ول. عمو  عل  ذن    انرمازعل  عدد كيلةات 
)وكييف  انرمازز  تعتةد فقط عل  أ وال كيلةات ا  وخ نننننننايص هامة أخرى نلرموحيث إن انيول المتوعسمس تل  الأ وال.  حر  رماز بادية

 .ذات بادية حر  مت ير  انيول ان  نيبت أ ضاا  اتز الا ت،دام رمفليل ثمة   ت نرموز الم در(   تخ ي هايخ 
س يول المتوعانالحد الأدنى عل   هين الالاتوبية فإالم ننننننننننننندر   رمازلومة نرموز احتةالات معب DMSفي الم نننننننننننننادر المقيعة عد ة انذاكير  

 كيلةة انرمازيول  ن أمثل ) ع  الحد الأدنىت ود خوارزمية هوفةان  ر قة ببيية لإعاد رماز بادية حر  مت ير انيول انفر د.  ف  انتمي  نرماز
 (.18.2و 12.2تةار ن انت ير المثل  )الامر الميول رمازات انايص المتوعس(. خوارزمية هوفةان هي أ ضا مفيد  لا ت،مص خ 

 نننندر إ   خرج المبننننلبننننل ت  تيّ تج لءت ير  انيول. ه ا المثابتة إ  ان اتز ارمان نتشننننةلت ير  انيول تمتد الم اتز ارمانأيس خ ننننايص تمتد 
أما من أجل الم نننننننننادر المقيعة عد ة . ع  نننننننننراا  nذات  ننننننننندر الم مجةوعاتمن أاد ة  اا واحد بوصنننننننننف  رم اا كيل  رمَّ     رم اا  nمؤنفة من كيتل 

H[𝑈]و H[𝑈]  قس بذالمتوعس فإن الحد الأدنى المتوعس نيول كيلةة انرماز  DMSانذاكير   + 1 𝑛⁄ .ذات الحر    اديةوبانتالي  كن نرمازات ان
 .المرعوبقدر انتقتب من حدود الالاتوبية ب انيول أنت ير م يول انثابت إ ان

ة. وبانتالي إذا كيان نرموز انداخلإ  ا ةلابننننن  مت ير  عدل المرم  ان تات تتك نأ يت ير  انيول هالمثابتة إ  ان اتز ارمانمبننننناوئ  إحدىإن 
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في  رمَّ  ان تات المف صننن عدل قابت )ر ا مس بعير فتات الخةول(  و عت تُ ذى ان تات إ  انق ا  يجت أن فرموز انوارد  معدل قابت  نل
 ادث  فجان لأل رتل ذل  ول م تهي.وه اك احتةال إعابي أن   أرتال

   كن DMSومن أجل الم ننادر المقيعة انعد ة انذاكير  يول. ه ا  ان ةيول إ  قابتان ةقابت انرمازات تتةثل بدرا ننةوجهة لامر بد لة ثمة 
 nفإن نقيي  AEPوبحبنننننننننننت تابس كيتلة الاحتةال . نموذجيةعير  ننننننننننندر إ  مجةوعة نموذجية ومجةوعة انرموز اوتةلة من المتقبنننننننننننيي مجةوعة 

 مؤنفةنموذجية  مجةوعات.  تيلت ترمي  nعيةة   اددز امس  1قتب من  احتةال كيلي ب ع  نننننننراا  nمؤنفة من نموذجية  مجةوعة 2𝑛H[𝑈] انك ير 

وجود    ونكن  بي يعة الحال  مسلافاا المذكيور  أ رتالمشنننننننننننننننكلة الأ وند حدّ الالاتوبية من قتب بت نكل رم   وبانتالي  H[𝑈] تقر  اا  nمن 
 أخياء في بعير الأحيان.

عل  المدى اعت ا ية م نننننندر  ترمي   ننننننلوك خوارزميات ندرا ننننننة AEP تابس كيتلة الاحتةال كيةا هو مف ننننننل في ان ص   كن ا ننننننت،دامو 
 انواحد. منلاب ة فشل تقتب دون  هاالالاتوبية لا  كن تجاوز حدود أن   يانانيو ل ن

انتفاصننيل بجليل ان ص هذا انتلا عُرل د ة. جو ر ببنننهونة إ  م نننادر ماركيوف الأ المقيعة انعد ة انذاكير  نننادر المعن  الآلافةتد ان تايج تم
انشننننيء المهي ه ا هو أن لارى أن إن نتجليل تف ننننيلي(.  [7] ننننم ننننل ماركيوف )الامر  عنانقراء المعرفة انمزمة أن  كون ندى  فتض  لا إذ

الم ادر انعامة )عل  حباب  نمذجةإ  حد ما  ها  وبانتالي  ك مرعوبة nلأل  ع  راا  n م ل مؤنفة من  نمذجة هاماركيوف  ك م ادر 
م نننننننننادر نلتعامل مس  م يقيةأكيثر   ر قةعاد  ما تكون  LZ77ة  مثل م ننننننننندر انعافإن رمازات المنماذج معقد  جدا(. من ان احية انعةلية  

  حد ما.معقد  وعير معروفة إ 
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 تمارين  11.2

مر  بانثالاية  8000عن  ر س أخذ انعي ات  عدل  معييات إق الايةان ننوتية  كن أن دول إ   الإشنناراتأشننار انف ننل الأول إ  أن  1.2
كيمم . كيةا أشننننننننار إ  أن مرم ات انكمم الحد ثة  كن أن ت تج إشننننننننار   Kb/s 64رم  مما   تج إشننننننننار  نكل  بت 8وانتكةيي  عدل 

إذا كيان الهدف ب بنننا ة إعاد  إلاتاج انكلةات انننةن كيمم مفهوم دون الاهتةام بتعر ف  (.16Kb/s-6هاتفية ب وعية جيد  ومعدل )
في هذا  لجإجابة صجيجةلج)ممحمة: لا توجد الميلوب  واشر  رأ  .  Kb/sالمتجدث  أو المعلومات  اإ...  اس تقد راا نلةعدل 

 عل   ر قة انبؤال والإجابة(. الاعتيادإ  حيث  هدف  .انبؤال ان امير
 والميلوب: v, w( VWp(باحتةانية ارت ان مُعرَّفة عل  فضاء احتةال  متجولات عشوايية مقيَّعة Wو Vبفرض أن  2.2
(a)  أن:  الا تقمنيةبرهن دون اعتةاد مفهومE[𝑉 +𝑊] = E[𝑉] + E[𝑊]. 
(b) إذا كيانبرهن ألا   V وW  نفإ  مبتقلتذمتجونذ عشواييذ E[𝑉 ∙ 𝑊] = E[𝑉] ∙ E[𝑊] 
 (c) بفرض أنV وW اقس انعمعننننننننة: أعط مثننننننننالا  عير مبنننننننننننننننتقلتذ E[𝑉 ∙ 𝑊] ≠ E[𝑉] ∙ E[𝑊]   آخر اقس انعمعنننننننة: ومثننننننننالاا 

E[𝑉 ∙ 𝑊] = E[𝑉] ∙ E[𝑊] 
(d)  بفرض أنV وW  مبنتقلتذ وأنσ𝑉

σ𝑊و  2
 بانعمعة:  عي  V + Wعل  انتتيت. برهن أن ت اعد الإشنار  W و Vت اعد الإشنارتذ  2

𝜎𝑉+𝑊
2 = 𝜎𝑉

2 + 𝜎𝑊
2 

E[N] برهن أن:  Nان جيجة الموج ة  rvمن أجل عيةة  حل انتةار ن انتانية: 3.2 = ∑ Pr (𝑁 ≥ 𝑛)𝑛>0. 
 (b) برهن بان ي ة انر ااية ان  تراها م ا  ة ألا  من أجل مت يرrv عشوايي موجت X تتجقس انعمعة E(𝑋) = ∫

0

∞
Pr(𝑋 ≥ 𝑎) 𝑑𝑎 

 (c) أجللا  من إان  تقول   ماركيوف متاججةأوجد 𝑎 ≥ Pr(𝑋 تتجقس انعمعة: Xوجت تجول انعشوايي الموالمت ير الم 0 ≥ 𝑎) ≤ E[𝑋]

𝑎
 .

Pr (𝑋 ار ننننيتلةيح:  ≥ 𝑎)  تابس نلةت ير كيa  حتى  0وعارن مبنننناحة المبننننتييل المةتد منa  حتى 0ومن عل  اوور الأفقي Pr (𝑋 ≥ 𝑎) 
 .E[𝑋] مس مباحة الم يقة الموافقة نن

 (d) ن إيف وان  تقول يتشننتشنني  متاججةأوجدPr(|𝑌 − E[𝑌]| ≥ 𝑏) ≤
𝜎𝑌
2

𝑏2
 وت اعد E[𝑌] م تهية بقيةة و ننيية Yمن أجل أل مت ير  

𝜎𝑌 م تهي
𝑌) مس: (c). تلةيح ا ت،دم انيلت 2 − E[𝑌])2 = 𝑋. 

 مس ممحمة أن  𝑓𝑋(𝑥) والموزعة بشننننننننننننكل مبننننننننننننتقل بتابس كيثافة احتةالي rv ننننننننننننلبننننننننننننلة من معاممت  nX, ..., 2X, 1Xبفرض أن  4.2
Pr{𝑋𝑛 = α} = Pr{𝑋𝑛 أنو  نكل عيي  0 = 𝑋𝑚} = 𝑚 من أجل .0 ≠ 𝑛 

 (a)أوجد Pr {𝑋1 ≤ 𝑋2}   [بانتو س بانعمعة انعامة والاكيتفاءلا  يلت أل حبابات  ةكيقيةة عدد ة ونيل عمعة]اعط اتواب. 

(b)  أوجدPr {𝑋1 ≤ 𝑋2; 𝑋1 ≤ 𝑋3} ( 1  كون أنبكلةات أخرى أوجد احتةالX  انع اصنر بذأصن ر {X1 ,  X2, X3}).  ه ا أ ضنا فكر[
 لا دبت[ –

(c)  بفرض أنNrv    دنيل أول إشارrv  1في انبلبلة أص ر منX:وانذل اقس   Pr{N = 𝑛} = Pr {𝑋1 ≤ X2; X1 ≤ X3; . . . ; X1 ≤

X𝑛−1; X1 > Xn}أوجد . Pr {N ≥ 𝑛}   كيتابس نلةت يرn.  تلةيح: تو يس نليلت(b). 
 (d)برهن أن E[𝑁] =  .3.2من انبؤال  a. تلةيح: ا ت،دم ات ء ∞
(e) 2…,فرض أن اX ,1X متجولات عشننننننننننننوايية  ننننننننننننلبننننننننننننلةiid   .اشننننننننننننر  عدم إمكالاية إعادأخذ كيل م ها من مجةوعة م تهية من انقيي 

Pr {𝑋1 ≤ X2} تابس كيتلة الاحتةال بدون معرفة pmf .اشر  لماذا تكون E[𝑁] = ∞. 
,𝑋1بفرض أن  5.2 . . . , 𝑋𝑛  نننننننننلبنننننننننلة من n وبفرض أن .نياق ا تجول عشنننننننننواييم Pr{𝑋𝑚 = 1} = Pr{𝑋𝑚 = 0} =

1

2
اخت ار  Z وأن. 

,𝑋1 نلبلبلة ان دّ ة . . . , 𝑋𝑛  أل 𝑍 = 𝑋1⨁𝑋2⨁…⨁𝑋𝑛 0⨁0 )حيث = 1⨁1 = 1⨁0و 0 = 1⨁0 = 1). 
(a)  1 <بفرض أن n هل  Z  1مبتقلة عنX؟ 

(b)  1هل–nX,…, 1Z, X مبتقلة؟ 

(c)  هلnX,…, 1Z, X مبتقلة؟ 
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(d)  هلZ  1مبتقلة عنX إذا كيان Pr{X𝑖 = 1} ≠
1

2
 .n=2؟ افتض أن 

 يل في  كيلةة رماز بادية لأل كيلةة رماز.ن بادية حر  عل  ألا  رماز زالاعرف رم 6.2
(a) 1.3.2انفقر   في عابلية ف  انتمي  انفر دتعر ف )ا ت،دم  ف  ترمي ها بشكل فر د.  تيّ  ات ان ادية الحر ز ابرهن أن رم  

 (b)رماز. هل  كن ف  ترمي  كيلةة بحيث لا  كون رمازاا ذا لاحقة حر  (2 ,2 ,1)ز  ولها اكيلةة رمذل   بادية حر ز اعن رم مثالا أوجد 
)وهذا هو  مي ع ل ف  انت  اعت ا ي  و ل إ  مفك  انتمي ؟ برهن أن مفك  انتمي  اتاج ن من الاتمار بت م هاحال وصننننننننننننننول آخر 

 .  ت الحاجة نتعر ف حذر نقابلية ف  انتمي  انفر د(

 (c)معاا. اشر  إجابت .ذا بادية حر  ولاحقة حر   كن اعت اره  (2 ,2 ,1)ز ارمز بيول كيلةة اهل  وجد رم 

فرانننننية ترتيت  بنننننت،دمز تاكيلةات رم  أ وال من مجةوعة الحر  ان ادية اتز اوالخاصنننننة بإلاشننننناء رم (2.2) بانعمعةالخوارزمية الموانننننجة  7.2
 أولاا. الأ واليت مثال عن فشل هذه الخوارزمية في حال عدم ترت أعطفي ان دا ة.  الأ وال

( بدلاا من الأاد ة وعدد صنننننننننننجيح D > 2)حيث  D-Aryرموز ذات أاد ة ببفرض ألا ا لار د )ولأ ننننننننننن اب محدد ( ترمي  م ننننننننننندر  8.2
لأشنننننجار امن ا نننننت،دام  بدلا D-Aryأشنننننجار  با نننننت،دام  D-Aryإ  حانة  3.2 انفقر كن تو نننننيس انتيو ر المي س في   لإق الاية.ا

 .الا ت،داموبذ لماذا ت ق  صالحة  D-Aryإ  حانة   (2.1)كيرافت    متاججة. عةي الحر  ان ادية اتز ارمة نتةثيل ق الايالإ
,𝑝1 لننن  احتةنننالات رموز  حر  ز بنننادينننةابفرض نننند  نننا رمننن 9.2 𝑝2, … , 𝑝𝑀  بننن  وال 𝑙1,  𝑙2, … , 𝑙𝑀 . فرض أن انيول المتوعسا �̅�  :اقس 

�̅� = H[𝑋] :والميلوب 
 (a) برهن أن𝑝𝑖 = 2

−𝑙𝑖  من أجل كيلi. 
(b) هي أرعام إق الايةالمرم    ق الايةاشنننر  لماذا تعتبر  نننلبنننلة الأرعام الإ iid نشنننر  4.2. )تلةيح: ا نننت،دم انشنننكل متبننناو ة الاحتةالات 

 .(عل  برهان عام الاعتةادلماذا تعتبر هذه ان تيجة صجيجة  دون  هذه انماهر  واشر 

10.2  (a) ّز المكون من ا أن انرمبذM  بحده الأع   عمةيالأيول ان متاججة كيرافت ز اقس اكيلةة رم M–1 .هذه تضةن  اشر  لماذا
 غايياا. اتز اعدد انرمأن  كون الحانة 

 (b) بفرض أنS(M) ز انكامل وان  دتول عل  اعدد أشننننننجار انرمM  ز اشننننننجرتذ مختلفتذ إذا كيالات كيلةات انرم اعتبر. الاتهايية عقد
𝑆(2) ز. برهن أناتجاهل مجةوعة رموز الم  س وانتيابس بذ رموز الم  س وكيلةات انرم أل .ةالموافقة لهةا مختلف =  M > 2 وألا  من أجل  1

𝑆(𝑀) فإن: = ∑ 𝑆(𝑗)𝑆(𝑀 − 𝑗)𝑀−1
𝑗=1  حيث𝑆(1) =  عاد .  1

 الأ وال انفر د ون نتمي  ا نف  عابما  اا ز افرض أن رما(a) انفر د(  نتمي ف  اانقابلة ن اتز امن أجل انرم متاججة كيرافتبرهان ) 11.2
𝑙1, … , 𝑙𝑀. برهان أن:ون ∑ 2−𝐿𝑗𝑗 ≤ 𝑛 انعمعة انتانية من أجل كيل عدد صجيح برهن  1 ≥ 1: 

[∑2−𝑙𝑗
𝑀

𝑗=1

] = ∑  ∑ … ∑ 2−(𝑙𝑗1+𝑙𝑗2+⋯+𝑙𝑗𝑛)
𝑀

𝑗𝑛=1

𝑀

𝑗2=1

𝑀

𝑗1=1

 

 (b) بذّ أن ه اك حداا واحداا في اتالات الأ ن من كيل  لبلة من كيلةات انرمازn  أل  نتمي  مجةوعة واحد  عدد ع اصرها(n  𝒙𝑛 )
𝑙𝑗1حيث  + 𝑙𝑗2 +⋯+ 𝑙𝑗𝑛 .هو انيول انكلي نتل  انبلبلة 

(c)  بفرض أنiA  عدد انبم ل ان  تمل  انيولi:برهن أن   

[∑2−𝑙𝑗
𝑀

𝑗=1

]

𝑛

= ∑ 𝐴𝑖2
−𝑖

𝑛𝑙max

𝑗1=1

 

(d) حدد انتمي  انفر د   ف  ا ت،دم عابليةiA أنبرهن و الأعل   من: 
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[∑2−𝑙𝑗
𝑀

𝑗=1

]

𝑛

≤ 𝑛𝑙max 

 (e) ب خذ اتذر من المرت ةn وجعل 𝑛 →  .متاججة كيرافت برهن  ∞
𝑀 حجةها فرض وجود م  س ب اد ةلا 12.2 = |𝒳| = 1} رموز ون  احتةالات 4 3⁄ , 1 3⁄ , 2 9⁄ , 1 9⁄ }.  
 (a)مثالي لهذا الم  س. حر  ز باديةاا ت،دم خوارزمية هوفةان لإعاد رم 

 (b) مثالي آخر ن  مجةوعة أ وال مختلفة.حر  ز بادية الإعاد رما ت،دم خوارزمية هوفةان 

 (c)مثالي آخر ونكن لا  كن أن   تج عن خوارزمية هوفةان. حر  ز باديةاأوجد رم 

𝑝1 باحتةالات اا رم   M = 4ند  ا أاد ة من  13.2 ≥ 𝑝2 ≥ 𝑝3 ≥ 𝑝4 > 0. 
 (a)إذا كيان 𝑝1 = p3 + 𝑝4 1 ذل كيلةة رماز بيولز هوفةان آخر اوبرهن وجود رم ز هوفةان  ل  أ وال متبننننننننننننننناو ةابرهن وجود رم 

 .3 واق ذ آخر ن بيول 2 ى بيولخر أو 

(b)   1 ننأوجد انقيةة انعمةp  (maxp) 4  كون ع دهاp+  3= p1p. 

(c)  1 ننأوجد انقيةة ان  رىp  (minp )4  كون ع دهاp+  3= p1p. 

(d)  برهن ألا  إذا كيانmaxp>  1p 1ز بيول ا ل  كيلةات رمز هوفةان افإن كيل رم. 

(e)  برهن ألا  إذا كيانmaxp> 1 p 1ز بيول امثالي  ل  كيلةات ترم حر  ز باديةافإن كيل رم. 

(f)  1برهن ألا  إذا كيانp>  minp 2 ول لها هوفةان  في أل رمازز ارمانكيلةات   كيل  فإن. 

 (g) بفرض أنM > 4أوجد أص ر عيةة . 𝑝max
𝑝1 بحيث ′ > 𝑝max

 .1ز بيول رماز هوفةان  ل  كيلةات اتضةن أن رم ′
 :ا متباو ة الاحتةالرم   Mبفرض وجود م  س ذو  14.2
 (a)نيكن 𝑘 = ⌈log𝑀⌉ . هي  ز هوفةانارمبذ أن أ وال كيلةة انرماز المةك ة في k وk – 1. 

 (b) كيتابس نلقيةةMأوجد عدد كيلةات انرم  ان  تمل  انيول   𝑘 = ⌈log𝑀⌉المتوعسز ا. وما هو  ول كيلةة انرم �̅�  مقا اا بان ت نكل
 رم  م  س.

 (c)عرّف 𝑦 = 𝑀/2𝑘  اكيتننت �̅� − log𝑀   كيتننابس نلةت يرy .1 لهننذا انتننابس انننننننننننننننةن اعننال عمة أوجنند انقيةننة ان 2⁄ < 𝑦 ≤ هننذا  .1
�̅�  واح أن حد الالاتوبية  < H[𝑋] +  عير مقيَّد في هذه الحانة المتباو ة الاحتةال. 1

,1,2} بنن انند ننة ارم   M  انننذاكير   لننس عنندا بفرض ننند  ننا م  س مقيّ  15.2 … ,𝑀} مرت ننة وبنناحتةننالات 𝑝1 > 𝑝2 > ⋯ > 𝑝𝑀 > 0  .
𝑝1 فرض أنا < 𝑝𝑀−1 + 𝑝𝑀. نتكن 𝑙1, 𝑙2, … , 𝑙𝑀  متوعس لهذا الم  سحر  ذل  ول أص رل ز بادية اأ وال رم. 
 (a)برهن أن 𝑙1 ≤ 𝑙2 ≤ ⋯ ≤ 𝑙𝑀. 
(b) فإن: الألافز ابرهن ألا  ع د ا نننننننننننننننت،دام خوارزمية هوفةان نتونيد انرم 𝑙𝑀 ≤ 𝑙1 + )تلةيح: تعامل فقط مس أول خيوتذ من  .1

 الخوارزمية(.

 (c)أن: برهن  𝑙𝑀 ≤ 𝑙1 +   ول أص رل متوعس. لذ حر  ع د ا ت،دام خوارزمية هوفةان أو لا نتونيد رم  بادية 1

(d) فرض أن اk= 2 M  من أجل عدد صجيحk .حدّد 𝑙1, … , 𝑙𝑀. 
(e) 1+فرض أن ا k< 2 M < k2 من أجل عدد صجيح k. حدد 𝑙1, … , 𝑙𝑀. 

16.2  (a)0} زات قمقية انرموزرماتو نننننننيس إجرايية هوفةان ن ادرس, 1,  فكّر بدلانة كيلةات رماز بوصنننننننفها أوراعاا في أشنننننننجار قمقية. .{2
ر س ان دء بشننجر  قمقية وتو ننيس انشننجر  عن  ب أوراق.. لاحظ ألا  لا  ك   ر نني شننجر  قمقية كياملة ب ربس ارم   M = 4فرض أن ا

  كن ب اء شجر  قمقية كياملة. M ع د أل عيي نلأاد ة بذّ   إ  عقد متو ية الأوراقدو ل 

 (b) كييفية تعةيي إجرايية هوفةان ندعي انرموز انثمقية معتةداا عل  لاتيجة انيلت انبابس.  اشر 
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 (c) {0.1 ,0.1 ,0.1 ,0.2 ,0.2 ,0.3} ةالاتالاحتا ت،دم خوارزميت  من أجل مجةوعة. 

𝑝1 باحتةالات مرت ة {M ,... ,2 ,1} ا رم   Mتمل   Xبفرض أن  17.2 ≥ 𝑝2 ≥ ⋯ ≥ 𝑝𝑀 > بعد الم،فَّير هو الم  س  'Xفرض أن ا . 0
  أول خيو  من خوارزمية هوفةان.

 (a) الالاتوبيةعبر عن H[X]  الالاتوبية بدلانةنلة  س الأصلي H[X']   كيةا  لي:نلة  س الم،فَّير 
H[𝑋] = H[X′] + (𝑝𝑀 + 𝑝𝑀−1) H(γ) (43.2) 

H(γ) ية اودد بانعمعة:ق الاالإ ةلاتوبيتابس الا H(γ) حيث = −γ log γ − (1 − γ) log(1 − γ) .أوجد انقيةة الميلوبة من γ  نتجقيس
 .(43.2)انعمعة 

(b) 1 نتكن ة خوارزمية هوفةان  از الموند  بو ننننننننافي شننننننننجر  انرمv رموزنل الأوراقو ننننننننية ان  تمثل عقد تانعقد  الم M 1و–M. وبفرض 
𝑞1 = 𝑝𝑀 + 𝑝𝑀−1   1هي احتةال انوصننننننننول نلعقدv  3… ,تكن نوبشننننننننكل مشنننننننناب   انرماز. اننننننننةن شننننننننجرv, 2v و نننننننية تهي انعقد الم

 ر ؟شجان كاملعقد  اتذر نانو ية الموجود   ا في ذن  ت ة خوارزمية هوفةان. كيي عدد انعقد الماالمتبلبلة والموند  بو 
(c) 2…, نتكنq, 1q  2… ,احتةالات انوصننننول نلعقد انو ننننيييةv, 1v  برهن أن (1بنننناول  احتةال انوصننننول نلعقد  اتذر )لاحظ أن .

�̅� = ∑ 𝑞𝑖𝑖. تلةيح: لاحظ أن �̅� = 𝐿′̅ + 𝑞1. 
(d) عبر عن ]X[H  عت أن اول الحد ذو انتتيت  و نننننننننننننننية.تكيةجةوع نلعقد المi   علiq والالاتوبية الإق الاية H(𝛾𝑖) نقيةة 𝛾𝑖  ددد

. )تلةيح: 𝑣𝑖   شننننر ية عل  انوصننننول إ 𝑣𝑖 عل  أغا احتةال الالاتقال نلأعل  من انعقد  المتو ننننية iلاحقاا. عد  كون مفيداا تعر ف 
 (aالامر ات ء 

 (e) انشرون ان  تتجقس ع دها )بدلانة الاحتةالات و الالاتوبية الآلافة( أوجد�̅� = H[𝑋]. 
 (f) ان يغهل تعتبر �̅� وH[𝑋]  ية )با ت،دام احتةالات والاتوبية انعقد  المتو  زات هوفةان فقط؟ أو  كن تي يقهارماخاصة بالآلافة

 كيامل؟  اعت ا ي رماز بادية حر عل  أل المعدنة( 

𝑝1 قسد اا رم   M +1 ل  انذل  Xقيس المعشنننننننننننننننوايي ان انرم  ادرس 18.2 ≥ 𝑝2 ≥ ⋯ ≥ 𝑝𝑀 >  ز باديةافرض تونيد رما. 𝑝𝑀+1=0و  0
موج ة وذات عيةة ص ير  جداا  MP 1+أن  عل    يل المثال افرض) M 1+ عل  كيلةة رماز نن ولتز ااوهذا انرم X بانرم خاص  حر 

  .ن فر(من انذن  تقرب 
 (a)أوجد �̅� انرم  هوفةان  تضةن نرماز M+1 بدلانة �̅�   نرماز هوفةان اذف كيلةة رماز انرمM+1 

(b) بدلاا من رم  واحد باحتةال صفر   وجدض ألار اف   n   ذه الحانة.له (أ). أعد حل انيلت مشابهاا  ارم 

 قس انعمعة:د XYانعشنننننننننننوايي  انرم  ةفإن الاتوبي ذ مبنننننننننننتقلو  ذمقيع ذعشنننننننننننوايي  نرم   Yو Xإذا كيان ألا   (12.2) ت ذّ المعادنة 19.2
H[𝑋𝑌] = H[𝑋] + H[𝑌] .فإن:  الا تقمنية افتاض   بدونه ا لار د إظهار ألاH[𝑋𝑌] ≤ H[𝑋] + H[𝑌]  

 (a):بذ أن 
H[𝑋𝑌] − H[𝑋] − H[𝑌] = ∑ 𝑝𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) log

𝑝𝑋(𝑥) 𝑝Y(𝑦)

𝑝𝑋,𝑌(𝑥, 𝑦)
x∈𝜒;y∈Y

 

(b)  ّأنبذ  H[𝑋𝑌] − H[𝑋] − H[𝑌] ≤ H[𝑋𝑌] أل  0 ≤ H[𝑋] + H[𝑌] 
(c) نتكن nX , ...,2X, 1X  بانضرور  مبتقلة. ا ت،دم انيلت ونيبتعشوايية مقيعة  ارموز (b)  أن يانن 

H[𝑋1𝑋2…𝑋𝑛] ≤ ∑H[𝑋𝑗]

𝑛

𝑗=1

 

. هذا انتةر ن  شنننننننننننتس عمعة تبنننننننننننة  }Mp, ..., 2p, 1p{ وتابس كيتلة الاحتةال {M ,... ,2 ,1}ب اد ة  Xعشنننننننننننوايي انرم  ان ادرس 20.2
لامر ة ترمي  اننننننننننننننجيج انق ا . عكل نبرهان  انعمعة هذهتبننننننننننننننت،دم و لأول رم .  1p والاحتةال H[𝑋] ةلاتوبيبذ الا فالاو متاججة

 1pو Mاعتبر  (d)وحتى  (a)خمفاا نذن . ومن أجل انيل ات من  0وانقيةة  X 1 =ع دما  1  خذ انقيةة  اا عشننننننننننننننوايي رم اا  Y نيكن



 المُقطَّعة المصادر ترميز

61 
 

 قابتان.
 (a) عنعبّر  H[𝑌]  ية:ق الاالإ ةلإلاتوبياتابس بدلانة 𝐻𝑏(α) = −α log(α) − (1 − α) log(1 − α). 
 (b) ماهي الإلاتوبيا انشر يةH{𝑋|𝑌 =  ؟{1
(c)  ّأنبذ  H{𝑋|𝑌 = 0} ≤ log  (𝑀 −  .Mp, ..., 2p نمحتةالاتالم ا نننت  الاختيارع د  تبننناو  كييف  كن دقيس هذا الحد بوبذ   (1

 H{𝑋|𝑌} نلجد الأعل  (c)ادمج هذا مس انيلت 
 (d) أوجد انعمعة بذH[X] وH[XY]. 

(e) ا ت،دم H[𝑌] وH{𝑋|Y}  نلجد الأعل H[𝑋]  ّنمحتةالاتالم ا ت  الاختيارع د  تباو   كن دقيق  ب أن الحد وبذ Mp, ..., 2p. 

(f)  من أجل عييM وبفرض أن   انبنننننابقة لافبنننننهاMp2, ..., p, 1p وبفرض أن  اعت ا يةmaxp  1 ,... ,هي انقيةة الأعمةية نلةجةوعةp{

}Mp هل   ق  الحد الأعل  ان اتج في انيلت .(d)  1صجيجاا إذا ا ت دن اp  بانقيةةmaxp  ذن ؟ اشر. 

 ,0.5}المتبلبلة انتانية  بالاحتةالات {a, b, c} ل  انرموز  Xو نرم  عشوايي  iid , ...2,X1X شس م  س مقيس بدون ذاكير  رموز  21.2

0.4, 0.1}.  
(a) أوجد انيول المتوعس �̅�min  لأفضل رم  خالي ان ادية مت ير انيول منX. 
(b) أوجد انيول المتوعس �̅�min,2   2كي ب ة نل تات بانرم  لأفضل رم  خالي ان ادية مت ير انيول منX. 
 (c) من أجل ألDMS :هل تتجقس انعمعة انتانية �̅�min ≥ �̅�min,2 ؟ اشر  إجابت 

تعبر عن الأ وال انو يية كي ب ة ان تات بانرم   �̅�min,3و �̅�min,2و �̅�min,1 نيكن   = {1, 2, …, M}ب اد ة  DMS Xمن أجل  22.2
�̅�min,3 بانتتيت. برهن أن 3و 2و من أجل رم  هوفةان  ≤

2

3
 �̅�min,2 +

1

3
 �̅�min,1. 

  هذا الم  س بتق ية . لارمّ 0.1b(Xp = (و Xp)0.9a = (ية عشنوايية حيث إق الا نلبنلة رموز  2X, 1X…,  بفرض (Length-Runترمي  ) 23.2
بذ كيل  aوجود عدد مرات عن  ر س إح اء  و يية رعام بل خرج الم  س قاب.  Run-Lengthانيول تبة   إ  مت ير  ترمي  مت ير 

b وبانتالي ادث خرج و نننننيط ع د كيل حدوث نلرم   .متتانيةb و ا ألا ا لا لار د نلأرعام انو نننننيية أن ت نننننح كي ير  جداا  ُ بنننننت،دم .
. aوع د كيل قامن  bأ انعد من جد د ع د تل  ان قية. وبانتالي تمهر الم،رجات ع د كيل انثامن و  د  aعل  انرم  8انرعي انو يط 

 فعل    يل المثال أول  ير ن  دلان عل   لبلة من مخارج الم  س والخرج المتو ط المقابل لها.
b a a A a b b a a a a a a a a a a b a a a b 

4     0 2   8        3    0 

0100     0000 0100   1        0011    0000 

و ت س  0بتات أولها  4ز ذات رماوتخ ننننننيص كيلةة  8نلةت ير ان ننننننجيح انو ننننننيي  1 رمازالمرحلة ان هايية من انتمي  هي تخ ننننننيص كيلةة 
 وهذا مواح في انبير انثانث والميلوب: .7حتى  0تمثل عيةة انع اصر من إق الاية بثمقة بتات 

 (a) نتمي  بشكل فر د؟ف  اانكلي عابل ن انرمازبذ لماذا  كون 

 (b) أوجد انعدد انكلي المتوعس من بتات الخرج الموافقة نكلb.  تضننننننننننننننةن هذا انعدد ان تات الأربعة نتمي  الحرف b  وبت انتمي  انواحد
 . bان  تب س الحرف  aأحرف  8نكل  لبلة متتابعة من 

(c)  بذ أن عدد بتات رم  ق ايي اةن المرم   2010باعت ار  ا لة منb  0.1الموجود  في رم  اندخل تمل  احتةانية عانية عر  ة من. 

 (d) عارن بذ ات أ ن(b) و(c) لإعاد �̅� .انعدد الموعس من بتات الخرج اةن رم  اندخل 
24.2  (a) بفرض وجودDMS  شس h وt  نكل م هةا ومن أجل 0.5باحتةال ε = 𝑇𝜀 حبتا 0.01

 ؟5
 (b)أوجد 𝑇𝜀

ε و Pr(t) = 0.9و Pr(h) = 0.1من أجل  5 =  ؟0.01
𝑝𝑋(𝑎) حيث }b, a{ب اد ة من رم  ن  DMSبفرض ند  ا م  س  25.2 = 𝑝𝑋(𝑏)و 2/3 =  لبلة  nX, ..., 1X=  nXوبفرض أن  1/3

 والميلوب: n = 100,000رموز عشوايية من الم  س دقس 
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(a)  بفرض𝑊(𝑋𝑗) = −log 2/3  من أجلa = jX و– log 1/3  من أجلb=  jX أوجد ت اعد .)jX(W. 
 (b) من أجلε =  .24.2 اودد  بانعمعة الحد عل  احتةال اعةوعة ان ةوذجية يلت تقد ر  0.01

(c)  بفرضaN  عدد بتاتa  في انبلبلةnX,…, 1=XnX وبانتالي فإن .aN  الخاص بنrv  هو مجةوعiid rv's n يلت دد د هذه  .rv. 
(d)  عن عبّر )nXW(rv    كيتابس ننaNrv   ولاحظ كييف  عتةد ذن  عل .n. 

(e)  عن اعةوعة ان ةوذجية نلجدود عبّر aN كيةثال( 𝑇ε
𝑛 = {𝒙𝑛: α < 𝑁𝑎 < 𝛽 )واحبت  و. 

 (f) أوجد انقيةة المتو ننننننية وانت اعد ننننننننننننننننننننننNa. عرّب Pr{𝑇ε
𝑛} لمركي  ة ا با ننننننت،دام تقر ت لامر ة ان ها ة المركي  ة.  قُيّي تقر ت لامر ة ان ها ة

Pr{𝑇ε
𝑛} بفرض أن 𝑁𝑎 عوصي  تو ط وت ير 𝑁𝑎 .انفعلية 

Pr{𝑇ε أحد أهداف هذا انتةر ن هو إظهار أن متاججة تش شيف المبت،دمة في واس حدود
𝑛}  في ان ص اعيفة جداا )عل  انرعي من

عت أن تكون كي ير  جداا  nأغا حدود صننارمة  بي ةا انتقر ت ان وصنني ه ا دعيس لابنن ياا نك   نيل حداا(. الهدف الآخر هو أن   ذ أن 
 نلةجةوعة ان ةوذجية نت دو نموذجية.

من أجل  nx. أوجد احتةانية كيل  نننلبنننلة م فرد  i 2 ,1 ,0=من أجل  }i=  NaPr{ان اتجة في المثال انبنننابس  أوجد  rv'sمن أجل  26.2
الأكيثر  string-n. ما هي nXان  تمل  احتةانية أعمةية من أجل كيل عيي عي ات  nxانبننننننننننننابقة. أوجد انبننننننننننننلبننننننننننننلة اودد   iعيي 

 احتةالاا وبرهن لماذا تعتبر هذه انبم ل نموذجية؟
εوأل عدد صننننننننن ير  nب اد ة غايية. من أجل  ول كيتلة  iid نننننننننلبنننننننننلة رموز  2X ,1X... ,بفرض  27.2 > من  اتيد لاعرف اعةوعة  0

 كيةا  لي:  nان فوف من انرت ة 
𝐺𝜀
𝑛 = {𝐱𝑛: 𝑝𝐗𝑛(𝐱

𝑛) > 2−𝑛[H[𝑋]+𝜀]} 

 (a) ّكييف  كن اشتقاقبذ  𝐺𝜀
𝑛 من اعةوعة ان ةوذجية 𝑇ε

𝑛. 
 (b) ّأن:بذ  Pr(𝐺ε

𝑛) ≥ 1 −
σ𝑊
2

𝑛ε
 .Xهو نوعاريخ تابس كيتلة الاحتةال نن  Wحيث  2

 (c)حدد الحد الأعمةي من انع اصننننننننننننننر في 𝐺𝜀
𝑛 وان  تكون من انشننننننننننننننكل |𝐺𝜀

𝑛| < 2𝑛[H[𝑋]+α]  و حدد عيةة.  من المفتض أن تجد(
  كن اعادها  ونكن نل نتبرهن ألا  لا  كن ا ت،دام عيةة أص ر في الحد الأعل (. أص ر عيةة نن 

 (d):بفرض أن 𝐺ε
𝑛 − 𝑇ε

𝑛 مجةوعة ان ننفوف ان ولاية المتواننعة في 𝐺𝜀
𝑛 وعير الموجود  في 𝑇ε

𝑛أوجد الحد الأعمةي نننننننننننننننننن . |𝐺ε
𝑛 − 𝑇ε

𝑛|  من
𝐺ε| انشكل

𝑛 − 𝑇ε
𝑛| ≤ 2𝑛[H[𝑋]+β] و أوجد  .الأص ر ة 

 (e)أوجد غا ة |𝐺ε
𝑛 − 𝑇ε

𝑛| |𝑇ε
𝑛|⁄ ع دما 𝑛 → ∞. 

𝑇ε اعةوعة ان ةوذجية 28.2
𝑛 بفرض و  تدع  عمعة و كلي ان ةوذجية. بفرض ند  ا م  س مقيس بدون ذاكير  المعرفة في ان ص عان اا ما

𝑁𝑗(𝒙 أن
𝑛) عدد انرموز في انبلبلة ان ولاية n

x  الم خوذ  ع د انقيةةjبانتالي  كن تعر ف اعةوعة ان ةوذجية انقو ة . 𝑆ε
𝑛 :بانعمعة 

𝑆ε
𝑛 = {𝒙𝑛: 𝑝𝑗(1 − ε) <

𝑁𝑗(𝒙
𝑛) 

𝑛
< 𝑝𝑗(1 + ε);   𝑗 ∈ 𝜒} 

(a) أن: ذّ ب 𝑝𝑿𝑛(𝒙
𝑛) = ∏𝑗  𝑝𝑗

𝑁𝑗(𝒙
𝑛). 

(b)  ّأن كيل بذ nx  في اعةوعة𝑆ε
𝑛 حتةالتمل  الا 

H[𝑋](1 − 𝜀) <
− log 𝑝𝑿𝑛(𝒙

𝑛)

𝑛
< H[𝑋](1 + 𝜀) 

 (c) ّألا  إذا كيانبذ  𝒙𝑛 ∈ 𝑆𝜀
𝑛 فإن 𝒙𝑛 ∈ 𝑇𝜀′

𝑛 :حيث ε′ = H[𝑋]  أل أن 𝑆𝜀
𝑛 ⊆ 𝑇𝜀′

𝑛 
 (d) ّألا  من أجلبذ  δ >  فإن: nوأل عدد كي ير  0

 Pr (𝑿𝑛 ∉ 𝑆𝜀
𝑛) ≤ δ 

1 عل  غو م ف ل  jتلةيح: ب خذ كيل حرف  ≤ 𝑗 ≤ 𝑀 بذ ألا  نكل عيي  n  انك ير Pr  (|
𝑁𝑗

𝑛
− 𝑝𝑗| ≥ 𝜀) ≤

𝛿

𝑀
 

 (e) ّألا  من أجل بذ δ >  فإن: nوأل عدد كي ير  0
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(1 − δ)2𝑛[H[𝑋]−ε] < |𝑆ε
𝑛| < 2𝑛[H[𝑋]+ε] (44.2) 

ان  تدل عل  اعةوعة المثانية انضننننننننعيفة.  1.7.2تمثل لافل ان مر ة نلةجةوعة ان ةوذجية انقو ة مثل ان مر ة  (e)و (d)لاحظ أن ات أ ن 
.  ننننن بنننننت،دم مماقلة انقو  (27.2)( أكيبر جدا من تل  ان  دقس انعمعة 'و )ب خذ انعمعة بذ  (44.2)الميلوبة نتجقيس انعمعة  nإن 

 انق ا  انضجيجية.فيةا بعد في برهان لامر ة ترمي  
29.2 (a)  المت ير انعشنننننننواييnD  عرف كييول  نننننننلبنننننننلة ان دا ة نل تات المرم   الميلوبة نتمي  أول  4.7.2 انفقر في n  .بت من دخل الم  س

لم  س ا أوجد  م ل اندخل و م ل الخرج المرم   الموافقة الميلوبة نتمي  ر انة 23.2الم ذ في المثال  Run-Lengthفةن أجل ترمي  
 .1Xأحرف م در كيجد أدنى ع ل أن لاتةكن من ف  ترمي   8تلةيح: عت ترمي   .1Dنن  pmf الأو  والايمعاا من هذا أوجد تابس

(b)  أوجد تابسpmf 2 نننننننننننننD.  أحد أهداف هذا انتةر ن إع اع ا أنnD  هو متجول عشواييrv  مفيد لإق ات ان مر ات  نك   نيل مفيد
 الأو  n ك   أن  عتةد عل  أكيثر من أحرف الم در  nDنلجباب انتف يلي. كيةا   ذ أ ضاا وبواو  أن 

. وبانتالي فإن م  س ماركيوف S {4 ,3 ,2 ,1}=وتمل  أربس حالات  0ت دأ بالحانة المبننننتقر  من انلجمة  1S ,0S..., ننننلبننننلة ماركيوف  30.2
 والميلوب: 3بحجي  X {a, b, c} = ل  أاد ة الم  س  2X, 1X…,الموافس 

 
 (a)احتةالات الحانة المبتقر   أوجد{q(s)} .نبلبلة ماركيوف 

(b) 1[ أوجدX[H. 

 (c) أوجدH{𝑋1|𝑆0}. 
 (d)نتمي  انفر د وانذل اقسف  اوصفاا نلة  س انقابل ن أعط �̅� = H{𝑋1|𝑆0} .لمرم . واشر  كاشف اافتض أن الحانة ان دايية معروفة ن

 .0لمرم  ممحقة الحانة بعد انلجمة فك  الماذا  كن لم
 (e) ّمراع ة خرج الم  س بدون معرفة الحانة. ما هو انعدد الأعمةي من رموز الم  س ان  عت مراع تها ع ل معرفة الحانة؟ بفرض ألا  تتي 

  يلت اشتقاق انعمعة انتانية: .رموز عشوايية مقيعة nX, ..., 2X, 1Xوبفرض  n=2من أجل  (37.2)مبت،دماا انقاعد   31.2

H[𝑋1, … , 𝑋𝑛] = H[𝑋1] +∑H[𝑋𝑘|𝑋1, … , 𝑋𝑘−1]

𝑛

𝑘=2

 

 من انرموز هي ذالا رم  عشوايي. kوا  ل لافب  إذا كيالات اعةوعة  (37.2)في  n = 2تلةيح: ا ت،دم عاعد  انبلبلة من أجل 
 والميلوب: اعت ا يبتوز س حانة بدايي  ... ,S0, S1رجود ة مقيعة أبفرض وجود  لبلة ماركيوف  32.2
 (a)انشر ية بذ أن:  ةبا ت،دام انعمعة الأ ا ية نلإلاتوبيH{𝑆2|𝑆0𝑆1} = H{𝑆2|𝑆1}. 
 (b) ومن أجل (31.2) باعد  انتةر ن 𝑛 ≥  بذ أن: 2

H[𝑆1𝑆2…𝑆𝑛|𝑆0] = ∑H[𝑆𝑘|𝑆𝑘−1]

𝑛

𝑘=1

 

(c)  0ببط ذن  ع دما تكونS . في الحانة المبتقر  

(d)  2... ,من أجل م  س ماركيوف بخرجX ,1X :بذ لماذا تتجقس انعمعة H{𝑋1…𝑋𝑛|𝑆0} = H{𝑆1…𝑆𝑛|𝑆0}.   كن تقييد هذه إ =  n
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 في الحانة المبتقر . 2

 (e) (40.2)ا ت تج انعمعة. 

 وان افذ  ان دايية مشننار دتها بخط.  8W =بفرض أن  ول ان افذ   001010110000011101عل  انبننلبننلة  LZ77لافذ خوارزمية  33.2
 Lempel-Zivز ف -عت دليل بقية انبلبلة با ت،دام خوارزمية نية ل

𝑥1 الإق الايةعل  انبلبلة  LZ77بفرض تي يس خوارزمية  34.2
10,000 = تكرار نل فر مت وع  5000هذا  ع  وجود . 050001400001000

  w = 1024فرض أن حجي ان افذ  . اتكرار نل فر 1000تكرار نلواحد و  4000بن 
 (a) ّكييفية ترمي  انبلبلة انبابقة واعط انبلبلة المرم   شارحاا  م لها ات يية.بذ  

(b) ما هو  ول انبلبلة المرم  ؟ 

 (c)فرض أن حجي ان افذ  أصننن ح اW = 8لاحظ أن لاافذ  بهذا الحجي ان ننن ير  نننتعةل    ما هو  ول انبنننلبنننلة المرم   في هذه الحانة؟(
 فقط نلأمثلة ان بيية حقيقة مثل هذا المثال( 

 (d) ّفقط ا ت،دم الحدس ه ا. .الم در لخرج اا جيد نموذجاا لم  س ماركيوف بحانتذ وانذل  عتبر  اا ي نموذجصة 

 (e).أوجد الإلاتوبيا الموافقة ن ةوذج الم  س انبابس بواحد  ان تيرم  الم  س 

35.2  (a) ّلتابس كيتلة احتةا  ألا  إذا يخ اختيار رم  خالي ان ادية مثالي )في حانة انيول المتوعس الأصنننننننننن رل( من أجل ألبذ pmf اقس( 
𝑝i انشرن ≤ 𝑝j )فإن  ول كيلةة انتمي  اقس 𝑙i ≤ 𝑙j  وا ت،دم ذن  نبرهان ألا  من أجل 𝑗 ≥  فإن: 1

 𝑙𝑗 ≥ ⌊log 𝑗⌋ + 1 
 (b)  خالي ان ادية من أجل الأعداد ان جيجة الموج ة  عرف ب لا فعانية المقارب نلرم lim

𝑗→∞

𝑙𝑗
log  𝑗

-ما هي فعانية المقارب نلرم  الأحادل   
 انث ايي؟

 (c) ّ1إلاشاء رم  خالي ان ادية من أجل الأعداد ان جيجة الموج ة ع دما تكون فعانية المقارب تباول   كييف  تيّ بذ. 
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 التكميم .3
 

 ممقدمة في التكمي1.3 

تب، ذازها )نص، ولفات ال ابلل ناقش الفصللا البللارم ز وفك ترم ز وفك الونارم الوز. تع. زتزر  الونارم الوز. تع وتهللم افزواد ر      

(. فزناتا 1.3 )بلللبللا( الونرم الزوابل  تونارم الوتاع )انل  ال للنا توززارتا( رالإهللارع إلأ هنها زنتب روبارع ال ر.ع ال ايلفع لز وفك ...إلخ

 ال ر.ع ال فذا الفصللا ز وفك ترم ز وفك ززارم وب ال.فد الزوابلفع. فبللوأ ز وفك الونرم لل.فد الزوابلفع ًا ال رالزنوفد. وم ول لع هب فذا فت هفهلل

 .التب أ لز وفك/رم الز وفك الوتاع

 
هذا ا فصل  موضوع وت م ز ا منابع ا متقطع ، منابع ا تتابع ا تماثلي ومنابع ا موج . إن ا تكم م وا ذي هت م ز وفك  :1.3 الشكل

 هو ا طبق  ا وسطى و نبغي أن  كون مفهوماً  بل محاو   فهم ا طبق  ا خا ج   وا تي تتعامل مع منابع ا موج .

نوذاع هنب  وب ذلم فت ت اء وب الوزغف ات الت تائفع الزوابلفع. ال ارم  2U, 1U… ,نوذاع ال.فد الو يلع إلأ الونود ًلأ  نا ززارم  بززد  

 عو يا و وك الونرم الوز. م ًلأ  نا ززارم وب ال وتك الت تائفع. تًلفه، فنرغ  زصوفد الونود ر فث فبزافب لواوتًع وب الو يلت الو زول

الوبز بب هفهال لوتالاع الو يلت النا  ا ا ال ر نا ويزلف ًب وتالاع  لا هب فنتب وصووال ر.  لززارم ت ف  وب الو يلت الت  فع. توب

 رإب ال.فد، نبارع الا زواا اليفا  الوبال  لهذا الغ ض. ر نا ور ئ  زت   الو يلت ال ائتع ا ال، ت

, …2U, 1U  بزؤيذ ًلأ هنها وزغف ات ً تائفع زوابلفع وبز.لع توتكًع ر نا وزواباically distributed Independent and ident

variables (iid) random ( ترم زارم نبارع ا زوااpdf وت أ )(u)Uf. 

وب هاا  mV رل mU اله ف فت هب زوبا نات  ·،2V،1Vوم زبلبا قفد ً تائفع وز. تع  2U, 1U… ,ف ارم الونود رالزت فف، زبلبا ال يا 

فونب رم ز وفكه ر  ف.ع ت ف ا بفله   (1.3) ز ته وونب. ًلأ ر ض هب الو وك/وفنم الز وفك ر  ال ر.ع ال ايلفع ر  ال نا رأقا   m نا

. ز ًأ اهع 2U, 1U… , ًر  ال ر.ع التب أ )ف ا  له را تا الر ث( لزوبفا ال يا ر  ي ج الو وك الوز. م تبفو    2V،1V… ,الزبلبا 

 ف  واوتًع ونزهفع وب ال.فد ال .ف.فع، تًا ال وا فزد   mV لر ث لأب الأرا فع لنا الوزغف ات الت تائفع الوز. تع ر.ع الونود را تا الالي ج 

 وك هرا ي. لذا بفُ لب زارم ر ث ر  اهع الي ج وب  Mوب هاا  Mإلأ  1ز تفلهد إلأ واوتًع هي ى وب ال وتك نأً ا  ص ف ع وب 

 .mVهاا الإًا ا لل.فوع الت  فع 

 M. ركفا ا اف ر نا  mUقفوع ووننع ًن فا لا فونب زوبفا إ ا ا ال يا  M ص  الي ج إلأ  ، إذا زد  (1.2)ف. ا ت وناق زه ر  النوا زو  

 تفن.ص الز ته نوتذافال تلنب ر تب الزيلص ونه نهائفال. دب الزنوفز ب  ف

فبزي د  .V−  U[(E(2[ز ته ًلأ الن ت لل فف الوزتب  الز رفت  زت ، فزد  Vإلأ قفد ً تائفع وز. تع  Uزنوفد قفد ً تائفع زوابلفع  ًن وا فزد  
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بفزهح  ر  فذا الفصا ل.فاس الز ته. mean-squared error (MSE) لي أل الوزتب  الز رفت رلز ته )تالذي ف ًأ لالوزتب  الز رفت  

ر نا ه لز ته فت تبفلع قفاس ولئوع لز تفا ز ته الززارم إلأ ز تلًن    ابع ز تفا الوتاع إلأ ززارم ر  الفصا ال.ا د هب الوزتب  الز رفت  

 الوتاع.

لنلد برفا الوباا و وكات النلد الفتالع إلأ نواذج اًلأ ز ته. زبزن  للفنام رتض الوباتئ ًن  قفاس الز ته روفهتد الوزتب  الز رفت  

بفع لرتض هنتاع هي اء إًا ا الرناء وب الآي فب، ًلأ برفا الوباا هنب   با بالر  ي. زبزفف  وب  .ف.ع هب الوبزوتفب وب الناس فنتنت

البواح رأي اء نرف ا ًن وا زنتب الإ ا ا ًالفع هنب  وب هب زنتب الإ ا ا ناًوع. إب ز وفك النلد فت وتهتع ايزصاص  تلا نولم التقت 

ز ته بف ت  الت ف  وب الوفاففد اله ت فع لل  ابات للفت  .فاس الوزتب  الز ررالنبرع ل(. إلا هب رهد الهغ  [10] الو املت هه )انل  

 الوز. وع.

ال.فد الت تائفع الزوابلفع ر  الززارم ر نا ونفصا رالنبرع لل.فد الت تائفع  زنوفدبفزد    فث( هتلال scalarالبلو  ) دبنتزر  رفوا فل ، الزنوف

 n-tupleتنا صف وب النزا  nهتلال الزاكئع إلأ نزا وب ال.فد الت تائفع  نا بفزد  (. تفvector) عالزتاوا وم الزنوفد ال تاًف الأي ى. بد بفزد  

 . اًلأ    وهزنوف فزد  

. لا .ال، لز ته الياهم لل.فت  ًلأ  اد هرا فع الزنوفدلزصغف  الوزتب  الز رفت  ر عالبلو  تال تاًف دبزنتب الو.ا رع الأتلفع للزنوف

. فذه ف  الو.ا رع الأنبب للزنوفد إذا ناب ززارم الي ج دالي ج الونو انز ترفعًلأ  لز ته الياهم لل.فت ل بنزتاوا وم زصغف  الوزتب  الز رفت 

 الوتار.ع. الانز ترفع الع الهي لزيففض ً   الرزات الو وكا ر  ال وك الونود لأقا وب  ،ز وفك ونرم ر  ف.ع رتالع ال الونود و وك

 م السلميالتكمي 2.3

ون .ع  هب نا ز ًأ رونا م الزنوفد. ًلأ ر ض ℛ1, ..., ℛ𝑀واوتًع اكئفع  M إلأ ℛالبلو  واوتًع الأً ا  ال .ف.فع  د.بد الونوفُ 

𝑎𝑗  رن. ع زوبفا ℛ𝑗 زنوفد ف  وااا؛ بفزرفب لنا ق فرال ص ع فذا الف ض، زوبا نا ون .ع ∈  ℛ𝑗. ًن وا فتل  الونرم ً   وا  ∈  ℛ،   فزد 

→ 𝑣(𝑢): ℝ}البلو  ن الع  دفونب اًزرا  الونو .ja زنوفد فذا الت   إلأ الن. ع ℝ} ز.ارا رفها ال.فد ال .ف.فع الزوابلفعز u  وم ال.فد ال .ف.فع

∋ 𝑢 وب هاا jv(u)= a  فث v(u) الوز. تع ℛ𝑗. 
 . تراًزرا دوب يلا الونو   2u(v), 1u(v,(  ,...م ززارم و.   ر 2u ,1u, ... الززارم الزوابل  لل وتك ذات ال.فد ال .ف.فع وُ.ارلع فزد  

... ,2u ,1u  2... , ًفنات وب ززارم ً تائ قفدU ,1U . ُالزارمنزج ف v(u)  ال ً تائف وز تلال  kV لنا kU ،أيذف kV ال.فوع ja  إذا ناب𝑈𝑘 ∈ ℛ𝑗 .

فع إبنان أً ا ر 2V ,1V, ...م .   وز وفك الززارم الت تائ  ال فزد   .}M..., a ,1a{تع رأرا فع فت قفوع ً تائفع و.    kVد ترهذا فنتب نا ي ج ونو

 الأي اء. يااٍ وبم. فذا رف ض هب الإ باا إ بالها بد رم ز وفكفا تإًا زها إلأ نفس الززارم الو.     فث فزد  
لنف ض ر نا ور ئ  هب الونا م ف  واالات ، تنفففع ايزفا  ن.ا  الزوبفا الوتار.ع. ℛ1... ℛ𝑀ايزفا  ونا م الزنوفد  نفففعبن  س هتلال 

 : ر فث (2.3) و زرع نوا ر  ال نا

, ∞)1 Mb= (M R ], ...,2b, 1b= (2 R ],∞, b(= 1 R. 

 .Ma 1, ...,a تف : Mتن.ا  زوبفا  1 Mb...,  ,1bنهافع وااا  عن.  1Mت وبزتى M ز  ف  ونود ذت فنذا فزد  

 

 مناطق ا تكم م ونقاط ا تمث ل :2.3 الشكل

 ر فث فنتب وزتب  الي أ الز رفت  هصغ  وا فونب؟ Mنفف فونننا ايزفا  ونا م تن.ا  الزوبفا وب هاا قفوع وتفنع لل 

 الزتاوا وم فذا البؤاا ر  ف.زفب:  فزد  

  وب ن.ا  الزوبفا  واوتًعرف ض ل فنا}ja{نفف نيزا  الواالات ، {ℛ𝑗}؟ 
  رف ض ل فنا واوتًع وب الواالات{ℛ𝑗}  الزوبفا، نفف نيزا  ن.ا }ja{؟ 
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 اختيار المجال من أجل نقاط تمثيل معطاة  1.2.3

 ja، فنتب الي أ الز رفت  لل ℝ ∈ u{ وب هاا هي j ≤ M ;1ja ≥ايزفا  الواالات الوتار.ع لواوتًع وب ن.ا  الزوبفا الوت اا } البهاوب 

. فذا فتن ، ًلأ برفا jaرأق ب ن. ع زوبفا  u{( وب يلا زوبفا jaاتله هصغ  وا فونب )وب هاا ن.ا  زوبفا بارزع } فزد  الذي  )ja − u(2 فت

 رفب الواالفب jb  إلأ الن. ع الأق ب لهازفب الن. زفب. ترهذا فاب هب ف.م ال  u ز تفا ًن فا فزد   ja 1+ ت ja و صت ا رفب uالوباا، إذا نانت 

jR تj+1R   ونزصف الوبارع رفب ن. ز  الزوبفاتر  ja  1+ت ja1 ،  فث – M ≤ ≤  j1 .  فت أjb  :رالتلقع 𝑏𝑗 =
𝑎𝑗+𝑎𝑗+1

2
تفذا ف    نا  

 ل  لللز ته لا فزتلم رالنوتذج الا زوالون .ع زنوفد، تفله  لواذا نتر  ًب نا ون .ع روااا. وم ول لع هب زصغف  قفوع الوزتب  الز رفت  

, ...2U ,1U. 
 

 اختيار نقاط التمثيل لمجالات محددة  2.2.3

لها قفوع وز. تع  kUوهوال. ًلأ برفا الوباا، وب الوتلتد رأب نا  2U ,1U... , الا زوال  لل النوتذجللإاارع ًب البؤاا البان ، بفنتب 

{ ف  قفد kUايزفا  فذه التفنات ًلأ هنها ن.ا  الزوبفا. لنف ض الآب رأب ال.فد الت تائفع لل } تز تي ر.  ًفنع تا  ا ر  نا وااا، بفزد  

 uنا ًفنع U(V( ، ز تا}jaوب هاا قفد وت اا وب الن.ا  } Uf)u(ً تائفع زوابلفع وبز.لع توتكًع ر نا وزوابا وم  الع النبارع الا زوالفع لل 

 jR ∈  إلأja  لز ته رالتلقع:ل. فت أ الوزتب  الز رفت 

MSE = 𝖤[(𝑈 − 𝑉(𝑈))]
2
 = ∫ 𝑓𝑈(𝑢)(𝑢 − 𝑣(𝑣))

2
𝑑𝑢

∞

−∞

 = ∑∫ 𝑓𝑈(𝑢)(𝑢 − 𝑎𝑗)
2

ℛ𝑗

𝑑𝑢

𝑀

𝑗=1

 

(1.3) 

وب هاا إفاا  هصغ  قفوع للزناوا الوتارم )زذن   ja ، وب اله ت ي ايزفا  ناja ر  الواوتًع (1.3) لل صتا ًلأ هصغ  قفوع للوتا لع

  .}jR ∈ u فث } Uإلأ زارم نبارع الا زواا ال     لل   jf(u)هب الونا م زتزر  بارزع فنا(. ز ف  ال الع 

𝑓𝑗(𝑢) ≈ {

𝑓𝑈(𝑢)

𝑄𝑗
if  𝑢 ∈  ℛ𝑗;

0, otherwise,
 

(2.3) 

 :jRوب هاا الون .ع  jR  UPr{=  jQ{  فث

∫ 𝑓𝑈(𝑢)(𝑢 − 𝑎𝑗)
2

ℛ𝑗

𝑑𝑢 = 𝑄𝑗∫ 𝑓𝑗(𝑢)(𝑢 − 𝑎𝑗)
2

ℛ𝑗

𝑑𝑢 
(3.3) 

. نل ل هنه u(jf(لزارم وزتب  الوزغف  الت تائ  ترم زارم نبارع الا زواا لر فث فنتب  ja رايزفا  (3.3) ن صا ًلأ هصغ  قفوع للوتا لع

 :فنتب  aتقفوع  .ف.فع  Yوب هاا هي قفوع ً تائفع

(𝑌 − 𝑎)2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑌2̅̅̅̅ − 2𝑎𝑌 ̅ + 𝑎2 

𝑎 إفاا  هصغ  قفوع ًن وا فنتب فزد   = �̅�. 
لي أ الونابب. فاب هب ل{ لإفاا  الوزتب  الز رفت  ja{ تالن.ا  }jbواوتًع وب ال  ت  الز  فاب هب ز ..ها ن.ا  النهافع } تاببزففذا 

ترم زارم النبارع  jU للوز تا الت تائ  وزتب  ال.فد الت تائفع ja هب زنتب نانوا فاب ، ت1ja+ ت ja الن. ع الوزتب ع رفب jb زنتب نا

𝑈 ر    هب زنتب Uالوزتب  ال     لل  jaرنلوات هي ى، فاب هب فنتب  .𝑓𝑗(𝑢) الا زوالفع ∈  ℛ𝑗. 

وب ن.ا   M وب هاا ً   وتفبتذلم لوزتب  الز رفت  للي أ لوب اله ت ي ز .م فذه ال  ت  وب هاا إفاا  هصغ  قفوع فزرفب هنه 

لوزتب  لإلا هنها زت فنا رن ا هتلفع  تا إفاا  هصغ  قفوع  ،الزوبفا. تلنب فذه ال  ت  لفبت نارفع، نوا بفزهح ًر  وباا ر  نهافع الفصا

 لي أ.الز رفت  ل
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 Lloyd-Maxخوارزمية لويد ماكس  2.3.3

الز  ز .م ال  ت  اله ت فع. ترتات  فذه ال  ت  زنتب اليتا كوفع  }ja{تن.ا  الزوبفا  }jb{لإفاا  ن.ا  النهافع  25يتا كوفعف  

يلا ز  ف  الو نلع تز تف  ال  ت  اله ت فع. ز.تد اليتا كوفع رربا ع رأوبلع الأقباد الاكئفع  وب Max ت Lloydتاه ع ا ال، ناب إبهاد 

 وب هاا ن.ا  النهافع الا ف ا.  }ja{هوبلع الن.ا   ، توب بد فزد  }ja{وب هاا واوتًع وتفنع وب  }jb{هوبلع ن.ا  النهافع  البار.ع،  فث فزد  

 .و    ال.فوع u( Uf(لزارم تزارم نبارع ا زواا ل M ف  دوبزتفات الونوف ض هب ً   رف  نالزال :  اليتا كوفع

 .M< a · · · < 2a <1aن. ع زوبفا  Mب ايزفا  واوتًع اًزرا فع )ً تائفع( ززألف و فزد   1.

  .ja+  + 1 ja= 1/2 ( jb (، فزد ز  ف   ≥ j، 1  M≤   j1وب هاا نا  2.

ًلأ   +ت −ال.فوزفب  Mb ت 0b )زت أ ، jb− 1,  jb( ∈U[ فث  لوباتفع للوزتب  ال     ل ja ز  ف  ، فزد    ≥ j، M≤   j1وب هاا نا  3.

 ال (.تالز

 لي أ وهولع بد نزتقف. ل زأ زصرح الز بفنات الوهارع ًلأ الوزتب  الز رفت   3ت  2 نن   الي تزفب  4.

 انثالاية وانثانثة. تذنل،يو  ل،ي  )أو   ق  كيةا هو( ع د كيل ت فيذنانتبيعي  المتو ط ت اعص 
عل  المتو ط  معذ. ت تهي الخوارزمية ع دما    ح انتجبذ  ان ة  فهو  قتب من حدّ  اا ل،ي  لا   خذ عيةنالمتو ط انتبيعي  ا أن 

   ع دها عت أن ت تهي الخوارزمية بعد عدد محدد من تكرار الخيوات. > 0ل،ي  أعل من عيةة معي ة نانتبيعي 
ًتهال ًب النهافع الصغ ى ال اولع. لنف ض  MSEفذا الوباا هب اليتا كوفع فونب هب زؤ ي إلأ نهافع صغ ى و لفع لل  رف ب: ف1.2.3 مثال

رفه بلث ذ تات، نوا فت تاهح ر  ال نا  𝑓𝑈(𝑢)زارم نبارع الا زواا له  U ً تائ  وز تا، تM = 2د، ً   ن.ا  الزوبفا رفه نو  هنه ل فنا وُ 

(3.3).  

 

 .مثال على مناطق ونقاط ا تمث ل ا تي تحقق ش وط  لو د ماكس دون ا تقل ل من ا متوسط ا ت ب عي  لتشوه :3.3الشكل 

، ي ىالون .ع التا  ا ًلأ ابنزفب وب فذه ال.ود، ووا فؤ ي إلأ ال.لفا وب الز ته، رفنوا بفوبا الراق  ال.ود الأ زُغ  هنه فاب هب  التاهحوب 

رفنهوا. فاب ًلأ الن.ا  تالونا م  2a إلأ تقتع الن. عرالإهارع  ℛ2وب نل ال.وزفب ر  هقصأ الفوفب  ز ته قلفا. ر  ال نا، ز.مووا فؤ ي إلأ 

هب ال.وع ر  هقصأ الفوفب وب ال نا هنب  ا زوالفع وب ال.ود الراقفع.  ول لعونب ف هب ز .م ال  ت  اله ت فع تلا فونب هب زز بب و لفال.

ف  وب  Lloyd-Maxزغ   ال.وزفب ر  هقصأ الفبا  ترالزال  رإب يتا كوفع   ℛ1 نانت لز ته هقا إذال بفنتب الوزتب  الز رفت ترالزال  

 . Hill-climbingنتع يتا كوفات 

                                                           
أصبح/ شاأع  على نطاق . أج  / أبحاث  و د في مخاب  ش ك  بل و 1960في ا عام  J. Max، و1957في ا عام  S. P. Lloydطو / هذه ا خوا زم   بشكل مستقل من  بل  25

 .1960في ا عام  [18]. ب نما نش / أبحاث ماكس [16] 1982واسع على ا  غم من أنها  م تنش  حتى ا عام 
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 26ف  ووننع.غز بفنات إهارفع هفع التصتا إلأ قوع الههرع،  فث زصرح  فزد  زت فا فذه ال.فد  زأ  نر ه رواوتًع اًزرا فع وب ال.فد، فزد  

ًلأ نا ونها  Lloyd-Max  ف.ع هي ى وت.تلع ل ا فذه ال الع ف  هب ن اتا وم الت ف  وب ن.ا  الر ء الويزا ا ً تائفال بد ن رم يتا كوفع 

 بد نأيذ ال ا الأرها، لنب فذا لا ف. د نزائج و هفع  فث لا فتا  هي   ف.ع ًاوع لز  ف  وزأ نا  ال ا الأرها.

 

 شعاعيال مالتكمي 3.3

صف  nروا هب توز تا ونرم ر  آب تا  . فذا وا ف ًأ رالزنوفد ال تاً ،  n رنفس   ف.ع ز وفك الونارم للونارم الوز. تع بنتالج زنوفد

 فث   n= 2رت . بن نك ًلأ ال الع الز  فنتب رفها   nيقفد ً تائفع ر  رهاء وزاه  ذ) تاع( وب ال.فد الت تائفع فونب هب فنل  له نوزاه 

 رإوناننا  بد ال نا الزتهف  .

ه   الو.ا رات الووننع ل ا فذه ال الع ف  زنوفد نا رت  ر نا وبز.ا ًر  ونود بلو . فنزج ًنه  رنع وبز فلع لونا م الزنوفد نوا فله  

ا ونود   التا  . فنذا فنتب لأرهي أ للرت  التا   فت ذازه للونود البلو  رابزي اد نفس ً   الرزات للرتللر  الأبفا. الوزتب  الز رفت  

 بلو .د  تاً  بنائ  الرت  ي أ وزتب  ز رفت  للرت  التا   ًلأ الأقا وباتٍ لأرها ونو

 
 .مستط ل ثناأي ا بعد ممكم :4.3الشكل 

 و .البل در  الونو ن. ع زوبفا، نبزي د نفس ال  ف.ع الز  ابزي ونافا M لإفاا  هصغ  ي أ وزتب  ز رفت  لونود  تاً  بنائ  الرت  ل فه

,𝑎𝑗)} زوبفا بنائفع الرت  عن.  M وؤلفع وب واوتًع هنه زد  ايزفا  . رف ضوتال هوا فونوا ى زب فب ً تائفزف( قفوزU′,Uلزنب ) 𝑎𝑗
  فث {(′

1 ≤ j ≤ M . ،ن. ع زوبفا، فتر  ًنها رن.ا  صغف ا. هي وب ن.ا  الزوبفا فاب ايزفا فا إذا ناب 16 فنامًلأ برفا الوباا، ر  ال نا هًله

 ال فنزج ي أ ز رفتف (j', aja)إلأ  (u′, u)وب ن.ا  الزوبفا؟ الاتاب بها، روا هب الز تفا وب  Mتواوتًع وتفنع  (u′, u)ل فنا كتج وب التفنات 

 ر  الفهاء الإقلف ي. (u′, u) إلأالأق ب  (j', aja) الن. عفاب ايزفا  ، ر)ju' −a(+ 2)ju −a'(2ل.فوع ل فال وبات

  ماالون زنتبهي ن.ا  زوبفا هي ى. تفنذا إلأ  هاون (j', aja) الأق ب إلأ (u′, uف  واوتًع الن.ا  ) jRرالزال ، فاب هب زنتب الون .ع 

}jR{ رت تنتي م از ًأ فذه الونا م ون ال نفا؛الوبارع  ف  ونا م Voronoi ونا م   ت  إب  .لن.ا  الزوبفا الوت ااVoronoi  ف  ونصفات

ح رال نا ه ناه.ترالزال  رإب ونا م الوبارات ال نفا ف  رالتوتد ونا م وزتاو ا رفب ن.ا  الزوبفا الوزاات ا.  ب، نوا فت وته   وُهل م وُ   

وب هاا واوتًع وتفنع وب الونا م ًر  ايزفا  ن.ا  تذلم  لي أ هصغ  وا فونب نوا ر  ال الع البلوفع،لفونب اتا الوزتب  الز رفت  

هوب فذه الونا م. بد رت  ال صتا ًلأ الواوتًع الا ف ا وب ن.ا  الزوبفا، فونب زصغف  الوزتب  الز رفت    فع  تبائ  زوبفا لزنتب ال

 ز.ا ب إلأ نهافعز، تالز  فاب هب Lloyd-Maxنبيع بنائفع الأرتا  ليتا كوفع فت فنا للن.ا  الا ف ا.  Voronoiلي أ ًر  ابزي اد ونا م ل

 . nلي أ. تفونب زتوفد فذا ورا  ا ًلأ هي رت  وب ال  اع للوزتب  الز رفت  لو لفع  صغ ى

. عبلوفال اتونووالهاا لوزتب  الز رفت  للي أ وب لر.  رإفاا  النهافع الصغ ى الو لفع  Lloyd-Maxنوا  هفنا بار.ال، ز.تد يتا كوفع 

وب ال.فد  ال زتكً ،1U ,2Uًلأ برفا الوباا، ًن وا زنتب  .  فثات ال تاًفعوالونو هبته وب هاا النهافع الو لفع الصغ ى زصرح و نلع

البلو   دًن وا ف ..ها الونو Lloyd-Maxف .م   ت   (4.3) البلو  ر  ال نا دالونوالوزوابلع الوبز.لع ًب رتهها، وب البها  ؤفع هب 

                                                           
  على وادٍ  لعثو الأفضل أن نطلق على هذا خوا زم   هبوط ا وادي، لأن ا مطلوب هو ا حد الأدنى، وبسبب عدم ا قد ة على استخدام ا مناظ   في  ع  ا وادي  د  كون من  26

 أكث  عمقاً.
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 الز رفت  للي أ.  للوزتب هب زنتب ال.فوع الصغ ى  . بفزهح ق فرال هنه وب غف  اله ت ي(10.3)انل  الزو فب  الوتارم

فتزر  . تnف  هب زت.ف  الزنوفد فك ا  ر نا هب  راك فا  الو نلع  ناب الزنوفد ال تاً  وتهتع ر ب  للت ف  وب الرا بفب لت ا بنتات.

 ر  اع ًالفع. غف  وبز.لع إ صائفال ا ال ، إلا ر   اا نانت قفد التفنات  .رتار n لي أ وم اك فا للز رفت  انيفاض الوزتب  ا

 
 .Voronoiمناطق : 5.3الشكل 

 

  انتروبيا  المرمز  مالتكمي 4.3

الو نلع ال .ف.فع. إب ال   الأ نأ  وب ن.ا  الزوبفا فت M لي أ لت   وت ألفاب ًلفنا الآب هب نزباءا رفوا إذا ناب ز.لفا الوزتب  الز رفت  

 H[V] دي ج الونو رانز ترفعالوذنت  ر  الفصا البان  لفنتب و نتوال  دتالو لتب لز وفك ي ج الونو  �̅�𝑚𝑖𝑛الوزتقم وب ً   الرزات لنا  وك

 لانز ترفعي أ للع لز.لفا الوزتب  الز رفت  فز لب ونا  .ال الو اتل د. لذا رإب زتقم ز وفك ونرم رتاا للي ج الونوMتلفس ر اد هرا فع الزنوفد 

 هنب  وب ً   وتفب وب ن.ا  الزوبفا.  H[V]وتفنع 

. إب (1.3) تفنتب  ائوال وزهونال ر  الو.ا رع ذات ال ر.ات لز وفك الونرم الووبا ر  ال نا انز ترفال الو وك  دزبوأ فذه الو.ا رع الزنوف

فتت  لز.نفات  ز ترفال ان، لذا رإب الزنوفد الو وك الانز ترفعفت ر نا و اره غالرال وا فبوأ رز وفك  ترفعالانز ز وفك الونرم الوز. م ال. فب وب    

 .الانز ترفعالزنوفد الوصووع لزنتب وزرتًع رز وفك 

لذا رإنه وب هاا واوتًع وتفنع وب الونا م تًن  ايزفا  ن.ا   ر.  را زوالات ونا م الزنوفد. دلي ج الونوH[V]  الانز ترفعز  ف   فزد  

. توم ذلم وب هاا واوتًع وتفنع وب ن.ا  الزوبفا رإب الونا م الوبلأ لفبت الانز ترفعزوبفا ن    رهذا فتن  ز.لفا ز تفهد ر تب زغفف  

. ع الفاصلع رفب ون .زفب وزاات زفب لفبت راله ت ا الن زت البلو ،  د)ًلأ برفا الوباا، ر  الونو Voronoiراله ت ا هب زنتب ونا م 

 هب زنتب وزباتفع الرت  ًب ن. ز  الزوبفا(.

بلث  فت الوت.تا رإب الايزفا ،  Uص  وب هااتتزارم نبارع ا زوال  غ H[V]  1/2  ًلأ برفا الوباا توب هاا ونود بلو  ر   

 .H[V]  1/2 ر فث فنتب p  م اليا افع لها ا زوالفع ونيفهع زباتي الا زوالفعاتالون 2p − 1ونا م. الون .ع التب أ لها ا زوالفع ًالفع 

ات البلوفع فت رالأ  ى و نلع نرف ا. فونب ال صتا ًلأ ووب هاا الونو الانز ترفعلي أ الياهم ل    لإب ز.لفا الوزتب  الز رفت  

 اوها لز .فم فونب ابزيرًن وا فنتب ً   الن.ا  نرف ال هنه اله ف نرف ا. هي  فعانز ترنل ا ًوف.ع ًب الو نلع رالنل  لل الع الز  زنتب رفها 

 هغلب ال الات التولفع.زوبا  بب ال ل رإب فذه ال الع إلا هنه توب  ؛ي أ ونيفضللوزتب  ز رفت  

 Mا ففبزي د ال.فت  ًلأ ً   ن.ا  الزوب تفتي أ للذت وزتب  ز رفت  هصغ ي  دالوباا الربف  الزال ، هب الونو ر اًزر   1.4.3. مثال

 .H[V]الانز ترفع الذي فبزي د ال.فت  ًلأ  درالو.ا نع وم الونو
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 .H[V] وا ق ود على Mمقا ن  ب ن ا ق ود على  : 6.3الشكل

ر   u(U f = (2f ت 1L ر  الوااا  U f)u = (1f اتالذي فأيذ ر.  قفوزفب وتارزفب، فو U f)u( زارم نبارع الا زواا وب ال بارز ال له  الوباا اكءفُ 

رفوا ً ا ذلم. فونننا الزنوفد ر نا ونفصا ربرب الزراً  النرف  رفب الواالفب،  تب ال.فاد رأي ن. ع زوبفا ر   u(U f 0 = ( هبت ،2L الوااا

 2M/2L=2ت 1M/1L=1 تلفنب .2M  =7ت 1M =9 فت ً   ن.ا  الزوبفا ر  نا وااا. ل فنا ر  ال نا 2Mت 1M الون .ع رفب الواالفب. لفنب

ا زنتب ن.ا  الزوبفا ر  و نك ننوا ت ه،وم الإ ا ا إلأ هب لنا ون .ع زنوفد ر  وااا وت أ ال تا نفب ،ونا م الزنوفد رفب الواالات ه تاا

زتكع ونزلد ر  وااا  ا، ر فث فنتب فذا الي أ ذi لي أ تالو  ت  ر  ون .ع الزنوفد ذات ال تال فنتب الوزتب  الز رفت  وااا زنوفد.

𝑖∆ ف بب ربهتلع لفنتب تالذي ،i ال تا
تًلفه فت أ ناوا ، i if فت i و.اسذات وتفنع ر  ون .ع زنوفد  التات ب ا زواا إ. 2/12

 لي أ ترم:لالوزتب  الز رفت  

MSE = 𝑀1
∆1
2

12
𝑓1∆1 +𝑀2

∆1
2

12
𝑓2∆2=

1

12
∆1
2𝑓1𝐿1 +

1

12
∆2
2𝑓2𝐿2  

(4.3) 

ف   2Mت  1M. ترزاافا ال.ف  هب L 1∆/1= L 2+ M 1M = M +2/∆2ال.ف   رتات  ∆2ت  ∆1وب هاا فذا الي أ زصغف    فونب هب فزد  

 ∆iايزفا   لي أ الأصغ ي ف  ث ًن وا فزد  لهب الوزتب  الز رفت   (4.3) . فله  الزو فبنرف ا( M)تفذا ون .  وب هاا  هً ا  ص ف ع

 : رنلوات هي ىت، ifل ل  الزنتفر ذ ال وم الافزنابب ًنبلز

∆1
∆2
= (

𝑓2
𝑓1
)
1/3

 
(5.3) 

.  فث فتا  الا زواا الأنر وونب رذا هنر  اه  لأننا نفذا تاقت ، ت ،ون .ع الزنوفد فزناقص وم كفا ا نبارع الا زواا و.اسفذا فتن  هب 

 الزأبف  قلفا ا ال، فزنابب    ال وم الاذ  الزنتفر .نتب  فتالوفاائ إب الأو  

 (4.3)و فب تفرفب الزفذا الوباا، ر  ل.ف   الانز ترفعع ايهإ ومي أ هصغ فال للالوزتب  الز رفت   اتلناإذا  وفااأا الأنب الأو  ق  فنتب 

 هتا نفبلها ال  فتاصاالبلو  ًن وا زنتب نا ال د. ف ًأ الونوهالزنوفد لها ال تا نفب رتاصا إب نارع الوت ا الو زفم، ت ر    ذلم  فث 

 وت ا و زفم. يلها يصائص ووفكا وب هاا زنوفد ذ عات البلوفع الونزلووال.ا وع هب الونو . اتبزتهح الف .الونزلد دالونور

 

 المعدل المرتفع  اتذ انتروبيا  المرمز  مالتكمي 5.3

بارع ن فاتاووا ونا م الزنوفد صغف ا ر نا نافٍ فونب هب ناتا  فث  عالو زفتد الزنوف تات ذات وت لاوف نك فذا ال.بد ًلأ الونو

  الا زواا بارزع ز. فرال هوب نا ون .ع.

 رفت  لوزتب  الزا ر لالع) ال هوبلف هب فنتب وز. م انز تر لونود بلو  ونزلد وزرتع رز وفك فونب فذه ال  ت  نفف  هوبن ى تف ب

. م فوها ًن  وبزتى الز وفك الوزفونب هب فبزغا ا زواا زتكع الوز تلات الت تائفع الوفز ض زنوات البلوفع. ولز ته( هوب صف الونول

فذا  للونرم. لا ل هب فذه الأوبلع للونووات البلوفع الونزلوع ز.تد ر نا  ئفس ًلأ ارز اض هب وزتب  و رم الز ته فت وتفا  ونابب للز ته.

ر   و   ه ًلأ برفا الوباا، ز تز وفك الصتت  ر الونزلد فونب هب فبزي د نونود  اوا وم ر.  ربف  ا ال للوبالفع. فنتب  دفتن  رأب الونو

 وبزتفات الإ ا ا التالفع.  ًن  هوبزتفات الإ ا ا الونيفهع هنب  ه  ال وب الز ته نفب

2U ,نزلاد الزوابلفع الص ف ع الوبز.لع تالوتكًع راذات ال.فد هب ي ج الونرم فت ززارم وب الوزغف ات الت تائفع  عالزالف الف. اتفز ض ر  ن
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, …1U، زارم نبارع ا زوالفع  ذات)u(Uf .هنبارع الا زواا  زارمفز ض هفهال هب ن لنا ونها( ولسsmooth ر نا نافٍ تالزنوفد اف )  ٍر نا ناف

 نا ون .ع زنوفد. ر ر فث زنتب فذه النبارع الا زوالفع بارزع ز. فرال هفهال 

 هرإن h[U] ل.فد ً تائفع زوابلفع. رت  زت فف h[U] الانز ترفعتع ف  و زم لل.فد الت تائفع الو.    H[X]  للإنز ترفع الإ ا ا الزوابلفع زت   

 .h[U] ت H[U] يصائصع و.ا ن بفزد  

الوزتب  ت د. بفزهح ق فرال هب فنام و.افهع رفب وت ا الونوالانز ترفعالوزرتع رز وفك  النوتذا البلو   دز لفا ه اء الونو لا .ال  فزد  تف ب

لوفع ًن  ات البورفب الونورفوا فت هفهال وبال  ر نا نرف   النوتذا  د. تبن ى هفها هب الونودتالي ج الونو لي أ رفب الونرملالز رفت  

 الوت لات التالفع. 

بع ف  هب إفاا  و.افهات ووابلع رفها. النزفاع ال ئف تبفزد   الانز ترفعالوزرتًع رز وفك  النوتذا ات ال تاًفع ولا .ال ز لفا ه اء الونو بفزد  

الانيفاض  هب إلاوتفب(  زنوفدي أ لوت ا للات البلوفع )انيفاض الوزتب  الز رفت  وهنر  وب الونو ال ات ال تاًفع فونب لها هب ز .م  ر وونوال

  .πe/6 = 1.42 لي أ فت ًلأ الأنب  وب و زرعلر  الوزتب  الز رفت  

 رال فبفرا فعقنتر نا و اره الزغف ات ر  وبزتفات ال اقع ًلأ الأم الزنوفد، ائلي أ لويزلف   لر  الوزتب  الز رفت   الزغف ات بب ز

dB را الوتارم لانيفاضفوب قرا وهن ب  الازصالات. فت ف ً   ال فب α   لي أ ًلأ هنهلر  الوزتب  الز رفتα  1010 log .ابزي اد  فبوح

  اوتها ًتهال ًب ه رها.رلي أ هت  رح الابز اًع للوزتب  الز رفت  لالو.فاس اللتغا فزو  للتناص  الويزلفع 

فت ، 2اس الأب يوبا اللتغا فزد ال رفت  هت اللتغا فزد ذ ،ر لال ًب ابزي اد بللد قفاس لتغا فزوفع هي ى ال فبراإب ال ارم لابزي اد 

22  فبفرا، تفنذا فنتب  3تف  ز. فرال  dB2 = 3. 1010 log …010فت  2بهتلع ال.فاد رالتولفات ال بارفع الذفنفع الصترع. إب الوتاوا للت   

 فبفرا، تفونننا  7هت  2/10 -باتي ز 5هب   فبفرا، فونننا هب ن ى هفهال  10باتي ز 10. روا هب ا فبفر 9باتي ز 8ت ا فبفر 6باتي ز 4 =

فت رالزال   هًلهلي أ نوا فت ورفب ل ر  الوزتب  الز رفت  1.42إب وتاوا الز  ف   .. فبفرا تفنذا. 13باتي ز 20ربهتلع ابزنزاج هب 

  فبفرا.  1.53انيفاض رو. ا  

 .فذا البفام ر وناق زه  زا يلب فذا  إلا هبذان ا  ذاتونارم زوابلفع  ًلأ زتوفدالوب الوونب رإنه ، غف  الوبزو ا )الوز. تع(نوا ر  ال الع 

 

 التفاضلية الانتروبية 6.3

هتاه الت ف  وب فنام  ،  فثXال وك الت تائ  الوز. م  H[X] لانز ترفعو ارهع  Uلوزغف  ال.فوع الت تائفع  h[U]الزفاهلفع  الانز ترفعإب 

ل الت ف  وب الايزلرات الوهوع.  نبارع الا زواا  زارمترم  U عالزفاهلفع لل.فوع الت تائفع ال .ف.فع الزوابلف الانز ترفعزت فف نتر  ًب الز اره، تهفها

)u( Uf  ت الزال :ًلأ الن 

h[𝑈] = ∫ −𝑓𝑈(𝑢) log 𝑓𝑈 (𝑢)𝑑𝑢
∞

−∞
 

ولس تالزناوا ه u(U f ( هبت 0 ًلأ هنه log0 0نتننا نفب  ، U f)0u < (ر.  ر  الون .ع الز  زنتب رفها  ال فونب هب فنتب الزناوا و  ت 

 لا وزناف . h(U )نتب فوبالال ًن وا  (7.3) . فبزت ض الزو فبوزناففعوتات  تقفوزه 

ف  ال.فوع  H[X]ًلأ غ ا   h[U]الزفاهلفع  الانز ترفعف  رت لنا  وك ونرم. إب h[U] تتا  ا  2 تالبارم، هباس الزناولت فنوا ر  

ا فزوات واوتع لتغنت ا وزغف ات ً تائفع الو ز نع لنبارع اللتغا فزد  فت ألوزغف ات الت تائفع. ل rv ز وك  فث  U( Ufrv −log( الوزتقتع لل

 و اره لل الع الوز. تع.ر نا  AEPفونب ابزي اوها لابزنزاج الز  ت ،وزغف  ً تائ نا ا زواا  نبارع زتارم

فونب  ؤفع فذا ًر  الوبالفب الو.فس.  فتزو  فذا ًلأ الي ج فث بالرع  ال فونب هب زأيذ قفو H[X]ًلأ ًنس  h[U] الزفاهلفع الانز ترفعإب 

 الزالففب:

 وب هاا   1/u( Uf = ( هب فذا فتن ت ؛∆ت تله  [ + a, a]∆ًلأ الوااا  ال ونزلو ال زتكً Uf )u(لفنب  :توزعات منتظمة 1.6.3. مثال

+ ∆] a, a[ ∈ u 0 = (ت u( Uf هب ذلم. فنزج ًب ذلم يلف ∆= log  )u( U− log f 0 <  فث )u( Uf تهب: 

)] = log ∆U(U f[−log E] = U[h 



 التكميم

73 
 

 رإب:   2زرافب توتاوا  m زتكع غتص  له وزتب  u( Uf(لفنب  :توزع غوص 2.6.3. مثال

𝑓𝑈(𝑢) =  √
1

2𝜋𝜎2
exp {− 

(𝑢 − 𝑚)2

2𝜎2
} 

 ًن ئذ فنتب:

− log 𝑓𝑈(𝑢) =  
1

2
log 2𝜋𝜎2 + (log 𝑒) (𝑢 − 𝑚)2 (2𝜎2⁄ ) 

 تنل ال لأب: 

2 
] = 

2 
)m  U[(E 

h[𝑈] = E[− log 𝑓𝑈(𝑈)] = 
1

2
log(2𝜋𝜎2) + 

1

2
log  𝑒 =  

1

2
log(2𝜋𝑒𝜎2) 

 هت   ؤفع هنه إذا نانتفونب وب يلا فذه التلقات 
2 

  تًن وا زنتب الزفاهلفع بالرع، الانز ترفعصغف ا ر نا نافٍ، اتا  هت 
2 

 

 الزفاهلفع وتارع.  الانز ترفعنرف ا ر نا نافٍ زنتب ًن فا 

، ر  فذه الأوبلع log αالزفاهلفع رو. ا   الانز ترفعًن فا زك ا   ،α  >0  فث هب وتاوا الزنرف  αU أإل U زنرف  ال.فوع الت تائفع إذا زد  

ارع بنزارم  رز اوعالزفاهلفع زنتب بارزع  الانز ترفعلنب فاب ول لع هب  ،(scalingلفبت بارزع رالز.ففس ) h[U] هي هب تر نا ًاد هفهال.

 . هانفب الزفاهلفع الانز ترفعالا زواا. هي فنتب لوزغف  ً تائ  تو. ا  زأ ا ه  تا الوزتب  

 الانز ترفع زت ع. بفلز تفلت التنر  اغف  وزغف ا هي هنها ف  هنها لا زتزو  ًلأ زبوفع ًناص  الأرا فع  للإنز ترفعه   اليتاص الوهوع 

 ذلم إلأ هببرب ت  فتس. ف.فززغف  وتاوا الوبا هصغ  ز تفا  رإنها ززغف   زأ ًر بار.ال،  رفنا، تنوا البفاما ال ر  فذا  ويزلفعالزفاهلفع 

 رتهتح لا .ال، فزنابب فذا وم ىنوا بن تتا  ا ال تا، تلهذا ره  زتزو  ًلأ قفاس ال تا. ر  التاقم، ال.فاس لنبارع الا زواا ف  ا زواا 

 ًلأ    الي أ لنا ت  ا قفاس. هفهال  .ف.ع هب ز وفك الونرم للونارم الزوابلفع فتزو  

 =)nU...,  ,1U( لوز تلات الت تائفعا وب tuple-nوصفترع الزفاهلفع ل الانز ترفع: تعريف
n

U  زارم نبارع ا زواا و ز موم )nu(n
Uf  : ف 

)]
n

U ( n
Uflog [E] = 

n
U [h 

 رفعالانز ت رإب، رتهال  رتههواوز تلفب ً تائففب وبز.لفب ًب  Vت U ، هنه إذا نابهي ى ًلأ غ ا  الانز ترفعالزفاهلفع ياصفع  للإنز ترفع

فذا فأز  وب  .ف.ع هب لتغا فزد إب . V [h] +  U[h] =  UV[h[ ف  v( Vf) u( U(u, v) = f UVf(ذت زارم نبارع الا زواا  UV الو ز م للوز تا

 للوز تلات الت تائفع الوبز.لع فت اوت  هي هب: الو ز منبارع الا زواا 

)v( Vflog ) U( Uflog ) = u, v( UVflog   

 الزفاهلفع ل تاع ً تائ  الانز ترفعترالزال  رإب 
n

U ، ف الوتارم ل   n الت تائفع الوبز.لع تالوتكًع رانزلاد وب الوز تلات 

nU, ..., 2U, 1U ،نبارع ذات )u(U f ف  ، نا ونهال] U[hn ] =
n

U [h. 

 

 أداء المكممات السلمية المنتظمة ذات المعدل العالي 7.3

تفُله   ز لفا الأ اء لل الع غف  الونزلوع A البلوفع الونزلوع ذات الوت ا التال . فزارم الول مات وف نك فذا الفصا ًلأ ز لفا ه اء الونو

 الوت لات التالفع.  ت  ات الونزلوع زنتب رتلفال هوبلفع ًن  وهب الونو

U f الز  زنتب رفها ℝ )هت الأاكاء وب ℝ ز.بد ىي ه واترنلهي  ه.نفب  له ال تا ℛ𝑗 ونزلد،بلو   دزنوفد وب هاا ونو  فكنا إب 

(u) > 0  ر تا إلأ  فكات وزباتفع، نا ونها ∆. 
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 .ا مكمم ا سلمي ا منتظم :7.3 لشكلا

. وب هاا الزتكع الغتص ، تًلأ برفا الوباا، فز لب فذا 0u( Uf < (ف ض هنه فتا  ونا م زنوفد نارفع لزغ فع الون .ع الز  فنتب رفها ر

قارلع للت .  هرا فع لانهائفع V الت تائ  غف  الوبزو الزنوفد فزتار  لوز تا . إذال ر  فذا الوباا، ∞ > ∞ < jوب ن.ا  الزوبفا  ال لانهائف ال ً  

 .∫1du  )u( Uf R ≈ ر فث فنتب ℛ ون .ع و   ار  ات التولفع ً   الن.ا  والونو ز ص ر نا تاهح، 

 𝑓̅(𝑢) ت فن ر نا ه متزنوفد.   فكبارت ز. فرال ر  هي  u( Uf(زارم نبارع الا زواا  ف ر فث فنتبانر نا  اصغف  هب إذا ارز هنا 

 ترم الوتا لع: uالزنوفد الوزهوب ًر   فك  ((8.3) ال نا)هنل   u(U f(وزتب  قفوع ًلأ هنه 

𝑓̅(𝑢) =
∫ℛ𝑗
 𝑓𝑈(𝑢)𝑑𝑢

∆
         for 𝑢 ∈  ℛ𝑗  

(6.3) 

𝑓̅(𝑢) ∆نا نا : رإن (6.3) وب الوتا لع = Pr (ℛ𝑗)   ص فحوب هاا نا   ً j  ت𝑢 ϵ ℛ𝑗 . 

 

 .ℛj ا كثاف  ا متوسط   كل :8.3 الشكل

𝑓𝑈(𝑢) ز.تد ر هفع الوت ا التال  ًلأ اًزرا  هب ≈ 𝑓̅(𝑢) وب هاا نارع 𝑢 ϵ ℝ .فذا فتن  هب 𝑓𝑈(𝑢) = Pr(ℛ𝑗) . نوا هب فذا ∆/

 ز. فرال:باتي ف  𝑢 ϵ ℛ𝑗الذي ف ز   رفه هب U لزارمل 𝑓𝑈|ℛ𝑗(𝑢) الو  ت هب زارم نبارع الا زواا فتن  

𝑓𝑈|ℛ𝑗(𝑢) ≈ {
1/∆, 𝑢 ∈ ℛ𝑗;

0, 𝑢 ∉  ℛ𝑗.
 

 لي أ ر نا ز. فر  ترم:لالوزتب  الز رفت   أتفت  ،ℛ𝑗 ز. فرال ر  و نك الوااا ja  رالنزفاع، فنتب الوزتب  ال   

MSE ≈ ∫
1

∆

∆/2

−∆/2

𝑢2𝑑𝑢 =
∆2

12
 

(7.3) 

ل الوزتب  الز رفت  النل  ،ℛ𝑗 تذلم وب هاا نا وااا زنوفد  لي أ.ل ترالزال  فذا فت هفها

 ترم: ja=  V وب هاا jp ات أ ا زواف. V دي ج الونو انز ترفعرفوا فل   لن  س

𝑝𝑗 = ∫ 𝑓𝑈(𝑢)𝑑𝑢      and,   for all 𝑢 ∈ ℛ𝑗,      𝑝𝑗 = 𝑓̅(𝑢)∆
ℛ𝑗

 
(8.3) 

 ترم: V الت تائ  ز. فموز تا النز ترفع اتًلفه زنتب 

H[𝑉] =  ∑−𝑝𝑗log 𝑝𝑗 =∑∫ −𝑓𝑈(𝑢) log[𝑓̅(𝑢)∆] 𝑑𝑢
ℛ𝑗𝑗𝑗

 
 

= ∫ −𝑓𝑈(𝑢) log[𝑓̅(𝑢)∆] 𝑑𝑢
∞

−∞
  (9.3) 
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= ∫ −𝑓𝑈(𝑢) log[𝑓(̅𝑢)∆] 𝑑𝑢 − log 
∞

−∞

 
(10.3) 

𝑓𝑈(𝑢) ز. فب الوت ا التال رابزي اد زناوا ت ف . ترالنهافع  ر ( disjoint) الونفصلعاوم الزناولت  ا ى فث  ≈ 𝑓̅(𝑢)  زصرح

 27:الوتا لع البار.ع

H[𝑉] ≈ ∫ −𝑓𝑈(𝑢) log[𝑓𝑈(𝑢)∆] 𝑑𝑢
∞

−∞

 
 

= h[U]  log               (11.3) 

2V, 1V ,الي ج  بلبلعالذان ا، رإب  عً فوف  وز تلات ً تائفع وبز.لع وتكًع ر نا وز اره  ونودو ايا  2U, 1U... , بلبلعروا هب 

 قارا source code واك وص  ي ونرم وز. م ً فد الذان ا. فونب إذال ابزي اد  هيوبا ن.ا  الزنوفد، زل وتك ً تائفع  iid بلبع  ف ...

�̅�ًن  وت ا وزتب   ات بنائفعيان بلبلعإلأ  هالي ج فذ بلبلع لز فف ز وفك ت ف   (فمللن ف )ال ≈ H[𝑉] ≈ h[𝑈] − log∆ رت/ وك .

 . ≈ 122MSE/ الززارم الأصل  ز. فرال  رناءإًا ا يلا لزنوفد ًن  الوبز.را، ازنتب قفوع الوزتب  الز رفت  لي أ 

 النزائج الهاوع الز   صلنا ًلفها وب فذا الز لفا تنليصها ترم وا فل : (9.3) ال نا تهحف

  فتزو  الوت ا�̅�  الزفاهلفع  الانز ترفعتر.ال لف هفع الوت ا التال  ًلأ الوز. م  الانز ترفعز وفك ر الوزرتع الونزلدللونودh[U]  تلي تاللونرم 

هب  الوا  Mً   الن.ا   د، وباتلا ًلأ هي وفكا للونو u( Uf(للونرم لزارم نبارع الا زواا ر. . تلا فتزو  ًلأ هي وفكا هي ى   زنوفدلا

 ر نا زاد ت قفم. u( Uf(غ   زُ  دالونو  فكات

 ف زر  الوت ا �̅� ≈ H[𝑉] لي أ وب يلا الوتاوال الوزتب  الز رفت ر  :ترم 

�̅� ≈ h(𝑈) − log ∆;          MSE ≈
∆2

12
 

(12.3) 

�̅� تفكف  وب وت ا الإ باا الو لتب 4 رو. ا  MSE بتف ف.لا 2 رو. ا   لا ل هب نا زيففض ر  ≈ H[𝑉]   فتر   رت/ وك. 1رو. ا

 (9.3) ال نافتهح  dB.28 6 رو. ا  4 هفلز تلف.لا الوزتب  الز رفت   / وكرت 1زيففض إهار  رو. ا  وهن بت الازصالات ًب ذلم رأب نا 

 .�̅� لل زارمن MSE الي أ

 

ذا/ ا تق  ب بمعدل عالٍ، لاحظ أن أي تغ    في انت وب   ا منبع  سلم  ا/ ا ممن أجل ا مكم �̅� كتابع  لمعامل  MSE:9.3الشكل 
h(U)  س ز ه ا خط ا ب اني  ل م ن أو ا  سا ، كما أنlog MSE  وتابع  ا 2–خطي بم ل مقدا ه �̅� 

 ℛ ال و    واالال  زغ  وبزتي ت b2ززوفك رل  ات بلوفع ونزلوعوونونفبها ف   bit-b ذات (A/D) عال قوفع/الز.لف فع الزوابلفإب الور لات 

Δ زنوفد رتاصا ) فكات(وم  = 2−𝑏|ℛ| .نتب فاب هب زُ.فس ًفنات ال يا ر فث فنتب ا زواا 𝑢 ∉ ℛ ب إالففض( صغف ال.  )ا زواا

 . 4ق  ه روتاوا زن.ص  MSEرإب  رت 1 رو. ا  b ف  زلم الز  إذا اك ا وب هاا ز.ففس بارت لل يا  و.افهعًلقع ال

                                                           
– h[𝑈] بعض ا تبص  حول طب ع  ا تق  ب في هذه ا حا  . وعلى نحو خاص ا ف ق ب ن (6.3) قدم ا تم  ن  27  log∆  و]VH[  هو𝑓𝑈(𝑢) log[𝑓̅(𝑢)/𝑓𝑈(𝑢)] 𝑑𝑢    هذه ا كم

 .4  صبه منعدماً عند MSE. وبشكل مشابه، خطأ ا تق  ب في 2عند  هي عادة غ   موجب  وتصبه   متها معدوم  مع 
 في ا فصل ا سادس.. ستتم منا ش  هذا ا ق اس ا عام وا مف د جداً با تفص ل x1010 logوفق ا علا    dBبا د سبل  xأعط / ا ق م   28



 التكميم

76 
 

ه ف ز نفا ربزي د اليفا  الز.لف ي للز تفا الزوابل  ال قو  . فُ الانز ترفعز وفك ر نا ورا   ر وزرتًعالز.لف فع  (A/D)لا زنتب ور لات 

. زهغ  الإ ا ا ال قوفع رفوا رت  (DSP)  فم وتالج إ ا ا  قوفع  ًبفونب هب زتالج ر نا هرها ر فث وت ا ًااٍ ا ال ذات إ ا ا  قوفع 

ر نا  (1.3) ر  ال ناغف  الوز ايلع الورفنع ال ر.ات  زرب ...(. الخياصع وب هاا ز رف.ات وتفنع )صتت، صت ا،  اترابزي اد يتا كوف

 اليتا كوفات النازاع.  لزتلففن  ف.ع  DSPبد ابزي اد  (1.3) ر.ات ال نا ر لالع  ؤفع الهغ  تففها ًا ا ، ًولفال  فا يا ال وا  نرف 

 MSE رفب و.افهعالزفاهلفع تف  زتهح هنه فاب هب فنتب فنام ًلقع  للنز ترفع ال اف  ال زفبف  H[V ] ≈ h[u] − log Δ التلقع زت فنا

 ف  H[V ] ات البلوفع الونزلوع ذات الوت ا التال .وللونوا ال الزفاهلفع ر  ف.ع ورب ع  الانز ترفعالزوبفا، ز    فذه التلقع  تانز ترفع

 Uنفف فؤب  و.فاس زرفب ر نا تاهح ، تف  زنوفد ارز نا   زفاب هوبرالا log Δ الإهار  ال  فزتلم نوا ، U لل الأرهاالنبيع  انز ترفع

 .h[U ]ر  التلقع 

البلوفع غف  الونزلوع هوب ر هفع الوت ا التال  تفتهح هنه لا فتا  نبب ر    ت  الوت ا التال  ًن  ات وهب الونو Aفتزر  الول م 

 ات غف  الونزلوع.وابزي اد الونو

 

 ات ثنائية البعد ذات المعدل العاليمالمكم 8.3

 الع الونووات غف  الونزلوع  Bالول م نوا تف  س   ت  الوت ا التال ،  هوب  (2D)ن لا رفوا فل  ه اء الونووات الونزلوع بنائفع الرت 

   ت  الوت ا التال .  هوب فعهب الونووات الونزلوع هوبلوب ا ف   تفرفب

𝑼 تفذا فتن  هب هرا فع الونرم ف  u1u= ( u ,2( هرونرتفب للتفنات ر  التقت نفب 2Dزتوا الونووات بنائفع الرت   = ℝ2.  تات  رف ض

𝑓𝑈(𝐮) نبارع الا زواا الو ز م فت وتكًع ر نا وزوابا رإب زارمال وبز.لعال وتك للونرم  =  𝑓𝑈 (𝑢1)𝑓𝑈(𝑢2) الزفاهلفع  تالانز ترفع

 . h[U ] = 2h[U ]الو ز نع 

 زغ   )ز صف(  زال 29)يلفع زنوفد( ℛ  لونود البلو  الونزلد، ًلأ ون .ع زنوفد ونزلوعفت ًلفه ال اا ر  االونود بنائ  الرت  نوا  فتزو 

لأرتا  الأًلأ ً ا يفا ات فزتار  لتلنب  ،∆  تا راصا ز ًأ ℛ للون .علوبزتي بنائ  الرت . فنام يفا  وت.تا تا   ر  ال الع ه ا فع الرت  ا

 ر  هرتا  هنب . الت ف  وب اليفا ات  رزتر الو رتات تالوب بات، تلنب  ر   الع وبزت بنائ  الرت  ف اليفا ات الأفد إب و.رتلع. 

ز تف  هت إكا ع  تنذلم هي ℝ2 هفهال هت فغ    بتف ف صف ℛ وب 𝛼ℛ رإب هي وااا و.فس ℝ2 الف اغ ℛ ون .عه إذا غ ت هننل ل 

 . ℛ ر 

 ففز ض هنها الز  واوتًع اليلفا ف ا  إلأ. 0 ًن  ن. ع الو نك و نكفافزو ت   ℛ ذا يلفع هبابفعهب ه اء ونود بنائ  الرت   لن  س

;  𝑅𝑗ترم } ℛالون .ع  ز صف  𝑗 ∈ ℤ
ℛ𝑗 فث  30}+ = 𝒂𝑗 +𝓡  ت𝒂𝑗   و نك اليلفع ف ℛ𝑗. لفنب 𝐴(ℛ) =  ∫ 𝑑𝒖

ℛ
ف  وبا ع  

هنه زارم ًلأ   𝑓̅(𝒖) ال ر.ابرتلنا نوا نت ف . 𝑃𝑟(ℛ𝑗)/𝐴(ℛ𝑗)رالتلقع  ℛ𝑗  ، فت أ زارم نبارع الا زواا التب   ر  اليلفعالأبابفعاليلفع 

ر نا صغف ا   ℛ ب الون .عنفز ض ههي  ،. زُ نا ر هفع الوت ا التال  وب ا ف u ز زتي ًلأالز   ℛ𝑗ر  الون .ع   نبارع الا زواا التب 

𝑓𝑈(𝒖)فنتبر فث  افٍ ن ≈ 𝑓̅(𝒖)   قفد  نارعوب هااu. 

𝑓𝑼(𝒖) ز ا الف هفع ≈ 𝑓 ̅(𝒖)  هب زارم نبارع الا زواا ال     فت      ًلأًلأ 𝒖 ∈ 𝓡𝑗   ع التلقع الزالفع:اتف. ب رتب  

𝑓𝑼|ℛ𝑗 (𝒖) ≈ {
1/𝐴(ℛ), 𝒖 ∈ ℛ𝑗 ;

0, 𝒖 ∉  ℛ𝑗 
     

(13.3) 

 الوزو نك ًن  ℛ الأبابفعلي أ لنا رت  ليلفع الزنوفد ل، تفنتب الوزتب  الز رفت  ℛ𝑗 و نك الون .ع 𝑎𝑗 فباتي الوزتب  ال     ز. فرال 

  :ل.فوعل ز. فرال  ال باتفو 0

                                                           
مبلط( إذا كان/ ا منطق ، إضاف  إ ى الإزاح  وا تدو   سوف تغطي ا مستوي، دون أي تداخل. على سب ل ا مثال  - قال عن مستو ثناأي الأبعاد بأنه م صوف )مغطى  29

 ع مع ا تدو   ت صف ا مستوي.ا م بعا/ وا مسدسا/ تغطي ا مستوي )"تبلط ا مستوي"(. أ ضاً، ا مستط لا/، وا مثلثا/ متساو   الأضلا
ℛ𝑗}على مجموع  من الأعداد ا صح ح  ا موجب ،  ذ ك  +ℤ  دل 30  , 𝑗 ∈  ℤ

 ط  )ا مغطاة با بلاط(، م  م  بط  ق  عشواأ  .ا مبل دل على مجموع  من ا مناطق  {+
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MSE ≈
1 

2
∫ ‖𝒖‖2  

1

𝐴(ℛ)
𝑑𝒖

ℛ

 
(14.3) 

  ا ًلفهان.فوع الرابزي اد زارم نبارع ا زواا بارزع  ℛ هاا ون .ع الزنوفدوب لي أ لفت الوزتب  الز رفت   (14.3) الاانب الأفوب وب التلقع

𝒖‖2‖ ترالزال  2u, 1u ال تاع علفرأنها  ت ‖𝒖‖ النوفع زت . cMSEال وك ر = 𝑢1
2 + 𝑢2

التلقع  ترم  cMSE فونب إًا ا نزارعلذلم ، 2

 الزالفع:

MSE ≈ MSE𝑐 =
1 

2
∫ (u1

2 + u2
2) 

1

𝐴(ℛ)
𝑑𝑢1𝑑𝑢2

ℛ

 
(15.3) 

𝐺(ℛ)  نبرعال زنتبترالزال   A(ℛ)رت  ات  تا و رتع ر نا و اره لل  cMSE ز.اس = MSE𝑐/𝐴(ℛ) نوفع ر تب هرتا  تزبوأ رز ا

تنوا  ℛ ، تلا زتزو  ًلأ  نا الون .ع ف تزلز تفا تالتالها قفوع بارزع للز.ففس،  𝐺(ℛ)نبز فم هب نبرت ر.لفا وب الاه  هب البانفع.  بزنلادالا

 :رالزترف  ًب .ون .ع زنوفدل نا و    ن    الأ اء الاف  ف  الز  ز 𝐺(ℛ)بن ى لا .ال رإب 

MSE𝑐 =  𝐺(𝑅)𝐴(ℛ)  

 . ًب رتهها رتهال  فونب ايزفا فا ر نا وبز.ا تالز الوبا ع    فوبا ال نا ت   فوبا فت ا اء  MSE هبرإننا نل ل 

 رتض الأ ناا التاوع:ل 𝐺(ℛ) قفوعفل   وارف نرفب

  :وب هاا و رمالو رم  رإبA(ℛ) = البلوفع تهب   العال وم ال  ار.زوونهوا نا تا   رإننا نا  هب  إلأ   فب (15.3) رز.بفد التلقع.  2∆

/122=  cMSE لذلم (Square) = 1/12G. 

  الأهلعوبلبات وزباتفع  6الب اب  فزألف وب ال نا الب اب : روا هب  قفوع رإب 𝐴(𝑅) = 3√3∆2  لذلم  242= 5 cMSE/تهب  ⁄2

𝐺(hexagon) وب هاا  نا ب اب  G زنتب قفوع  = 5 (36√3)⁄. 

   ال ائ ا: وب هاا  ائ ا رنصف ق r رإب 𝐴(ℛ) =  𝜋𝑟2  42/ ت=  cMSE، لذلم رإب (circule) = 1/4G. 

وب هاا الوبا ع الوت اا رإب فذا ال نا تالوبزتي. وب اهع هي ى  ) صف( عزغ ف فوننها ال ائ ا ون .ع زنوفد و.رتلع،  فث لا  زتلا 

لأ إ الرتف ا ًب الو نكالوبا ات الزفاهلفع  ن.ا. للزأن  وب ذلم نل ل هنه وب هاا هي  نا آي  رإنه فونب cMSE ف.لا)هي ال ائ ا( فت الذي 

G (Hexagon)فنتب  ففب  فذا هفهال لواذا. 𝐺(ℛ)الذي ف.لا  2Dال ائ ا ف  ال نا بنائ  الرت  ترذلم رإب  ؛cMSEوب قفوع .لا ووا ف الو نك

< G(square)  تا الو ن ك هنب  وب الو رم.  ت  الب اب  فزوال نا تذلم لأب  

الا زواا زارم نبارع تالوبا ع تال نا  نفس ℛ، زولم نا يلفع زنوفد و   ازغ فع ًولفع الوت ا التال  وب هاا هي  ز. فبرابزي اد 

 . MSEوب هاا نا ون .ع زنوفد تذلم وب هاا اوفم قفد  MSEوب قفوع  cMSE. ترالزال  ز.ز ب قفوع ز. فرال  ونزلدال ال    

 :فت ℛ𝑗ر  الون .ع  Uتقتع ا زواا  إبي ج الونود.  انز ترفعفت  الزال الاًزرا  

𝑝𝑗 = ∫ 𝑓𝑼(𝒖) 𝑑𝒖     and, for all  𝒖 ∈  ℛ𝑗,
ℛj

  𝑝𝑗 = 𝑓̅(𝒖)𝐴(ℛ)              

زت أ  .j وب هاا نا  وك pmf (probability mass function) 𝑝𝑗 زارم نزلع الا زواا وم Vي ج الونود فت  وك ً تائ  وز. م  

 نوا فل : Vووا برم  الانز ترفع

H[𝑽]  = −∑𝑝𝑗 log 𝑝𝑗
𝑗

 

= −∑∫  𝑓𝑼(𝒖) log[𝑓 ̅(𝒖)𝐴(ℛ)] 𝑑𝒖
 

𝑅𝑗𝑗
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= −∫𝑓𝑼(𝒖)[log 𝑓 ̅(𝒖) + log𝐴(ℛ)] 𝑑𝒖 
 

≈ −∫  𝑓𝑼(𝒖)[log𝑓𝑼(𝒖) 𝑑𝒖 + log𝐴(ℛ)] 
 

= 2h[𝑈] − logA(ℛ)  

𝑓𝑼(𝒖)د ز. فب الوت ا التال  بزي   اُ  فث  ≈ 𝑓 ̅(𝒖). 2ه ربرب نتب ل ل هننU1U=  U 2 وب هاا قفد الوزغف اتU,1U  الوبز.لع

 .2h[U]ف    Uالزفاهلفع لل الانز ترفعتالوتكًع ر نا وزوابا رإب 
 :فباتيلنا  وك ذات وت ا تب   نفاءا ووفكا لز وفك بلبلع ي ج ونود إلأ بلبلع رزات  ذتفونب هب فبزي د ونرم ز وفك 

�̅� ≈
H[𝑽]

2
≈ h[𝑈] −

1

2
𝐴(ℛ)      bits/symbol    

(16.3) 

الوتا لع  الوت اا ر  MSE قفوعباتي ز. فرا للإ ا ا فالأصل   الزبلبالزنوفد ر  الوبز.را لإًا ا رناء اي أ لإب قفوع الوزتب  الز رفت  

(14.3). 

 و.ا رع الوت ا التال : ف.م هوبلونود بنائ  الرت  ونزلد  الابزنزااات الوهوع الزالفع ل فنا

 فتزو  الوت ا �̅�  الزفاهلفع الانز ترفعًلأ  وم ا ز اد     الوت ا التال  نلفال h[U] للونرم تللوبا ع A(ℛ) الأبابفع ليلفع الزنوفد ℛ . تفت

فتزو  ًلأ ل لع لا  هي هنه، ونودلا فتزو  هفهال ًلأ  نا ون .ع الت،  u( Uf( لونرمالا فتزو  ًلأ هي وب وفكات زارم نبارع ا زواا 

 .G(ℛ) الزالفع الابزنلاد
  رفب الوت ا و.افهع رفوافنام ًلقع �̅� ت MSE  الو نتد رالوبا عA(ℛ) . رو. ا  تا    (14.3) التلقع ر إب كفا ا وت ا الرت لنا  وك

 . dB 6هي ،  4رو. ا  MSEتفذا ر ت ه ف.لا قفوع  4 روتاوا ق  ه رو. ا  A(ℛ)ف.لا 

  النبرعزبوأ G(square) / (Hexagon)    3√3زباتي الز 5⁄ = ل نا الو رم. إب لل نا الب اب  رالنبرع ل رح الزنوفد  1.0392

 1.0932 الع ال نا الو رم رالو. ا  ل الع ال نا الب اب  هقا ونها ر   و   زفب �̅�ت  A(ℛ)وب هاا الونود الز رفت  لي أ  الوزتب 

(0.17 dB).  اتنووالو نا وب الونا م بنائفع الرت  تال نا الب اب  تف ف  إلأ هب زت.ف  رالو.ا نع ومقلفا الويفب للأوا فذا ال رح 

 .ًن  الوت ا التال  ااف  اتيفا ع ف  الونزلو عالبلوف
 

 خلاصة التكميم 9.3

 قونع  ر.ع وزتب ع ر  إهارع إلأ نتنها ز نا  قوفع وب النرهات الوب هاا ز تفا الإ ا ات الزوابلفع إلأ بلبلع  ال فاو دالزنوف فت 

digitizing صتا إلأ فذه تقرا ال ل.  ا ىلزنوفد. ر  االتولفع  الو.ا راتهرب  تهنب    ف عالزنوفد البلو  الونزلوإب ج الزوابلفع. اوتونارم الأ

وب ونا م  Mالو.ا رع الأتلأ إلأ ز.لفا الز تفه الوزتقم الياهم لت   بارت  ف رت ع.الوبالف عالبلوف اتب للونووزفو.ا رزتلفف اليلصع 

 دلزنوفلاوز ا  ن ت ارا ف.ع  ازُرتت نا  ق بارزع لي ج الونود، ت لانز ترفعالو.ا رع البانفع إلأ ز.لفا الز تفه الوزتقم الياهم  تالزنوفد، رفنوا ف ر

 ال تاً .

الزنوفد ال تاً  تالزنوفد البلو  نا وب وب هاا  MSEلي أ ل الو.ا رزفب ًلأ ز.لفا الز ته هت الوزتب  الز رفت  زاناب الز نفك ر  نل

إلأ  الأوتاج.فاس الز ته ال رفت  ًن  الانز.اا وب ونوا بن ى لا .ال فت  MSEب إالز ته الأي ى.    ائم قفاسلرتض  و ا فتذلم ر نا 

تنو. وع للزنوفد، فر ت الز نفك ًلأ إلا هنه  ،لرتض الونارم الياصع نالصتت ولئدغف   ًلأ هفع  اا MSE  ال.فد الزوابلفع. فتوب  بلبا

MSE  اد نواذج ربف ع.وب يلا ابزي امالإ  ونابرال ر  رناء الزتقم تالو.ا رع الز  نتزو  ًلفها ف  رناء  

 لي أالز  زا  قفوع و لفع صغ ى لل Lloyd-Maxف.ت  إلأ يتا كوفع  وواً   بارت وب الونا م، ر   MSEف  ز.لفا  المقاربة الأولى

MSE .ذات قفوع صغ ى  اولع لفبت  لبتء ال ل فذه ال.فوع الو لفع الصغ ىglobal الو نلعزر ت . لا .ع راله ت ا نوا بنا  ر  ً ا هوبلع 

  اولع. تلفبت  عو لف نل ال لنتب ال.فوع الصغ ى  الع نوتذافع Lloyd-Maxيتا كوفع  تالنااوع ًبالزنوفد ال تاً  ر   الع 
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نبب ف  الأو.ا رع فذه ال فع.الز لفلوب النا فع و نلع صترع   نز ترفع الي ج تالز  زتتهم    ًلأ اوم  MSEف  ز.لفا  المقاربة الثانية

زي اد الزنوفد اب وا فز زبالو.ا رع الأتلأ هنب  ونابرع ًن   ، زتىي نلوات هوزرتًال رز وفك وز. م. ر در.زفب  فث فنتب الونو  ير   ا ذ

 .fixed-to variable-length وزغف  -رز وفك ونرم وز. م ر تا بارت عًتزرالز  لا فونب هب زنتب وال تاً  

صغف ا د ونا م الزنوفتذلم ًن وا ناتا  الانز ترفعرز وفك نزفاع هنب  ربا ع ًن  ازراًها إلأ الوت ا التال   اتالزنوفد البلو  ذفؤ ي 

  ت  الوت ا التال  وب  ًن  MSEالبلو  الونزلد الي أ  دنا ون .ع. ف.لا الونو ز. فرال هوبر فث زنتب نبارع الا زواا بارزع ر نا ناف 

  الأصغلي أ ل، الو.افهع رفب الوزتب  الز رفت  ًلأ ن ت هرت  وب ذلم (9.3) ر  ال ناالورفب  التادتهح الون ن  ف. و    الانز ترفعهاا قف  

 ر  الزو فب ز لا ز. فرات فذه النزفاعت ؛الزفاهلفع ر  فذه الو.افهع الانز ترفعتصف الونرم ر نا ناوا ًب   فم  فث ف ،الي ج تانز ترفع

 MSEز. فب الوت ا التال  وم ز وفك الانز ترفع إلأ نزفاع و ارهع. إب الو.افهع رفب    ز.م ز تالزالرت   ع.ت  الزنوفد ال تاً  بنائفز. (6.3)

.ع زنوفد ابزي اد ون  ا الع الزنوفد البلو . ف.للنفبها  ف الوبزتي   صفلنا  وك رابزي اد ون .ع زنوفد و رتع ل تالانز ترفعلنا  وك 

وب الوونب هب ز .م  لا ف نا را قال نرف ال ف ًت لرذا الاه .، 1.0392 هق  وتاوا لي أ رلالوبزتي الوزتب  الز رفت    صفال نا ل عب ابف

لوبزتي، إلا زنوفد ل صف انون .ع  عب ابفال الأ نااي أ هصغ  رالو.ا نع وم ابزي اد للات بنائفع الرت  غف  الونزلوع وزتب  ز رفت  والونو

 يتفبافذا ال رح فر.أ و  ت ال ر رح ال نا ال ائ ي الذي  هب

/3 = 1.0472 (0.2 db) . ٍلي أإلأ    هصغ ي ل ف.ت  ابزي اد ونا م زنوفد غف  ونزلوع ذات وت ا ًاا MSE   فت هقا وب ذلم الو    ر

ف .م ابزي اد الونووات رأرتا  هًلأ ه راح هًلأ  فونب هب .لا فبز م التناءز .م رإنه  تفت تلت 1.0472الونود البلو  غف  الونزلد رو. ا  

 هبابفع ف نل فع ع ال رح فر.أ و   ال رنزائج وتلتوفذا  إلا هبالونووات البلوفع الونزلوع،  وبر.لفا 

e/6 = 1.423 (1.53 dB). 
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A3 الملحق A:  المكممات السلمية غير المنتظمة 

.فوع فتهح فذا الول م رنوا  (7.3)ف. ا ر  الالورفنع لونووات البلوفع الونزلوع ذات الوت ا التال  ر  ا MSE لي أكت نا ال.فوع الز. فرفع لز

 Uزارم نبارع الا زواا لل الذي فاتا وب ابزي اد ز. فب الوت ا التال  وب يلا لأي ونود بلو  غف  ونزلد، تذلم  MSE لي ألفع  نفا ز. فر

 ون .ع الوت ا التال . هوب الونووات البلوفع غف  الونزلوع ه لا زتا  هبراب ز ًد يفا هنذلم هفهال د. فتهح هي ون .ع زنوف ر  ال بارز

ال لفا  يالزنوفد ذ)وااا(   فكً ض  j ، ترف ضUf )u( تزارم نبارع ا زوالفع Uقفد ً تائفع  ذيبلو  اًزرا    دونوتات  رف ض 

jth هي هب ∆𝑗= |ℛ𝑗| . نا وااا زنوفد هوب  زارم نبارع الا زواا التب لفنب نوا ا ى بار.ال 𝑓̅(𝑢):هي ، 

𝑓̅(𝑢) =
∫ 𝑓𝑈(𝑢)  𝑑𝑢ℛ𝑗

∆𝑗
          for  𝑢 ℛ𝑗  

𝑓𝑈(𝑢)هي ون .ع زنوفد،  هوب ناله قفوع بارزع ز. فرال  𝑓𝑈(𝑢)ب ًلأ هز. فب الوت ا التال  فنص  ≈ 𝑓̅(𝑢)  نارع قفدوب هاا u  ترالزال .

ي أ للالوزتب  الز رفت  ت ،فت ز. فرال ن. ع الونزصف للون .ع ℛ𝑗الون .ع  هوب U لل ja رإب الوزتب  ال     j ً ض ℛ𝑗إذا ناب للون .ع 

𝑈  فث jMSE ال     ∈ ℛ𝑗  فت ز. فرال ∆𝑗
2/12. 

𝑈ًن وا  ja=  V  فثرهي ال.فد الت تائفع الوز. تع  ،ي ج الونود Vرف ض  ∈ ℛ𝑗.  نتب ا زواا إبja=V تف 𝑝𝑗 = ∫ 𝑓𝑈(𝑢)ℛ𝑗
𝑑𝑢. 

 : رالوتا لع V  U= [( E(2[ هي ال    لي أ غف  لفت أ الوزتب  الز رفت  

MSE ≈∑𝑝𝑗
𝑗
2

12
=∑∫ 𝑓𝑈(𝑢)

ℛj

𝑗
2

12
 𝑑𝑢

𝑗𝑗

 
(17.3) 

𝑢وب هاا  j) = u( رزت فف وا برم فونب زربف  ∈ ℛ𝑗نا  . تنل ال لأبu  هوب ز.مℛ𝑗  وع وا هاا قفوبj ،ننا فونب هب نت ف إر

(u) قفد  لنارع𝑢 ∈ ℝ نا :  (17.3) ترالزتتفض ر  التلقع 

MSE ≈∑∫ 𝑓𝑈(𝑢)
ℛ𝑗

∆(𝑢)2

12
𝑑𝑢

𝑗

 
(18.3) 

= ∫ 𝑓𝑈(𝑢)
∆(𝑢)2

12
𝑑𝑢 

∞

−∞

 
(19.3) 

 :jp ، زبزي د التلقات الزالفع وب هاا(8.3) نوا ر . V عن  س زالفال انز ترف

𝑝𝑗 = ∫ 𝑓𝑈(𝑢) 𝑑𝑢       and,   for all 𝑢 ∈  ℛ𝑗,    𝑝𝑗 = 𝑓̅(𝑢)∆(𝑢)
ℛ𝑗

 
 

H[V] =  ∑−𝑝𝑗 log 𝑝𝑗 
𝑗

 
 

=∑∫ −𝑓𝑈(𝑢) log[𝑓 ̅(𝑢)∆(𝑢)] 𝑑𝑢
ℛJ𝑗

 
(20.3) 

 = ∫ −𝑓𝑈(𝑢) log[𝑓 ̅(𝑢)∆(𝑢)] 𝑑𝑢
∞

−∞

 
(21.3) 

𝑓𝑈(𝑢) ز. فب الوت ا التال  نتتضر  زناوا ت ف .  الوزصلعالونا م غف  ًر   وزت  ا فث ا ى اوم الزناولت ال ≈ 𝑓̅(𝑢)   ر

  :(21.3) التلقع
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H[V] = ∫ −𝑓𝑈(𝑢) log[𝑓𝑈(𝑢)∆(𝑢)] 𝑑𝑢 
∞

−∞

 
 

 h[𝑈] − ∫ 𝑓𝑈(𝑢) log∆(𝑢) 𝑑𝑢  
∞

−∞

 
(22.3) 

 .(11.3) التلقع وم اره الزلا ل ذلم 

ر  الز. فرفع  MSEقفوع  رإن.اصذلم  فزد   فث  ،H[V] الانز ترفعلي أ الياهم ل.فت  لف  ز.لفا قفوع الوزتب  الز رفت   الزالفعالي تا 

 تو.ال ر   قع الز. فرات تزأبف فا ر  فذا الز.لفا.زر ؤفا هنب   (6.3) ت نا الزو فب(19.3)  التلقع ر  H[V] لالياهم ل (22.3) التلقع

زصغف  ر لن.د H[V]فنيفض ًن وا فك ا   MSEلي أ ل ب الوزتب  الز رفت . نل ال لأالزصغف  لإنااكابزي اد ها ب لاغ انج  نفز ض

MSE + λH[V] ًن  كفا ا .λ  رإبMSE فك ا  تH[V]  ف صغر  ال ا ال.ائد ًلأ الزفن.ص. 

 .وب ونا م الزنوفد قارلع للز .فمالوااا لأاا واوتًع  و.اباتالو.ف ا لزوبا  (u) فاب وب  فث الور ه، هب فنتب الزصغف  و.ف ال ترم قفوع

  ث ف ت  ال نفا  ًلأ الت هب ال.ف  ففنا  ف صا ال رزاافا فذا ال.ف . ال  ء الاف  الذي فبزنتب هقا ز.ف MSE + λH[V]إب ال.فوع الصغ ى لل 

ال   رإب ل  ز. فب الوت ا التاترالزتارم وم  ،رنلوات هي ى .قارا للزنففذتفذا فزتارم وم ونود ونزلد ، ل.فوع بارزع فال وباتفصرح  (u)ًن وا 

 :(19.3)ت (22.3) لزتهفح ذلم نبزي د التلقزفب. لدزالونود البلو  الونفنارئ ال   الأ نأ للي أ ر  الونووات البلوفع  لنارع MSEلل   نأالأ

MSE +  λH[𝑉] ≈ ∫ 𝑓𝑈(𝑢)
∆(𝑢)2

12
𝑑𝑢 + λh[𝑈] −  λ ∫ 𝑓𝑈(𝑢) log ∆(𝑢)

∞

−∞

𝑑𝑢   
∞

−∞

 
 

= λh[𝑈] + ∫ 𝑓𝑈(𝑢) {
∆(𝑢)2

12
− λ log Δ(𝑢)}  𝑑𝑢 

∞

−∞

 
(23.3) 

 uلوز تاقفوع  .ف.فع لنا وب هاا ل    ايا الأقتاس النرف ا ا زيففضًب   فم رربا ع  (u) > 0  الات نارعوب هاا  صغف الز ا ى
(𝑢)∆ن صا ًلأ ،  فث uا قفوع تذلم لن (u)رالنبرع لل  را ز.ام ال.فوع  ايا الأقتاس. هي  6⁄ − λ(log 𝑒) ∆(𝑢)⁄ راتا الو زم .

(𝑢)∆ التلقع رإننا نا  لصف  وباتفال ل = √λ(log 𝑒) . ال  ء الت ف  uترأيذ الو زم البان  نا  هب ال ا ف.لا الزناوا وب هاا نا . ⁄6

  رابزي اد ونود ونزلد.  H[V]فيهم إلأ قف  ز. فب MSEتفذا فتن  هب ز.لفا ز. فب  uوبز.ا ًب  (u) فنا فت هب ز.لفاالهاد 

هب نل الز. فرفب  (6.3) . فزهح وب الزو فب ل.ففيهم ز. فب رالنبرع إلأ قفوع وا ف  نفبها ز. فب  زيففضالبؤاا الزال  فت ًب وتنأ 

لن.د ، وت ا ًااٍ  ي. وب هاا هي ونود غف  ونزلد ذاٍ وت ا ًاا، هي وب هاا صغف ذات قفوع  ف  ز. فرات اف ا وب هاا   H[V]ت MSEلل 

الوي   الورفنع ر  ق فرع وب ال.فد   H[V]ت MSEال.فد الز. فرفع الو.ارلع لل  .(9.3) نوا ر  ال نا H[V]ت  MSEرتهم  بد رفان  لنا وب 

ر  الورفنع نزائاه  لونود البلو لرتم ال.فد الز. فرفع الوي  ع )وم ايزلف ربف  لنل الإ  ابففب ال اقتل  تالأر. (. ز.م فذه ال.فد الز. فرفع 

ي ونود هن.ا   إوا ز ت هت ق فب وب ،الونود البلو إلأ ز. فب الوب هاا  H[V]رالنبرع إلأ الو ت   MSE.م ون ن  ه اء ف .(9.3)ال نا 

 غف  ونزلد.

رهلل  MSEر نا ز. فر   الونود البلو  الونزلد وت ا ًااٍ(، ف.لا ذي زنوفد هينرف ا )H[V]  هنه وب هاا قفوعلوا برم، ص فليرفنا نز

لأ ذلم ًلتا ًالوت ا الونيفض(،  الع لوع )ً ا زلابزي اد الونووات البلوفع غف  الون قلفلعب ابره. فنام الانز ترفعل.فت   ًب نتنه ً هع

 .H[V] ًلأ قفت  فتزو  ر. نوا . ب ربهتلع ر  الوت ا التال  فونب هب فُ  MSEلي أ ل رإب ه اء الوزتب  الز رفت 
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B3 الملحق Bالمكمم غير المنتظم ثنائي البعد : 

 الونووات البلوفع غف  الونزلوع، وم الأيذللإزواد، ن لا رفوا فل  ه اء الونووات غف  الونزلوع بنائفع الرت ، تفذا الز لفا ق فب ا ال وب 

لي أ لنا رت  ًلأ لالوزتب  الز رفت  تفوا الوبا ع  jMSEت 𝐴(ℛ𝑗) . رف ض هب}ℛ𝑗{الزنوفد  رالاًزرا  الواوتًع الاًزرا فع لفز ات

 رنا :  ℛ𝑗الزتال  لل 

A(ℛ𝑗) = ∫ 𝑑𝒖;
ℛj

                 MSE𝑗 =
1

2
∫

‖𝒖 − 𝒂𝑗‖
2

𝐴(ℛ𝑗)ℛj

 𝑑𝒖 

𝑓̅(𝒖)لفنب . ℛ𝑗فت وزتب   ℛ𝑗 فث  = P𝑟(ℛ𝑗)/𝐴(ℛ𝑗)  وب هاا نا ون .عℛ𝑗 تنا𝑢 ∈ ℛ𝑗  ،زارم نبارع الا زواا التب    تف

 ًن فا:، ℛ𝑗ر  

𝑝𝑗 = ∫ 𝑓𝑈(𝒖) 𝑑𝒖 = 𝑓 ̅(𝒖)𝐴(ℛ𝑗)
ℛj

 

 لي أ ف :للوزتب  الز رفت  ل.فوع غف  ال   فع الت

MSE =∑𝑝𝑗  MSE𝑗
𝑗

 

A(𝒖) ترف ض = A(𝓡𝑗)  تj) = MSEuMSE(، ًن ئذ: 

𝑀𝑆𝐸 = ∫𝑓𝑈(𝒖)MSE(𝒖) 𝑑𝒖 
(24.3) 

 تر نا و اره نا :

H[𝑉]  =∑−𝑝𝑗 log 𝑝𝑗  
𝑗 

  

 =  ∫−𝑓𝑈(𝒖) log[𝑓 ̅(𝒖)𝐴(𝒖)] 𝑑𝒖  

≈ ∫−𝑓𝑈(𝒖) log[𝑓(𝒖)𝐴(𝒖)]𝑑𝒖 
(25.3) 

 = 2h[𝑈]  − ∫𝑓𝑈(𝒖) log[𝐴(𝒖)] 𝑑𝒖 
(26.3) 

 (24.3) وب التلقزفب ر نا ياص ترم ز. فب الوت ا التال . نا   الأوباونا م الزنوفد  ر فونب ابزي اد ا اء لاغ انج و ا هي ى لل ا 

 هب: (26.3)ت

MSE +  λH[𝑉] ≈ λ2h[𝑈] + ∫ 𝑓𝑈(𝒖)
ℝ2

{MSE(𝒖) − λ log 𝐴(𝒖)}  𝑑𝑢 
(27.3) 

وا ه ف  الوبزتي. ن اإكا زه الز  ز صف عا فن بفا نهروا هب نا ون .ع زنوفد فونب هب زنتب ويزلفع رإب ونا م الزنوفد لا ز زاج إلأ 

 ها ب لاغ انج ر هقا ز  ف ال  MSEفت ال ائ ا، ترالزال  فونب هب زنتب  و   الون .ع زنوفد  cMSE إلفه بار.ال، ال نا الذي ف.لا الي أ
 ن صا ًلأ: (27.3) ر  التلقع  A(𝒖)/(4π) ال.فوعر MSE(u) رابزي اد فذا ال نا. رابزر اا

MSE +  λH[V]  ≈ λ2h[𝑈] + ∫ 𝑓𝑈(𝒖)
ℝ2

{
𝐴(𝒖)

4𝜋
− λ log 𝐴(𝒖)} 𝑑𝑢  

(28.3) 
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𝐴(𝒖) ف ر نا ونفصا  uنا ال.فوع الأوبلفع وب هاا  = 4πλ log 𝑒 .  لنا ن. ع  هد و.اس ال ائ ا نفبابزي ا زز .م الأوبلفع ًنu 

ر  ون .ع  H[V]وت اا  انز ترفعوب هاا  MSEلل  الأ نأ   ال، لننه فكت نا رقارا للز .فم)ر نا وبز.ا ًب نبارع الا زواا(. إب فذا غف  

فت ر  الونود الونزلد وم  نا ب اب  هنه له  فذا . فπ/3 = 1.0472 (0.2 dB)ون .ع و رتع فت  ر  MSEالوت ا التال . إب الزيففض ر  

 .قلفلل ت فب رزتلفف الز بب ًب   فم ؛ إلا هنه تر  نلزا ال الزفب فر.أ زكت نا ر   ربف  وونب ل رح ونود بنائ  الرت  π/3لنب قفوع  ،هوبل 

راك فا  ابزي اد  ائ ا تا  ا.  ًتهال ًبرت   n ذاتبزي د ن ا  فث نرت ،  n يوب الز لفا وب هاا ونود ذ هفونب هب ف رم النتع نفب

ب نزفاع فت   هو ال وت ترال وبلو . الونود الوب هاا  πe/6 = 1.4233 (1.53 dB)ف.ز ب وب  رح ق  ه  MSE، رإب ال   الأ نأ للي أ n قفوع

. n   واًن فذا ال رح ر نا اًزرا   فونب الاقز اب وب  ههبابفع ر  نل فع الوتلتوات هن
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 أشكال موجات المنبع والقناة .4
 

 مقدمة 1.4

  كون ًرا ا ًب زارمالصللتت ي اها وب قرفا لهذا الفصللا، الأتا هب نفهد هللغ  الرفانات الزوابلفع، هي هللغ  ونارم  وك تج ف ف بوع

الز   تا(. البان  هب نر ه ر  ابللع ه للناا الوتاإ للا ات) ه للناا وتاعفذه الزتارم ًلأ هنها إلأ ن للف   اًزرا فال؛ع هت  .ف.فع ززغف  فقفوزه ً. 

نا  اا رهد تزوبفابز.را ًن  ي اها. ن زاج إلأ نفس الواوتًع وب الأ تات ال فاهفع وب هًن   يا قنتات الازصاا تزُ  نو  ا ر نا  ب  زُ 

 باب  ر  فذا الفصا.الأوتهتع اللونرم تال.ناا، إب ز تف  فذه النزائج فت ا وب إ ا ات

الز لفا التلفف  ت ،الوزغف ات ال .ف.فع تالت. فعت ،ز لفاال ر لونافج ال فاهفع ر  اه ناا الوتاع وتاهفم وتفا فع  ًبزتزر  فذه النزائج 

هنب  ووا فت وتات  ر  وتلد  ر قع تزفبللف تلنب  ، فاهلل  اف  الوتات فب ر  نزابزتوفد ال قع هت ال تب  فنا اذن ف تالار  الي  . تق  زد  

 الهن بفع. النزب

 المنابع التماثلية 1.1.4

𝑢(𝑡): ℝ} 31ي ج الت ف  وب الونارم الزوابلفع )الصلللتت نوباا نوتذا ( ن لللنا وتا  زوبفافونب  → ℂ}  هت{u(t): ℝ → ℝ} نهزد .

 وذاعن ه ت ي وب هاا ز تفا رت ففه ت ً. فع ع  لأ ناا وتافبلرر.  رأ ناا الوتاع ال .ف.فع. لنب الزتوفد ا ،الصتت الع نوا ر   ،غالرال 

زائج ب نه نوا، ً. فعقفوع ذي  الع ياصللللع وب زارم رتصللللفه قفوع  .ف.  ذي زارم  النل  إلأل.نتات الازصللللاا.  فث فونب  .اً فعالال كوع 

 وفف ا هفهال للزتارم ال .ف.فع.  لت. فعالزتارم ا

لع رتصلللفهاالونارم الزوابلفع الأنب  زت.ف ال وبا الفف فت  ه فونب النل  إلألا لنا بلللار.ال هن با الانز.اا وب التهلللم و  هي ، ℝإلأ  nℝ وب وُ.ار 

 ر. .  الإ ا افنا ونارم  بن  سال.فد الزوابلفع ال .ف.فع، تلنننا للزربف   الكون  إلأالتوت ي ت/الأر. 

 ز تفا الونارم الزوابلفع إلأ رزات: الو غتبلنزذن  لواذا وب 

 فع زفصا و نلع هغ  الونارم ًب و نلت زت فا تز وفك ال.ناا.إبنانوتفا فع  زيا ب ابزي اد تااهع 

  رزات، هت  8زات وؤلفع وب وُ للار نع الرزات، هت رراففونب للواوتات هب زتوا ر .الونارم الوزت  ا وم رتض اتوي ا زاوفمفونب ربللهتلع

  كد ه تا وب ونارم ويزلفع.ر

 بلف بل بلع الرزات تار  وزت  ا )نوا ر   رنع(، فونب  ًر  ال ًن وا فنز.ا ززارم رزات ز بل ( ًن  نا ً. ا فاف )إًا ا زتلالهافافع  زن.فع 

 . لإ باا الزوابل  الهافار  ا ال ز اند الهافج ز  فاففتبف ع، رفنوا 

 إلأ ززارم رزات ف  نوا فل : ع ائتع لز وفك  نا وتاإب ال  ف.ع ال

;𝑢(𝑡)}ع الزوابلف الإ للا اب ق    1.  𝑡 ∈ 𝑅}  32ًفنازهارابللزي اد {𝑢(𝑚𝑇);  𝑚 ∈ 𝕫 } رانزلادع وزراً ا كونع ًفنًن  ه،, T, 0, T…, 

2T, …  

 زنوفد.  ون .عصف وب التفنات( إلأ  nد نا ًفنع )هت نو   2.

 وب الرزات.    ف وب الونا م( إلأ  ل ر نعك نا ون .ع زنوفد )هت  و   3.
 قابلة لها من ف  انتمي .المثمث اني قات انمس   هذه اني قات انثمث من انتمي  (1.4)  واح انشكل

                                                           
𝑢(𝑡): ℝ}تع  ف ش   ا   31 → ℝ}  إ ى تابع   مثل كل عدد حق قي𝑡 ∈ ℝ   بعدد حق قي آخ𝑢(𝑡) ∈ ℝ وبط  ق  مشابه ،   مثل ا تابع .{𝑢(𝑡): ℝ → ℂ} كل   م حق قي 𝑡 ∈ ℝ 

𝑢(𝑡)بعدد عقدي  ∈ ℂ، على أنها بدون أبعاد، مما  سمه  نا فصل ا معاملا/ ا ف ز اأ   في مساأل الاتصالا/ عن شكل  .   نظ  إ ى هذه ا توابع ا زمن  ، أي أشكال ا موج
 الإشا ا/.

∞ −مجموع  الأعداد ا صح ح   ℤتمثل  32 < 𝑚 < ;𝑢(𝑚𝑇)}بح ث  مثل  ∞  𝑚 ∈ ℤ }  ا تسلسل ا لانهاأي ا مضاعف  لع نا/ بف ض− ∞ < 𝑚 < ∞ 
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 .ت م ز وفك ت م ز ا شكل ا موجي  لمنبع :1.4الشكل 

. 33ًفنع ر  البانفع 8000يذ ًفنات روت ا ؤ( بد ز4 kHz) Hz 4000ز  للفح الصللتت إلأ  الهازف  ال.فابلل ، فزد   النلادر   1.1.4. مثال

اوُ  ىوبزت 256إلأ تا   وب رت فا د نا ًفنع نو  زُ  ل ع رللل  ، زو   . )زبزي د الأنلوعُ kb/s 64زوبا الإ ا ا الصتزفع رززارم  رالزال ت رزات. 8ووب 

از.لا وب  ،ب  ز ت ال ز وفك صتت هن هنلوع   اللبلنفع ال قوفع ال  فبع  وم ر. اب ال.لفا وب ات ا الصتت(. kb/s 8 ت نن.ا الرفانات إلأ  وت  

ئ اكزُ  لوباا،ع. ًلأ برفا افً.  إلأ ززارم وب ه قاد  .ف.فع هت الإ ا اتم ويزلفع لز تفا ائرت ا    الآنفعهيذ التفنات  ًولفع زتوفد فونب

زتلف   تاع لنا وُ.ز  م ل الز   فعرنفع البزي د زبد  .msec 20 ا نا ونهاو  وُ.ز تاتإلأ  هتلاالإ ا ا الصتزفع ال  فبع  تز.نفات هغ  الصت

 وب قرا. زهت وناق زنوفد ال تاع النازج تز وفكه نوا زو   رت فافونب  .وب ه قاد

  ا ات التفنعلإزاع االا زوالفع النالرنفع       . زُ ًولفع ً تائفعوب  عنًف   رتصفها إ ا اوب ونرم زوابل   الإر ا فع الإ ا انل  إلأ الفنرغ  

بزا ي   ابع فذا الزتصفف الت تائ  ر  الفصا البارم؛ هوا الآب ربن نك  .ًلأ البلبا الووبلع لإ ا ات التفنع فذه زواا الا زتكع  فذه 

 .ترالتنسًلأ   ائم زوبفا إ ا ات وُ    ا ربلبا 

 قنوات الاتصال 2.1.4

صا رفنها  صاا: كتج وب الهتائفات فف هاءنت   رفوا فل  رتض الأوبلع ًلأ قنتات الاز بز.ر الفك  ت ؛وفزتح ر ص ي فف تو صا رفنهوا ر

 يا وز تفا الأوتاج ال .ف.فع ًلأ ال إذا هيذنا وباا الهتائ ، فزد   لأوتاج الوفن تفع ففصا رفنها  لفا الوتاع.لو با توبز.را ت ؛لفف رص ي

ااكء ونها ًن  فتائ  الابللز.راا تبللز.را ز   ات الونابللب رابللزي اد فتائ  ال يا إلأ ه للتع نه توغنا فبللفع، فُ ر  وااا ال نا إلأ  لل فُ ت 

 لإ للا انزارم  إ للا ا الي جصللنا فم بللت اء،  فث فونب تصللف ًلأ هنها فذه ال.نتات الففكفائفع  النل  إلألأف اف ً ف ا، فونب ت. عوتا

 لفع.أنتاع ويزرهافج تل يا ا

فونب اًزرا  الأاهكا الرصلل فع هت الأاهكا  . ر.اتر  تهللم الصللنا فم بللت اء فت وباا آي  ًلأ رتصللفها فذه ال.نتات  إب النل  إلأ

رفكفاء لأب  ،فنا ر  هغلب الأ فاب فعاًزوا    ف.ع الت ض ال ر. الوفن تفع هت الهتائفات  ر.ع  ايلفع  تا ال.ناا الففكفائفع الفتلفع. بللللفزد  

 فتات فنا. إب ه   الابزبناء الو ت  االازصالات ال قوفع  وتاهفمقارلع للفصا ر نا نرف  ًب  الوفن تفعتالأوتاج  ،الهتائفات، تالرص فات

تم هبت  فز لب صن ًلأ هنها تصف ال.نتات اللبلنفع  رإب ،ن ىب تنوا الزابم.لزصالات اللبلنفع ر  الفصا لل.نتات الففكفائفع اتصف 

 . ال ئفبع لفهد لللتاف  الففكفائفعرتض ا

 الإ لللللا ات ز تفا  ف.ع فونب ر ع للللنا وتا إلأ الإبنانفعا الززارم التا   وب الأ قاد  ت  ف  هب ف ،ات   وُ ال ، هيك ال.ناا و  تلففع وُ  إب

رعالوُ  لأ بلللبلللع وب إ الزبلللبللا الإبنان ز تفا لال رهتذلم ًا ال  الأصلللفع. تفزد   الإبنانفعإلأ الأ قاد  ،ًااٍ  را زوااٍ  ،رالهللافج ر  الوبللز.را ي  

بازال افذ .عإلأ  نا وتا رفوا رت  تالز  فزد ز تفلها ،الإ ا ات الزوابلفع باوب ز -بل بارزات إلأ  بل بل فت نفس  -عزوابل  إلأ  نا وتا ز

 للها،وب ي انااك فذه التلائف هب فزد  ال  ف.ع الز  فنرغ  إب تًنس وا ف.تد ره و وك الونرم.  ،الزبلللللبلللللا الذي فؤ فه وفنم ز وفك الونرم

 . الزوابل  بلباتالز عا الوتاا نهرفب  ز تفلل  اوفتال ززهوبويزلفع للغافع ر   الات الونرم تال.ناا، لننها 

                                                           
في ا ثان  . إن ت دد  W2، عندها  مكن تمث لها بعدد ع نا/ Hz W، إنه إذا كان/ الإشا ة محدودة  اعد اً با 6.4نقول نظ    أخذ ا ع نا/ )الاعت ان( وا تي سننا شها في ا فق ة  33

 ، وا ذي هو أعلى كث  اً من معظم ا ت ددا/ ا صوت  .KHz 4أعلى نغم  في ا ب انو  قا ب 
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اب هب فًفنع لتولفات ً تائفع )رنفس ال  ف.ع الز  رتصفها إ ا ات .ناا ًر  اللإ باا تالابز.راا ل الإ ا ات الو غترعنل  إلأ الفاب 

صا ر.  راًفنع وب ًولفع ً تائفع(. إ ا ات الونرم ن إ ا اتفنل  رها إلأ  بفزد  ؛عزوابلف بلبات إ ا ات و   التلقع رفب فهزد فذا الف ت

بارمالفصا  إلأزأافا النزائج اله ت فع ًب التولفات الت تائفع  برب ر إب  .ال   اتلإ اافت هب فذه  ،نبف  وب ال قع ال فاهفع فناتات   ال

بر.ال  بارات ًلأ زارم تففز ض هنها  .غف  وت ترع و بفع الز.لف فع لإا اء رتض ال  بزي د الو.ا رات الهن  بز فم ه   هب ف رنلوات هي ى، لا ف

 .34ص ف ع إذا له  اتاب

 سلاسل فورييه 2.4

ت بلللبلللع رت ففه وفف ا هفهللال ر  رهد ز تفل إب .بلللبلللع رت ففه فأز  وب روا  ع،ززارم زوابل  فونب هب فوبا  للنا وتاإب هربلل  وباا ل

 الإ للا اتز.زصلل    ابللزنا لهذه الوتاهللفم ًلأ بللوا بللفزد  لل  ه لا .ال، تن(. (DTFTsتع كونفال رت ففه للإ للا ا الو.    ترت ففه تز تفل

 و  ت  ال اقع. ر  صف ،ًلأ الأغلب، لونرم تال.نااا لإ ا اتوفف ا النواذج الز.م  .و  ت  ال اقعال

بلع رت ففه زُ  بل صفها فا،ع كونزناففو دبتاءل نانت  ت فع هإ ا ا، وبا  ر   ا()وتاو فزد ز  ف  نا تكب ع. ا ات افرفلإ وُب. اواوتع  رت

 . وزنارئع تالزارم تزبلبا الأتكاب ف  هبابال زوبفل رإبترالزال   .زبلبا الأتكابر ًلأ ن ت  ئفسالزارم ف    ت ،زارمال ع االواوتع رتب

و  ت ا  الإ ا اتفز ض ر  الر افع هب زنتب فُ . 35ال ت فع الإ ا اتر لال وب  فاكون او  ت ال الإ ا اتًلأ  ص فا ف.زص  افزواونا فنا 

ًن  كوب  وُزو نكا فال  ا كونتو   إ للا اتإلأ ذلم رفوا رت   دتوفُ  .0ق فرع وب  T > 0وب رز ا اًزرا فع  T/2  t  T/2لفاصللا وا  فاكون

م. تهيف ال، اًزرا   باتفع ال تا و ا نا ونها  وُ.ز تاتإلأ  الاًزرا فعالأ ناا الوتافع  زُ.   بلع رت ففه. ر وُ.ز موبا نا رت  ذلم فُ  ؛Tوز بل

صتت ال  فبع  فث فزد ز. هغ  ال صتزا الإ ا ات  فمتفذا ف زر  ا زرا ال تبف.ال رز.نفات  ب  msec 20 ا نا ونهاإلأ رز ات و  فعل م نا ، زت

 بلبلع رت ففه. وا ف ره  إلأ ن ت ونفصاتا  ا ونها ًلأ 

𝑢(𝑡): ℝ} ً. يرف ض زارم  → ℂ} صلللف  ر.  ر  الواااال لا فبلللاتي T/2  t  T/2  هي(u(t) = 0  وب هااt < T/2  تt < 

/2T.) ف للللا  إلأ فذا الزارم ر  نبف  وب الأ فاب {𝑢(𝑡) ∶  [−𝑇 2⁄ , 𝑇 2⁄ ]→ ℂ}فال زارم و  ت  كونوبا فنذا . زت أ بلللللبلللللع رت ففه ل 

 36التلقعر

𝑢(𝑡) = {
∑ �̂�𝑘𝑒

2𝜋𝑖𝑘𝑡
𝑇

∞

𝑘=−∞
for   −

𝑇

2
≤ 𝑡 ≤

𝑇

2
0 elsewhere,

 

(1.4) 

 .ف.ع(، تف  زُت أ  u)t( ر  التوتد ) زأ تإب نانتً. فع  �̂�𝑘. زنتب وُتاولت بلللللبلللللع رت فه 1−√ال.فوع  i37 فث فُوبا ال وك 

 رالتلقع

�̂�𝑘 =
1

𝑇
∫ 𝑢(𝑡)𝑒−2𝜋𝑖𝑘𝑡/𝑇 𝑑𝑡,         − ∞ < 𝑘 < ∞
𝑇/2

−𝑇/2

 
(2.4) 

 زارم الوبز فا الوتفا يال فونب ابزي اد

   𝑟𝑒𝑐𝑡(𝑡) = {
1 for − 1/2 ≤ 𝑡 ≤ 1/2
0 elsewhere,

 

 :ًلأ الن ت الزال  (1.4) التلقع لزربف 

                                                           
، إذ فهماً و  ا تقن ا/ ا حساب   )ا  دو   أو ا حاسوب  (  لحصول على جواب س  ع دون الاكت اث با نقاط ا د  ق . ت زوّد مثل هذه ا تقن ا/ عادة  ا   هذا   س  لتقل ل من استخدام 34

  مكن معا ج  ا نقاط ا د  ق  لاحقا. أما في ا عمل ا/ ا عشواأ  ، فلا  ع ف أحد مسبقاً أي توابع ا ع ن   مكن أن   زوّد  ا   حساب  . 
 ش أاً جد داً.لا تكون الإشا ا/ ا دو    مث  ة  لاهتمام من ح ث حمل ا معلوما/؛ إذ بعد مشاهدة ا دو ة الأو ى، فإن بق   الإشا ة لا تحمل  35
 لاحقاً. (1.4)ست نا ش ا حالا/ ا تي تتحقق ف ها ا علا    36
 لدلا   على ا ت ا  ا كه باأي وبا تا ي فهم  i  اسي في كاف  ا مجالا/ ا علم   ف ما عدا ا هندس  ا كه باأ  . فا مهندسون ا كه باأ ون حجزوا ا  مز 1−√بدلا من  iإن استخدام  37

 .1−√ لدلا   على   j ستخدمون ا  مز 
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𝑢(𝑡) = ∑ �̂�𝑘  𝑒
2𝜋𝑖𝑘𝑡/𝑇 rect( 

𝑡

𝑇
 )

∞

𝑘=−∞

 

(3.4) 

تعنواوتًع ي فع وب الإ ا ات الافرفع ا u(t) فتر  ًبتفذا   :لت. فع الو.  

𝑢(𝑡) =∑�̂�𝑘  𝜃𝑘(𝑡)          where 𝜃𝑘(𝑡) =  𝑒
2𝜋𝑖𝑘𝑡/𝑇

𝑘∈ℤ

 rect ( 
𝑡

𝑇
 ) 

(4.4) 

;�̂�𝑘} واوتًع وب الوتاولت و ..ع وب هاا (4.4)التلقع هب رف ض  𝑘 ∈ ℤ}، ز .فم زلمزُله  بللرب بلل الزالفع الوناق للع الربللف ع رإب 

إذا ز ..للت التلقللع:  ابزللوزتللاولل  t(m(ت k)t(الإ لللللللا زفب التُ.لل فزفب  ف.للاا رللأب. 2.4))وتللاولت للتلقللع ال وبواوتًللع ال

∫ 𝜃𝑘(𝑡)𝜃𝑚
∗ (𝑡)𝑑𝑡 = 0

∞

−∞
 [T/2, T/2]  فث ز زتي الفز اُ الكونفع وزتاو ا (4.4)ر  التلقع  علو. تا لت. فعالافرفع االإ لللللا ات  إب. 

𝑘 وب هااهي ًلأ ً   ص فح وب ال ت ات لنا ونها،  ≠ 𝑚 ∈ ℤ، 

∫ 𝜃𝑘(𝑡)𝜃𝑚
∗ (𝑡)𝑑𝑡 = ∫ 𝑒2𝜋𝑖(𝑘−𝑚)𝑡/𝑇 𝑑𝑡 = 0

𝑇/2

−𝑇/2

∞

−∞

 

 ( نوا فل :(2.4فونب اًزرا  الاانب الأفوب وب ترالزال  

1

𝑇
∫ 𝑢(𝑡)𝑒−2𝜋𝑖𝑘𝑡/𝑇 𝑑𝑡
𝑇/2

−𝑇/2

=
1

𝑇
∫ ∑ �̂�𝑚𝜃𝑚(𝑡)𝜃𝑘

∗(𝑡)𝑑𝑡

∞

𝑘=−∞

∞

−∞

 

 

=
�̂�𝑘
𝑇
∫ |𝜃𝑘(𝑡)|

2 𝑑𝑡
∞

−∞

 
 

=
�̂�𝑘
𝑇
∫   𝑑𝑡 = �̂�𝑘

𝑇/2

−𝑇/2

 
(5.4) 

 فاا لإ (5.4) التا   ر  الر فاب دابللزي اال، فونب لا . بللنرفبنوا ت. رالون للت  الوزتاو  (4.4) التا   ر  الذي وب قرفاف ًأ الون للت  

 .الآنففبالزناوا تالاوم  الز زفب ر زر فا ر  الن. ع، فاب الانزراه  زلمالوتاولت ر  هي ون ت  وزتاو . ًن  

 u(t) = rect . لفنبtصلل ف ع لاوفم قفد  (4.4)لواذا لفس وب الهلل ت ي هب زنتب  الذي فلفهفتهللح فذا الوباا تالوباا  .1.2.4 مثال

(2t)  زوبفا ارز ض. (2.4 ال للنا )انلu(t)  بلللبلللع رت ففه يلا الفز ار  1/2  t  1/2 .  ا ب لبلللبلللع هب زُ لح، فونب نوا فت وتهلل.

وب ن. ع تب  الان. اع  t = ± 1/4 . ز.ز ب البلبلع ًن  ال.فوعt = ± 1/4 ن. اًات ًن الارابزبناء  t  [1/2, 1/2]ًن  نا قفد   u(t)إلأ

 .فذه لزانب قهافا الز.ا ب (4.4) ًب نتر   ر قعنفف  عالزالف . اح الفته  زب. t  =± 1/4 ًن  38صال ع (4.4)تلا زتت  

 

,1/2−] )ضمن ا مجالسلسل  فو   ه  :2.4 الشكل 𝑘 باعتبا  اً جزأ  اً ا شكل ا ثاني مجموع وَّ  نبض  مستط ل .  ص ([1/2 =

−1, 0, 3− من أجل اً جزأ  اً ا شكل ا ثا ث مجموع وَّ و ص 1 ≤ 𝑘 ≤ إلا  𝑢(t)  وضه ا شكل الأ من أن ا سلسل  تتقا ب إ ى. 3 
𝑡 ا نقاط عند = ∓1  .1/2 ، ح ث تتقا ب إ ى⁄4

                                                           
م  جبل .  سوء ا طا ع فإن هذا ا مثال هو  "ه عند انقطاع شكل ا موج  ثم ماذا، ومن  هتم إ ى أي ا نقاط تتقا ب سلسل  فو  " قول معظم ا مهندس ن بما ف ه أنا ]ا ما ف[  38

شا ا/ ا ع ِّن    لعمل   ا/ ا عشواأ  . ا ثلج، وعلى وجه ا خصوص عند د اس  استع ان الإشا ا/ زمن اً وا 
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بارم، ل ن ت وغاف ًلأ ت 2.2.4. مثال باتي  v(t) لزنبلوباا ال بلع  3.4 وا ً ا ذلم. فُله  ال نارف 0 ت  t  1/2 0 وب هاا 1ز بل

  .1/2  t  1/2 رت ففه الو.ارلع يلا الفز ا

بلع إلأ  t = 1/2 ًن  الونتكا ن. اعالابوع غ فرع ر  فذا الوباا فت  بوع بل بلع رت ففه لأب. ف  ث فذا 1/2 فث زز.ا ب ال غف   بل

∑الورزت ا  𝑣𝑘𝑒2𝜋𝑖𝑘𝑡∞
𝑘=−∞ ، نفس ال.فوع ًن  لها نتبفترالزال  فاب هب 1  فا ت فع  ت t = 1/2 تt = 1/2 بوع . تر لللنا ًاد إذا ناب

:𝑣(𝑡)}  اًزرا زارم  [−𝑇 2⁄ , 𝑇 2⁄ ] → ℂ}  رفه𝑣(−𝑇 2⁄ ) ≠ 𝑣(𝑇 2⁄ بلع رت ففه يلا زلم الفز ا ( بل  لا فونب هب زز.ا ب إلأ، رإب 

v(t).ًن  نل الن. زفب 

 

,1/2−] تنزاح سلسل  فو   ه خلال ا فت ة : 3.4الشكل   ا شكل الأوسط .  صوَّ 1/4 نفس ا نبض  ا مستط ل   م ناً بمقدا    [1/2
𝑘 ا توسع ا جزأي مع م ة أخ ى = −1, 𝑡  باستثناء ا نقاط 𝑣(𝑡) ا شكل الأ من أن ا سلسل  تتقا ب إ ى   بّ ن. 0,1 =

−1/2,  .1/2وا تي تتقا ب عند كل منها إ ى  0,1/2

 

 محدودة الطاقةال الإشارات 1.2.4

∫رأنها  39فعهت الت.  عال .ف.ف t(u( اللإ لللا ال اقع  زت فف فزد   |𝑢(𝑡)|2 𝑑𝑡.
∞

−∞
لونرم  ت ال  ئفبلللال ر  ز  ف  ا إ لللا اتزلتب ال اقع ر   .

 و لل ت  الكوب ر  إ للللللا اال للاقللع  لنف ضن لللل ح هتل ، توب هاللا وبللللزتى وتفب وب الز للللتفلله.  الإ للللللا اتهللللغ   ات ا

{𝑢(𝑡): [−𝑇 2⁄ , 𝑇 2⁄ ] → ℝ}، لللل  روتاولت بلبلع رت ففه ال اقعفذه  ززتلمu(t)  ت ر  الزو فب الزالفع الز  ا زُ  وتا لع ال اقعوب يلا.

 :(5.4) رنفس الر فاب الوبزي د ر  2.4

∫ |𝑢(𝑡)|2 𝑑𝑡 = 𝑇 ∑ |�̂�𝑘|
2

∞

𝑘=−∞

𝑇/2

𝑡=−𝑇/2

 
(6.4) 

;�̂�𝑘} بلللللبلللللع رت ففه لهاًب   فم هتلال زتلف  وتاولت u(t)  هللللغ  لنفز ض هنه زد   𝑘 ∈ 𝕫}  توب بد هللللغ  فذه الوتاولت. لفنب

{�̂�𝑘; 𝑘 ∈ 𝕫} بلع ال بل بزي اد قفاس ز تفه ت .ع فذه تهغووتاولت الفت  ∑ فت نل الز تفه الفنتب للوتاولت،  و ر مرا |�̂�𝑘 − 𝑣𝑘|
2

𝑘 .

أ ز تفلها إلوب بد  هًف  ت ،وتبتم ًلأ ن ت ز وفكفارم زد  إ بللللالها ًر  قناا، بد تلنفز ض الآب هنه زد ز وفك فذه الوتاولت الوهللللغت ع، 

𝑣(𝑡)إ لللا ا  = ∑ 𝑣𝑘𝑒 𝑘
2𝜋𝑖𝑘𝑡/𝑇

 هالذي ل، v(t) u(t)  فت v(t) تالي ج u(t) ل يااالف م رفب  لللنا وتاع إب  .(1.4) نوا ر  ال لللنا 

∑ بلبلع رت ففه (�̂�𝑘 − 𝑣𝑘)𝑒 𝑘 
2𝜋𝑖𝑘𝑡/𝑇

 :ف مالوتا لع  اقع    فت (6.4)ر  التلقع  v(t) u(t)  ابزر اا. إب 

∫ |𝑢(𝑡) − v(t)|2 𝑑𝑡 = 𝑇 ∑|�̂�𝑘 − 𝑣𝑘|
2

𝑘

𝑇/2

𝑡=−𝑇/2

 
(7.4) 

وعلوتاولت اللو ا واوتع و رم الايزلرات  Tف  رربللللا ع  v(t) تإًا ا ز نفرها u(t) الف م رفبر   اقع التفنذا رإب  . تفذا فتن  وُنو 

 الإ لللا ا م رر   اقع الزتزر   .الإ لللا ازنوفد الوتاولت فؤ ي ر لللنا ورا للل  إلأ ز.لفا ال اقع ر  ر م  ًولفع الفا م ر و رم  هب ز.لفص

 ال وهو ال إهلللارف ال  زُكت   ور ورا للل  وم وزتبللل  و رم وتاوا الز لللتفه ًلأ ن ت  زر  ز نتنها للز لللتفه، تلنب  .ف.ع ال تون .ف ال  لللائت ال و.فابللل

 ًلأ ن ام تابم.  الابزي اوه

                                                           
𝑢2لاحظ أن  39 = |𝑢|2  /إذا كان𝑢  حق ق  ، و كن من أجل𝑢 ،  فإن عقد 𝑢2  إ ى ونحتاج ،أو عقد    مكن أن تكون سا ب |𝑢|2 = 𝑢𝑢∗ = [ℜ(𝑢)]2 + [ℑ(𝑢)]2  توافق 

 ا فك ة ا بد ه    لطا  .
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نعت  ا زأيف    Tفنام ًلأ الأقاتب فاب هب فن ، توب بد [T/2, T/2]الفز ا  يلا u(t)لللللللل ر  التبت  ًلأ وتاولت رت ففه  وُزهللو 

بز.را.  ر  وعنو  ووتاولت الالوب  v(t) إًا ا ز نفا هار  ر  ال.ناا تبوعالو   جزنتب إ ا ا اليترالزال  فاب هب  .زأيف  انز ا  توتالاع إ

ضل يا. وؤي ال لز. فرال  تر.ال ، v(t)تب ر فث زنزأيف  الزتقفت فذا    ف الوبللللز.را. تفزد ز الزكاوب ر تولفات ابللللزتا ا رنا فذا الزأيف   فُتت 

 نفصلعووهوع، تلننها قهافا . زتزر  ابزتا ا الزتقفت تالزأيف  ، ر بب زتقفت الو باالو بار   u(t)لللل ونابب الز. فب ال ،لزتقفت الوبز.را

ًب زتقفت الو بللللا، فونب زاافا الزأيف  ر   وُؤي  رت  إ  ام هب زتقفت الوبللللز.را تًب الو للللنلت الز  زهونا  الفال. تفنذا  إلأ    نرف 

 التقت ال افب. 

ًفنع  عقفوغلأ هنها  (3.4) ر  وت ااال u(t) هب زيف اقفد ًفنع لوزغف ات ً للتائفع وبللز.لع تًلأ هنها  �̂�𝑘رت  ذلم وتاولت رت ففه  زيف ا

واوتع قفد وزتب   و ا T(. زباتي ال اقع الوزتقتع ر  فذه التولفع الت تائفع 7و.ارلع )بفزد   ح ذلم ر قع ر  الفصا الت تائفع التولفع الوب 

باتي v(t) ت u(t) و رم الوتاولت. ترالوبا، رإب ال اقع الوزتقتع ر  الف م رفب ب  و رم الوتاول Tز نا  هف. تهتف واوتع ز تفات وزت

 توب بد ،زغف  الت تائ . الو ذلموزغف  ً تائ  زوابل  فزنابب وم زرافب لالوزتب  الز رفت   زنوفد رأب ي أ رتولفع ز.ففس، ،الفصا البالث ر 

  اقع الوزتقتع ر   نا وتاع ً تائ  ًلقع ووابلع وم الز ته الوزتب  الز رفت  رت  الهغ . فنتب للهب  ال لفس وبزغ رر

وب الوتاولت. ه   ال لتا  غف  ونزهفعًب   فم زنوفد واوتًع  الابلللزو ا فع وزناففع إ لللا اتاهللل ع ر  هلللغ  ًولفع  و لللنلع بوع

ه ع:  ب ال.فوع ال ذاتهغ  ر.  زلم الوتاولت االتا ∑للللللل  .  فث ال.فوع الوزتقتعالز رفتفع الهاوع عوزت |�̂�(𝑡)|2𝑘 ع زناففع لزتارم وزناففو

 زناففعورايزفا  واوتًع نرف ا  صللغف ال رال.   الو غتب تذلم الز للتفه الوزتبلل  الز رفت  ، اتاصللغف االوتاولت الزاافا ر ،فونب ،ال اقع

𝑣𝑘ا  فيزا بهتلعر فزد رت فاوب الوتاولت.  =  .k لنا قفوع زد زاافلها وب (7.4) التلقع ر  0

 اقع ر  ال زُتزر  تًاب وب الأرنا  الوهوع ر  التقت ال افب. هتلال،نبوع الر فاب البللارم رتنافع رت  ز تف  الأ تات اللكوع.  ز تف  بللفزد  

ًب   فم هللغ  ً    اع فونب هللغ هزنافف اقع والو غترع لونرم ا بللفنتب لإ للا اتتبانفال،  ،ر  هللغ  الرفانات ال وهو ونرم ًاولل  إ للا ا

 وب الوتاولت. زناف وُ 

 وب  ا وب قرا نا    وُ  T نزهفعال اقع الوبللزي وع يلا هي رز ا كونفع وإب ل.ناا. ا ًلأ لإ بللاالالوبللزي وع  رت  ذلم الإ للا ات لن  س

ع ال اق وزناففعو  ت ا لننها غف  رابللللز اًع  إ للللا ات   ابللللعالو بلللللت تالهتائفات. فونب  ًلأالففكفائفع  ل.فت التنالات الزنلفوفع تا

ت هت )إذ ق  ززلف الو بللل لأر إلأ ا، لا ز تد الأ للناا الوتافع الففكفائفع تلأه الإ للا ات الافرفع الربللف ع(. وب اهعوب قرفا ) بللزو ا فعتالا

هي  رفكفائفع ه تا رنبف  وبزُنوذجُ  فتات و ا لا نهائفع،  زبلللزو الففكفائفع هب  الإ لللا ات لنواذجلنب وب نا فع هي ى، فونب  زصلللرح وُلغاا(،

صالات. توم ذلم،  بتف زنن ف ز  فافال، تو.فاس كوب ر  وااا الاز براب  ص  بزلأ ات الإ ا ات ذًلأ  النزابل.ناا ر  فذا ا إ ا ات.ز

 ع.الوزنافف اقع ال

هفهال  ا فهب لتلنب لأ ،لونرم تال.نااا لإ ا اتونابرع النواذج ال هاال اقع. لفس ر.  لأن الوزناففع الإ ا اتوهد آي  للز نفك ًلأ  برب بوع

لزتارم . زبللوأ فذه اعالزالف ف. ا لل ح ر  الالز  بللزُ  قارلفع ال.فاسبللوأ فإهللار   قف اليصللائص ًلأ  يصللائص ربللف ع تًاوع. زتزو  فذه

 اب ل فهفنترب ،الكوبر و.ف ابلبلع رت ففه. تإذا لد زنب   ائوال  افنتب ل فه، ربالكوبر و.ف اإذا نانت ت. 2ℒ و  ت ا ال اقع ال.ارلع لل.فاس زتارمال

انل  الز.لف فع )لأ للتع ر للنا هبللابلل  وبا ا 2ℒالزارم  وتاولع ونبفُ  هف  هن ، اا عًلأ هف ،ز تفا رت ففه. تلتا الياصللفع الأنب  هفوفع  ائوال 

 الفصا الياوس(.

باءا ًوا إذا ناب تات   بزي د الإ ا ات الافرفع غالرال نبف ال   .ف  ع فُ زناففوالال اقع ذات للزتارم  فعت و  ق  نز برفا الوباا، ز  نوذاعل. ًلأ 

وع  ك إ للا اا ت   لإ للا ات الافرع  اقع لا نهائفع ربللرب و زها اللنهائفع. نوا بللن ى لا .ال ًن وا زُ لت يكوع الزو ف ، ال اوا ر  ازصللالات

 ع.زنافف اقع و ا  كوع الزو ف  النازاعلإ ا  رإب. ، إلأ  كوع الزو ف افرفعال ا ا زلم الإر ،و  ت ا ال اقعقاً فع 

بزي د لنوذاع الإ ا ات ذات الوبا ع التا  فع تالز  لا زباتي d(t) وبالال آي ، النرهع التا  فع )زارم  ف ام  لزا لنأيذ ( ف  زارم ًاد فُ

نرهفع لو  ح ي   غف  وزغف  كونفال، ، هف م نبرع إلأ راق  الفز ات الوهوع. إب الابزاارع الt = 0 الصف  ر.  هوب  ف ك هف م ر  و ف 

ب فذه الابزاارعُ ابزاارع  الو  ح لإ ا ا رفكفائفع هف.ع ًلأ ن ت نافٍ تلها وبا ع تا  فع. ك ا  ز ف  رالزأنف ، ابزاارزه لنرهع  ف ام، زُ.  

برفا /1تا زفاًها  الز  ً هها  للنرهع الو رتعإب ال اقع ر  زلم الوتاع الففكفائفع ًلأ ن ت نرف  نلوا هام ً ض الإ ا ا.  ، ًلأ 

. فونب النل  إلأ ال اقع ر  النرهللللع التا  فع   0 ًن وا ، ز.ا ب /1لنب لها  اقع   > 0الوباا، وبللللا ع تا  فع وب هاا نا قفد 
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رع هت لانهائفع، تلنب لا فونب هر ال النل  إلفها ًلأ هنها وزناففع.   رنتنها إوا غف  وُت  

ف ا رفكفائفع، ره  نواذج وف إ ا اتنها لفبت نتًلأ ال غد وب تع ال اقع. رئع الوزناففالت ف  وب ه ناا الوتاع الوفف ا يا ج  بوع، رإفااك

 ئعرهب ز.زصلل  ًلأ  لهذه الإ للا اتتوم ذلم فونب  ،لونرم تال.نااا لإ للا ات عفاو بللوعل ال اقع  زُت   رفكفائفع  فث ال اقع غف  وهوع.  لإ للا ات

 .الوزناففع ال اقع

 

  [T/2, T/2] في المجال Lebesgueوتكامل ليبسغ  ℒ2توابع  3.4

𝑢(𝑡):ℝ} الزارمف ت   فُ  → ℂ}  2 زارم هنهًلأℒ  بغ ترم لل.فاس إذا ناب قارلل بغ ، لفر ∫ونزه تله زناوا لفر |𝑢(𝑡)|2 . 𝑑𝑡 
∞

−∞
 ه. د فذز. 

الفهد  هنب  ًو.ال. فز لب ال الول م ر اففب النزائج، تهوبلع إهارفع، ترهو كت  الو.صت  رهذه الوص ل ات. تفلوا فت  ال ف ْ بت ال هبابف ال رهو ف. اال

فذا الفصا ر   لنزائجلو لترال لفهد الهن بع الأبابفع لفس الول م إب . لت. فعاف  ر  الوزغف ات ال .ف.فع تا  فاهفاتٍ و.    للوتهتع، الأًوم

 نل ا هنب  زتو.ال.  كت  تالفصتا الل .ع، لننه بف

بغ  إب بفع لزناوا لفر با بت الفن ا الأ  رأفنوا فتا . النل فع للورز ئفبس ر  ونافج     هنب  زت.ف ال وب زناوا  فواب الأنب   فتًال تالذي فُ لف

ت ام الوألترع ل بلاب الزناوا روا ر  ذلم الا اتا تالتولفائتله نفس ال.فوع. تفنذا رإب اوفم ال   40زناوا  فواب، فتا  زناوا لفربلغ هفهلال 

بغ هنب  رائ ا فنا، تف ام ذلم اكئفال لأنه فُ  إب الت  فع زا ي  تب زغفف . بم وب الزتارمهم ًلأ واوتًع  ر  زناوا لفر  ،ب ذلملنب الأفد و ،ت

 نرف . ًلأ ن ترب  النزائج الأبابفع هنه فُ 

:𝑢(𝑡)}و  ت ا الكوب الالزتارم رر.   . االف هفذ زهزد [−𝑇 2⁄ , 𝑇 2⁄ ] → ℂ} .نوا هبوع رالنبللرع لبلللبللع رت ففهالزتارم الوهف  فذه ت ، 

ا وتالازها رتض الزفاصفا ال فاهفع  فُان برفز ا كونفع و   ا الز.فف    لا .ال.الز  وب الوُفه 

قفوع  ذي u(t) لزارم زنففذ زناوا  فواب الز.لف ي فا ير فه  الايزلف رفب زناوا لفربللللغ تزناوا  فواب.  ًلأ ن ت (4.4)فرفب ال للللنا  

 ً ض نا ونها 0i ، إلأ رز ات كونفع]T/2, T[2/ الوااا وب يلا ز.بللفد 4.4aر  ال للنا  ]T/2, T[2/ يلا رز ا الرعغف  بلل ع .ف.ف

0i/Tب ت  ر ب الزناوا.   فُ بد  .ن. ع التبلل  لل.فد يلا الفز ا الكونفع ، وب قرفاiu .فوع تا  ار i االز  ز زفرهالفز ا  هللوب رت  ذلم الزارم . فُ.  

∑ إلأ ذلم (𝑇 𝑖0⁄ )𝑢𝑖 
𝑖0
𝑖=1 0  ًن وا ،ف ًأ زناوا  فواب ال،   هذا الز. فبل رإب ،روا رفه النفافع ناًوال . إذا ناب الزارم 0 i. 

 

 غ.مثال على تكامل   مان وتكامل   بس: 4.4شكل ال

 وبت. 4.4b، نوا فت ورفب ر  ال للنا δا زفاع نا ونها  ،د الو ت  التوت ي إلأ رز ات.بلل  فُ لوناولع نفس الزارم رابللزي اد زناوا لفربللغ، 

,m،41 [𝑚𝛿الفز ا الز  ز زفرها  هاا (𝑚 + 1)𝛿)،  لزنبm   واوتًع قفد فt فثر  + 1) m) < (t(u  m. ًلأ بللللرفا الوباا، 

 زت أ نوا فل :ف  ت 2 الواوتًع 4.4زتهح الأبهد ر  ال نا 

] 4t, 3t( ) 2t, 1t= [  ) < 3t(u  : 2 t= { 2 

                                                           
 .1.5.4 في ا فق ة sincستج ي منا شته في مثال تابع ا س نك  ه ا جمل ثم  تعد ل افت اضي طف ف  هذ 40
,𝑎] دل ا تعب    41 𝑏)  ًعلى ا فت ة ا مغلق  جزأ ا𝑎 ≤ 𝑡 < 𝑏  وعلى نحو مشابه،  دل ا تعب . (𝑎, 𝑏]  ًعلى ا فت ة ا مغلق  جزأ ا𝑎 < 𝑡 ≤ 𝑏   وا تعب ،(𝑎, 𝑏)   على ا فت ة ا مفتوح

𝑎 < 𝑡 < 𝑏   وا تعب ،[𝑎, 𝑏]   على ا فت ة ا مغلق𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏 وفي ا حا   ا خاص  عندما .𝑎 = 𝑏   فإن ا تعب ،[𝑎, 𝑎]  تأ ف من مقط  وح دة 𝑎 ب نما تكون ،[𝑎, 𝑎)  ، و
(𝑎, 𝑎]و ، (𝑎, 𝑎) . فا غ 
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ر   2 ض زلم الفز ات ترالزال اً هفت واوتع  m تقفابلللها 42واوتع و    وب رز ات ونفصللللع، mنوا فت وتهلللح ه ناه، إذا ناب 

 زت أ نوا فل : الآنفالوباا 

)3t, 4t) + (1t, 2t) = ( 2(=  2  (8.4) 

ε1 و اره، تًلأ ن ت = [
−𝑇

2
,𝑡1) ∪ (𝑡4,

𝑇

2
] 𝑎𝑛𝑑 𝜇=(𝑡1+ 

𝑇
2
)+(

𝑇
2
 − 𝑡4) 

∑ إلأ لفربغ زناواب .   فُ  (𝑚𝛿)𝜇𝑚𝑚ر نا هباب  فت،زناوا لفربغ إب الون .ع الولللع ًوت فال ر  ال نا إلأ فذا الز. فب. ز ف  . ت ،

 .   0ًن وا  ال  

 تفاوم الونا م الوبللللز فلع نزلوعو وُ.ز تاتف.بللللد الو ت  الأر.  إلأ  ،لون .ع الز  ز ت الون ن إلأ از. فب  فواب إب رايزصللللا ، 

 ال الزفب، . ر  نلوُ.ز مالا زفاع لنا  هكونع تفاوم قفاس ً ض ونزلوع وُ.ز تاتف.بللد ز. فب لفربللغ الو ت  التوت ي إلأ رفنوا ع. تار.الو

ر   الع  تغف  وتات ار  لفربللللغ وتات ا   ت   زله  رفه وبالال  3.3.4 ف. اال ض تتز ، ااع إلأ ًولفع ز  ف  وب هاا إفاا  الزناوا بوع

  فواب.

 

 الفترات  تحادإجراء ليبسغ لا 1.3.4

 . هنب  ًوتوفعلواوتًات إا اء لفئع وب اوب ز  ف   ، لار   ًده ًلأ ن ت  ح زناوا لفربغ ل

ف  𝜇(𝐼) ، رأنهa  b فث   bإلأ aوب  Iلفز ا  الإا اءفُت   = 𝑏 − 𝑎 ≥ ، ونفصلللللع ارز  ℓللللللللللل  زناف از ا  و . توب هاا هي0

ℇ = ⋃ 𝐼𝑗
ℓ
𝑗=1 ،   الإا اء ف فت𝜇(ℰ) : نوا فل 

𝜇(ℰ) =∑𝜇(𝐼𝑗)

ℓ

𝑗=1

 
(9.4) 

هب  لفز ارم وم الوبللا ع ز ت ون ن  الز. فب.  .ف.ع (b4.4)للز. فب ر  ال للنا  تفت هلل ت ي (8.4) ر فذا  𝜇(ℰ) ي د زت ففابللزُ 

الونفصلع  هب فذه الفز ات الكونفعروا وم الوفهتد الأباب  للون .ع ز ت الون ن . هيف ال،  ززتارم ،لفز ا لا فتزو  ًلأ إ  اج ن.ا  النهافعاقفاس 

  ، هي:Tفت ًلأ الأنب   هاهاً ه، نتزر  هب واوتع [T/2, T/2] ر  وُ زتاانلها 

0   ()  T (10.4) 

ℇ فع،اًزرا  ارز  ℓ وزناف  للللللهي از ا  فونب هفهال الزترف  ًب  = ⋃ 𝐼𝑗
ℓ
𝑗=1 ، لللللل  وزناففال  ال از ا رتصفه  ر ف ، ن تًلأℓ  ونفصلع ارز 

𝐼1 هي، ًلأ الأنب ،
′ , . . . , 𝐼𝑘

′ , 𝑘 ≤ ℓ (  5.4الزو فب انل)، قفابها نوا فل : فت أت 

𝜇(𝜀) =∑𝜇(𝐼𝑗
′)

𝑘

𝑗=1

 

(11.4) 

ف  ℬ وب رز ات ونفصلع، 43از ا  واوتًع لانهائفع وت ت افُت   = ⋃ 𝐼∞
𝑗=1 𝑗

 قارا لل.فاس تفت أ قفابه نوا فل : رأنههفهال  

𝜇(ℬ) = lim
ℓ⟶∞

∑𝜇(𝐼𝑗)

ℓ

𝑗=1

 

(12.4) 

𝜇(𝐼𝑗)روا هب   .ℓلنا  Tت 0رفب  نأ للتلقع وُ    الفو ر  الاهعالاوم إب  ≥ ال   وتات  رإب ترالزال   .ℓالواوتع لا فزناقص ر  رإب ، 0

 (.4.4الوباا انل  هفهال ) jI وبز.ا ًب ز زفبنوا هب ال   . Tت 0.م رفب فت

𝐼𝑗 لفنب .1.3.4 مثال = (𝑇2
−2𝑗, 𝑇2−2𝑗+1)لنا ً   صللل فح ، j  1 .ذات الز زفب لفز ا ا قفاس إبj فت 𝜇(𝐼𝑗) = 2

−2𝑗 زصلللرح .

                                                           
. وعلى ا عكس، تكون منفصلتان (1,2)و  (0,1)إذا كانتا غ   فا غت ن، وكان ب نهما نقط  واحدة على الأ ل لا تقع في أي منهما؛ أي، إنّ  منفصلتاننهما إ  قال عن فت ت ن  42

 مفكوكتان و كن   ستا منفصلت ن [1,2]و  (0,1)ا مجموعتان متباعدت ن إن  م تكن ب نهما أي نقط  مشت ك . وبا تا ي فإن 
 د اس  أساس    قابل   ا عدّ.   نصه ا قا أون ا ذ ن   س  د هم خب ة في  ابل   ا عد  لأعداد ا كس      اءة هذا ا ملحق. 4A.1 قدّم ا ملحق  43
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ℬ ازواعتف  زُ ى رتهللللتح هنها ونفصلللللع. إب قفاس الا. j تفذه الفز ات الكونفع هصللللغ  تهق ب إلأ الصللللف  نلوا اك ا  = ⋃ 𝐼𝑗𝑗  فت

𝜇(ℬ)∑ 𝑇2−2𝑗∞
𝑗=1 = 𝑇 هب ًن فا، فونب  ؛t  0 أبلل ع نلوارهبلل ع  ًلأ ن ترآي  فزأ اح  4.4ا ابللزر اا الزارم ر  ال للنا زيف   .⁄3

 .ا اتوُ  ًوت فع   ف عل  زُتارمن.ا  ًلأ الو ت  الأر.   واوتًع    ℬ اوب  زُ 
ℬ ، هبالوباا البلللللارم ن ت ويزلف ًبًلأ ت ،لنف ض .2.3.4مثال  = ⋃ 𝐼𝑗𝑗 فث  𝐼𝑗 = [𝑇2

−2𝑗 , 𝑇2−2𝑗] لنا تj ززنتب الفز ا .jI  

𝜇(𝐼𝑗)ترالزال   𝑇2−2𝑗 ا فوب ن. ع ت ًن فا  = ∑ فنتب ر  فذه ال الع .0 𝜇(𝐼𝑗) = 0
ℓ
𝑗=1  لناℓ .ًن وا ز.ز ب  فا    إب  نواℓ  0  فت

𝜇(ℬ) رإبلهذا ت، 0هفهال  =  .0قفاس هي واوتًع لا نهائفع وت ت ا وب الن.ا  فت هب رنفس الر فاب نا  ت .ر  فذه ال الع 0

للت   )بللللتاءل ناب قارل قارا للت از ا  رأنه  44ًلأ ن ت ر ف ) روا وز.ا تع(  اًزرا فعلفز ات  قارا للت هي از ا  لا نهائ  فونب زوبفا 

ف  (؛6.4الوباا )انل   فز ات كونفع ونفصلعل( هت غف  ونزهٍ  ال ونزهف  فذا الزوبفا.ًلأ  ((12.4قفابه وب يلا ز رفم فُت  
 

 عمومية المجموعات الأكثرقياس  2.3.4

 لتلقاتالأنتاع التاوع وب ا لز واتلنب ازهح هنها هف.ع ا ال  ،روا فنف  لزوبفا هي واوتًع  اولعالفز ات الوت ت ا  رئع از ا ق  فر ت هب 

بغ.  برع ℬ̅وزود هب فنتب الز لب إب ه   الزتوفوات ال فتفع فالز   نلت ال ارم لوناق ع زناوا لفر 𝑇−] إلأ )ن 2⁄ , 𝑇 2⁄  ℬ( لأي واوتًع [

 . 45، قارلل لل.فاس هفهال قارلع لل.فاس

𝜇روا هب  = ([−𝑇/2,𝑇/2]) = 𝑇  تنا ن. ع وب[−𝑇/2, 𝑇/2] م إوا هللوبز. ℬ  هتℬ̅  رإب قفاس وتال رفهوا تلنب لفبللت ،ℬ̅  فاب

ℬ̅هب فنتب  = 𝑇 − 𝜇(ℬ) . ر  ال للنا وتهللح   ،الوبللا ع ز ت الون ن  ومزناوا لفربللغ  لفزتارمفذه الياصللع وهوع  نتبالبللرب ر  إب 

(5.4). 

تناب  ،لل.فاس فبقارل ℬ ت 𝒜 ًلأ هنه إذا ناب تف  زنص :ل.فاسفزهللللونها افت ياصلللللع هي ى فاب هب  عالاكئف زرافب الواوتًعإب 

𝒜 ⊆ ℬ ،فنتب ًن فا 𝜇(𝒜) ≤ 𝜇(ℬ)زوبفا الوبا ع ز ت الون ن .ر  للزناوا  رافبفذا الز ه ت ا (5.4) . تفونب هب نزرفب وب ال نا 

 

,T/2−] في أي مكان آخ  ضمن 0وا ق م    ℬ على مجموع  1تابع  ه ا ق م   𝑓(𝑡)   كن :5.4الشكل  T/2] . عندها
∫(𝑡)𝑑𝑡 = 𝜇(ℬ) .وضه ا شكل أ ضاً متمم  ℬ̅ ا  ℬ 1 ، و بّ ن أن − 𝑓(𝑡)  في ا مجموع  1تساوي ℬ̅  وتساوي ا صف  في أي

1]∫ مكان أخ .  ذ ك فإن − 𝑓(𝑡)]𝑑𝑡 = 𝜇(ℬ̅) تساوي، ح ث  جب أن 𝑇 − 𝜇(ℬ)  /توافق ا تكامل مع شكل ا مساح  تح  
 ا منحني.

𝑇−] ر  قرا زت فف هي الواوتًات 2⁄ , 𝑇 2⁄ د قارا لل.فاس تهفها غف  قارا،  [  فمولا وتات  ال.فاس اليا ا ف ًأ زارتال نال.فاس بن.  

𝑇−]الواوتًات ر   2⁄ , 𝑇 2⁄ 𝒜 ، إذا نانت𝒜هنها ز  زتي  ℬ ن.تا ًب الواوتًع، 𝒜 اًزرا فع واوتًعهي . وب هاا [ ⊆ ℬ  تنانتℬ 

 46،تًلأ ن ت اليصتص. 𝒜فت قفاس هصغ  ا زتاء لل  𝑢o(𝒜)از ا  رز ات قاراٍ للت . توب بد فنتب ال.فاس اليا ا  

                                                           
 ف  داً،  كن ت ت ب ا فت ا/   س كذ ك.  (12.4)   عدُّ مجموع ا فت ا/ ا منفصل  وكذ ك ا حدّ في ا علا   44
𝑇−]  في مجموع  الأ  ام ا حق ق  4A.1 ستعمل ا ملحق  45 2⁄ , 𝑇 2⁄ ℬ  وضّه أن ا متمم  [

  س با ض و ة أن  كون  ابلًا  لعدّ. في هذه ا حا   تكون  ℬلاتحاد  ابل  لعدّ  فت ا/  ̅
𝜇(ℬ̅) = 𝑇 − 𝜇(ℬ) وا تي  بدو أنها صا ح  عندما تكون ،ℬ

 اتحاداً  فت ا/  ابلًا  لعدّ. ̅

[  مجموع  من الأعداد ا حق ق   بشكل أساسي ا حد الأدنى  هذه ا مجموع . و مكن  ا   ا ف ق ب ن ا حد الأدنى وا حد الأدنى الأعظم من (inf)  عتب  ]ا حدّ الأدنى الأعظم 46
1خلال مثال عن ا مجموع  من الأعداد ا حق ق   ا تي تكون أكب  تماماً من  أصغ   كون أكب  من عددٌ  وجد  كل عدد في ا مجموع   إذ ،هذه ا مجموع  حد أدنى  لا  كون. 

كل الأعداد الأ ل من ا واحد أو ا تي تساو ه هي ا حدود ا دن ا   ،مثالفي ا و و تجنُّب هذه ا مسأ   ا تقن  ،   ع َّف ا حد الأدنى الأعظم بأنه أكب  حدٍ أدنى  لمجموع . ا واحد. 
، وا عدد  لمجموع  1 اً أدنى أعظم  اا حق ق   حدكل مجموع  غ   خا    من الأعداد إن   .هو أعظم حدٍ أدنى  ( إذا ضمَّنا ا ق م    − ∞ كخ ا .   
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𝜇°(𝒜) = inf
ℬ:ℬ covers 𝒜

𝜇(ℬ) (13.4) 

 (.4A.3لفس وفاائال هب فنتب ال.فاس اليا ا  لاز ا  رز ات قاراٍ للت ، وباتفال ل.فابه نوا زد  زت ففه )انل  الول م 

𝑇−]الفز ا ال.فاس يلا ف الواوتًات ال.ارلع لل.فاس تفالآب زت  فونب 2⁄ , 𝑇 2⁄  ًلأ الن ت الزال : [

𝑇−] ًلأ الوااا) 𝒜 الواوتًع    ت  زُ  :تعريف 2⁄ , 𝑇 2⁄ 𝜇o(𝒜) إذا ناب لل.فاسقارلع ( [ + 𝜇o(�̅�) = 𝑇 تإذا نانت .𝒜 قارلع لل.فاس، 

 .𝜇o(𝒜)يا ا  ال.فاس الفت ، 𝜇(𝒜) ،هاقفابفنتب 

ر فث فونب ا زتاؤفا راز ا  رز ات قارا للت   وز انرع اًزرا فال  وز ارنعتوزووازها غف  ف  زنتب الواوتًع قارلع لل.فاس إذا نانت ر افع،  

د الوباا ر  نهافع الف. ا  .ًلأ ن ت  ففف غف  قارلع للت ؛ زاب ول لع ند زر ت الواوتًع غ فرع توت. ا  واوتًع وت ترع هربلللل  4A.4فُ.  

زها. و   وم وُزو 

رت فع نبف ا ًب ز  ف  وا إذا نانت فكت   ه لع تلننه لا  تونبللللاد و.زهللللب"زت فف  فاهلللل " روتنأ هنه  تقارلفع ال.فاس فإب زت فف 

  .رايزصا  الوبألع هفذ عالآب وناق  بزا يواوتًع قارلع لل.فاس، تإذا ناب الأو  نذلم، روا فت قفابها. 

 الواوتًات زاكيء ًب   فم ال.فاسفونب إا اء ت ،لل.فاس تر.ال لهذا الزت فف  ات الفز ات الوت ت ا قارلع  ا زهب ا 4A.3رفب الول م ف

𝒜إذا ناب  ،رت  ذلم ،.فاسلل قارا   ،نا واوتًع قارلع لل.فاس د  وزو  رإب ر ند الزت فف ، ترز ات ونفصلع. هفهال  إلأ ⊆𝒜′، لل  اتٍ  رإب هي 𝒜′ 

ًلأ بلللبلللع  ف   زقفاس الواوتًع رابللزي اد ًولفع إفاا  . تفذا غالرال وا فاتا وب الوونب الواوتًع الاكئفع وُ . .هرإب  توب بد   ،𝒜  زتيف

 الو لم. وب 4A.4 ف. اهيف ال زد إبرات النل فع الزالفع ر  ال .ز زتي هت و زتاا ر  الواوتًع الو غترع .ارلع لل.فاسالواوتًات الوب 

,𝒜1,𝒜2 نبلف. 1.3.4 نل فع . . 𝒮 رفنتب .وب واوتًع قارلع لل.فاس زارمز هي، ,. = ⋃ 𝒜𝑗
∞
𝒟ت 1= = ⋂ 𝒜𝑗

∞
𝑗=1 هفهلللال  لل.فاس فبقارل .

,𝒜1,𝒜2 إذا نابت . . صا  ,. صا( ونف هال )غف  وز  𝜇(𝑆)فنتب  ،هف = ∑ 𝜇(𝒜𝑗)𝑗ناب . تإذا 𝜇°(𝒜) = صرح ،0 به لل.فاس  قارلل  𝒜 ف تقفا

 .صف 

فاس  لع لل. .ار .عزنص فذه النل فع تالزت فف ًلأ هب واوتًع الواوتًات ال .ا تات الوت ت ات ات الوت ت ا، ا زالا هللللوب وغل  ،الز

  رإنها رربللا ع لا زله   -تات فا بللرب زاافاالتبت  ًلأ واوتًات غف  قارلع لل.فاس تهفهللال  صللتترعتالوزووات. تفذا وا ففبلل  اكئفال 

  .تا فعالًولفع الز لفا 
، اس صللف يا قفله ال.ارلع للت  ًلأ الت ف  وب الن.ا ر.   هب هي واوتًع ز زتي ال بللار. رف نا صللف . هانزفاع هي ى ززتلم رواوتًات قفابلل

واوتًع ذات قفاس صللللف ي  4A.4ر  الف. ا  Cantorتلنب بوع واوتًات هي ى لها قفاس صللللف ي هفهللللال. فرفب وباا واوتًع نانزت  

ُ صف ف ال قفاب 𝒜لواوتًع ل هبًلأ النل فع  ز ا  نبف ا غف  قارلع للت .  رتناص  𝜇(ℬ)ر فث  ℬا زتاء  𝒜للللللل  إذا ناب ا ≤ 𝜀  تذلم وب هاا

𝑇−] هب  هي  ،Tال.فاس الصف ي ال.فاس  ذات واوتًاتالوزود هي واوتًع وب لف ا زت فف قارلفع ال.فاس ًلأ هب  . > 0هي  2⁄ , 𝑇 2⁄ فت  [

تفونب  ،واوتًات ال.فاس الصللف يزاافا فونب  ،روا ر  ذلم الزناوا ،رالنبللرع لوتلد الأغ اضرت  قلفا، تب رف  نُ لأصللغ  قفاس. بللالا زتاء 

𝑇−]الفز ا رأنها زوبا ناوا  T اًزرا  واوتًات ال.فاس 2⁄ , 𝑇 2⁄ ] . 

𝑇−].ارلع لل.فاس ًلأ ال  ابللللزنا للواوتًات  فذافيلص  2⁄ , 𝑇 2⁄ تهب  ،ب لفس نا الواوتًات قارلع لل.فاسإ ،يلصلللللع ال.تا .[

ال.فاس  ارلفعقزت ففات ال.فاس ت ر تق  ز. ًا ال  تفونب زاافلها تالصللللنتفع،الغ فرع  الز نفراتر.  وب  زله .ارلع لل.فاس الواوتًات غف  ال

 قارلعل  لع للت   الفز ات ال.ار  اتا زالكونفع تا الفز اتُ  زنتب ر  ال .ف.ع زن للأ رربللا ع وب يلا الو لب ال رفت  هب هاإلأ    وا، تلنناًزرا فع 

ارلع لل.فاس، رفاب ًلأ إذا ه  نا لواوتًات هي ى هب زنتب ق .وُ . .عتالوزود  الواوتًع الاكئفعياصلللفع زفاتت  تهب   47وُت أ .فاسرلل.فاس 

  ف الأقا هب ز .م إ  ى اليصلللائص الوذنت ا آنفال تًن فا فصلللرح الزناوا غ فرال. إب النزفاع الأبلللابلللفع فنا، رتف ال ًب ال  س تالوألتف،

  ا فنا.الوبزي وع ًلأ ن ت وزن   ر  الف. ات الزالفع. فُغ    الول م زفاصفا  وهوع نبف ا تفبرت النزائج التا  1.3.4النل فع 

                                                           
ا محددة اأ   تعم م ا نظ     تشمل ا متغ  ا/ ا عشو  ببساط  هو أم  طب عي  لتكامل.  مكنو  ها، ا مخصص  ابل   لق اس وا ق اس ا فعلي  ا مجموع  ب ن حا   كون  م ن مّ ز 47

𝑇−]ضمن ا مجال  2⁄ , 𝑇 2⁄  ها  كون إلا أن بعض ا نقاط ا ف د    د  و بقى ما عدا ذ ك على حا هاحتمال تلك ا فت ة.  صبهفي هذه ا حا     ا فت ة    اس عاد تع  ف  .[
 غ   صف ي. احتمال
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𝑻−]التوابع القابلة للقياس والتكامل على المجال  3.3.4 𝟐⁄ , 𝑻 𝟐⁄ ] 

:𝑢(𝑡)}الزارم  ًبف.اا  [−𝑇/2, 𝑇/2] → ℝ}  إذا نانت واوتًع الن.ا  ( قارا لل.فاس)هت ايزصلللللا ال  لل.فاسقارا لفربللللغ رأنه زارم

{𝑡: 𝑢(𝑡) < 𝛽} نا قارلع لل.فاس وب هاا 𝛽 ∈ ℝ. إذا نانت u(t) نارع11.4 زو فبالر  تنوا فت وتهللللح  ،ًن فا زنتب، لل.فاس عقارل ، 

:𝑡}الواوتًللات  𝑢(𝑡) ≤ 𝛽} ،ت{𝑡: 𝑢(𝑡) ≥ 𝛽} ، ت{𝑡: 𝑢(𝑡) > 𝛽}ت ،{𝑡: 𝛼 ≤ 𝑢(𝑡) ≤ 𝛽}   قللارلللع لل.فللاس وب هاللا اوفم قفد

𝛼 < 𝛽 ∈ ℝ، ال.فاس  رإب ،زارم قارا لل.فاسبوع إذا ناب  . ترالزال𝑢𝑚 = 𝜇({𝑡 ∶ 𝑚𝛿 ≤ 𝑢(𝑡) < (𝑚 + 1)𝛿})  الو زر  وم ال لللل ف ع

  .mت   > 0لنا  اوتات  فاب هب فنتب (4.4)ر  ال نا ، mذات الز زفب الأر.فع 
 .الصللف  وب  فعتوت ال قفاس الفز ا ًن وا ف.ز ب      زناوا لفربللغإلأ  4.4ر  ال للنا  ز. فبللزناوا لفربللغ هب فنتب   لل ت  تات وب 

𝑢(𝑡)الزتارم غف  البللللالرع ر.   لنتزر  هتلال  ≥ ف الز. فب ذا الز زفب  n  1 ً   صلللل فح نا. وب هاا tوب هاا نا قفد  0 لزناوا  nنُت  

𝛿𝑛ت، ا زفاع لنا ونها النااد ًب ز.بفد الو ت  ال اقتل  لفز ا ًلأ هنه لفربغ = 2
−𝑛 .رالزال  ز زر  هي كفا ا ر  تn الفز ا قفاس رزيففض 

 ر  ال نا ه ناه.نوا فت وتهح  إلأ النصف توت فعال

 

  ة أفق اً.با منطق  ا مهشَّ  م شا  إ  ها nتكامل   بسغ عن ط  ق ز ادة وحدة في  تق  ب ا تحس ن  6.4:الشكل 

𝑡:𝑚2−𝑛}للللللل  ال قفاب m,n لزنب ≤ 𝑢(𝑡) < (𝑚 + 1)2−𝑛}،  واوتًع القفاس هي، إب𝑡 ∈ [−𝑇/2, 𝑇/2] زُوب ا  فث )t(u  الفز ا

∑ق  فنتب الز. فب  .nللز. فب ذي الز زفب  mالتوت فع ذات الز زفب  𝑚2−𝑛𝑚 𝜇𝑚,𝑛  نا قفد وب هاا 48لانهائفال n،  تف.اا ر  فذه ال الع

غف  بلللر   n + 1 إلأ nال للنا هب الزغفف  ر  الانز.اا وب الز. فب  رف بفُ ر، n = 1ونزهفال وب هاا  الواوتع نابإذا  زناوا لفربللغ لانهائ . إب

ل وُ    ت ل  رأنه زناوا لفربغ 49فت   فُ  وزناف الز. فرات له    زبلبا وب التاهح هب ر. ترالزال  𝑇2−𝑛−1 وب الأًلأ ر  فنتب. رايزصا  t(u(ل

:𝑢(𝑡)}قارا لل.فاس تغف  بللالب اًزرا   زناوا لفربللغ لزارم  [−𝑇/2, 𝑇/2] → ℝ}  تفت أ رالتلقع وزناففال،  له إذا ناب هي ز. فب وزناففال

 الزالفع:

∫𝑢(𝑡)𝑑𝑡 = lim
𝑚→∞

∑ 𝑚2−𝑛𝜇𝑚,𝑛

∞

𝑚=0

 
(14.4) 

  n+ 1) 2 m) < (t(u  n2m:  t(=  m,n فث                   

,𝑇/2−]ر   ال .ف.فعلنا الأً ا   1لفنب ل فنا زارم له ال.فوع  3.3.4. مثال 𝑇/2]  زولم واوتًع الصللللد  وب هاا نا الأً ا   0تال.فوع .

ال   لهذا فنتب ر فث فنتب نا ز. فب لزناوا لفربللغ فت الصللف  ترالزال   4A.1نوا فت وتهللح ر  الول م  ال صللف ف ال قفابلل ال .ف.فعالأً ا  

 . تفذا وباا ربف  لزارم له زناوا لفربغ تلفس له زناوا  فواب.ال الزناوا صف 

,𝑇/2−] الوااا ًلأv(t) ت u(t) ابنفب وب الزتارم ال.ارلع لل.فاس تغف  البلللالرعنتزر  الآب  𝑇/2]، ترف ض هب u(t) = v(t) ًلأ  واً ا

الزناولفب  رإب رالزال ت، v(t)ت u(t)ر  نا وب  ال .ز اروفنتب  (14.4) رإب نا ز. فب ر  الوتا لع وب بد  قفاس صللللف ي. تذات واوتًع 

صفعبفله  هب فذه  هت لهوا نفس الت  (. لانهائ ب )إوا نلفوا اوز ار. بالرعفزتارم وونب هب  ذازها زن رم ًلأ اليا ًلأ  تنذلم نتب لها قفد 

                                                           
(𝑡)إذا كان   لانهاأ اً ا مجموع  كون  ،على سب ل ا مثال 48 = 1/|𝑡|  وذ ك من أجل–𝑇/2 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇/2  .   من أجل تكامل   مان وتكامل   بسغ. هي ذاتهاهنا إن ا حا 
  مكن أن ن بّ ن أن عمل   ا تحد د هذه مستقل  عن ك ف   ا ت اب فت ا/ ا تكم م من ا صف . 49
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فذه إ  ى يصللائص الزربللف  ت هنه فونب زاافا واوتًات ال.فاس الصللف فع ر  الزناولت. ًلأ . زنص فذه الياصللفعزتارم ذات قفد ً. فع

 ابنتنفًلأ واوتًع ال.فاس الصلللف فع  ال.فوع وا ً اا نفس وله اللذفبب ابنفب وب الزتارم إتفونب ال.تا . ها زناوا لفربلللغ. وال ئفبلللع الز  ف

  .(.a.e)زُيزص   ز. فرال ر  نا وناب فبوزباتف

وب هاا وزبللاتفع ز. فرال ر  نا وناب.  2.4 الوتهلل ع ر  ال للنا الووبلع لهارت ففه  عبلللبللل، رإب النرهللع الوبللز فلع تًلأ بللرفا الوباا

 فت ف الزارتاب نوا فل :.  t( u( تاكء بالب  u+ )t( إلأ اكء وتاب u)t( الزارم فونب رصا ،بالرعالوتارع تال.فد ال ذاتالزتارم 

 

𝑢+(𝑡) = { 
𝑢(𝑡) for  𝑡 ∶ 𝑢(𝑡) ≥ 0
0      for  𝑡 ∶ 𝑢(𝑡) < 0

    𝑢−(𝑡) = { 
0           for  𝑡 ∶ 𝑢(𝑡) ≥ 0
−𝑢(𝑡)  for  𝑡 ∶ 𝑢(𝑡) < 0

 

𝑡 نا قفد وب هاات ∈ [−𝑇/2, 𝑇/2] فنتب: 

 )t( u  ) t( +u = ) t(u (15.4) 

ها نوا ر  زناولوُ فونب  ،تروا هنها غف  بللللالرع .50لل.فاس هفهللللال  فبقارل  t( u(ت  u+ )t(وب  رإب نلل  ،لل.فاس قارلل  u)t( إذا ناب الزارم

ف. لانهائفعهت  وزناففعإوا ر.فوع تنا زناوا فنتب  ،البلللارم نوا  u(t) زناوا لفربلللغ للزارم إذا ناب ه   فذه الزناولت ًلأ الأنب  لانهائفال، فُت  

 فل :

∫𝑢+(𝑡) =∫𝑢+(𝑡) − ∫𝑢−(𝑡) 𝑑𝑡  
(16.4) 

 رإب الزناوا ر  فذه ال الع فنتب غف  وت ف. لانهائفال، 𝑢−(𝑡)𝑑𝑡∫ت 𝑢+(𝑡)𝑑𝑡∫إذا ناب نل الزناولفب 

ف، هيف ال  :𝑢(𝑡)} لت. يالزارم ا فُت   [−𝑇/2, 𝑇/2] → ℂ} الزيفل  للزارم اكءال .ف.  تال اكءناب ال إذا لل.فاس قارا   رأنه u(t) فبقارل 

 رال نالزال :ت   وُ  𝑢(𝑡)𝑑𝑡∫ًن فا فنتب زناوا لفربغ  فب،رت   وُ  𝔍(𝑢(𝑡))ت  ℜ(𝑢(𝑡)) نا وب زناواإذا ناب  لل.فاس.

∫𝑢(𝑡)𝑑𝑡 =∫ℜ(𝑢(𝑡))𝑑𝑡 + 𝑖 ∫ℑ(𝑢(𝑡)) 𝑑𝑡  
(17.4) 

ف يا ج ذلم. لا ل هب فذا ف ا ًلأ هب هي ياصلللللع زناوا لزتارم ذات قفد ً. فع  𝑢(𝑡)}تالزناوا غف  وُت   ∶ [−𝑇/2𝑇/2] → ℂ} 

:𝑢(𝑡)} هفهال وم زتارم ذات قفد  .ف.فع زز ا م [−𝑇/2𝑇/2] → ℝ}. 
 

 قابلية قياس التوابع المعرفة بتوابع أخرى 4.3.4

زُت ف  الزتارم  لنب  تربف ع للغافع رالنل  إلأ وفهتد ال.فاس.  االأيف  اكئفعال ف. ات  زتا فف الزتارم ال.ارلع لل.فاس تزناولت لفربغ ر  الزُ 

زتارم لأ الزن رم ًزتن  هنها  الأتلفعالبللؤاا الذي ف  ح نفبلله فت وا إذا نانت قارلفع قفاس فذه الزتارم ت، هتلف عهي ى هنب   زتارم ر لالعغالرال 

 ارلع لل.فاس.قذات الصللللع ارم تهب نا الز بلللنفز ض ر  الف. ات الزالفعلهذا البلللرب . تر  نا ال الات ز. فرال نتدالنهائفع الإاارع إب رع. وت   ال

 الإاارع. لإبرات فذهالنزائج الآب ً  ال وب ت ض نبزتب

:𝑢(𝑡)}إذا ناب أولا :  [−𝑇/2, 𝑇/2] → ℝ}  فاس قارلل لع ف   |ln|𝑢(𝑡)ت ،t(ue(ت ،t2u ت ،|𝑢(𝑡)|ت ،u )t( برإ ،لل. قار هفهلللللال 

 .12.4ر  الزو فب  ف  وُر فنعورا  ا زت فف الزتارم ال.ارلع لل.فاس تهي ى تنزائج و ارهع  النزائج لل.فاس. ززرم فذه

 (.13.4لل.فاس )انل  الزو فب  بقارل u(t) v(t)ت  v(t) + u(t) رإب ،لل.فاس فبقارلv(t) تu(t) إذا ناب ثانيا : 
:𝑢𝑘(𝑡)} ناب إذا :ا  أخير [−𝑇/2, 𝑇/2] → ℝ} صلللل فح لنالل.فاس  قارلل  ال زارت   ً k  1،  رإبinf𝑘 𝑢𝑘(𝑡) فونب ت .قارا لل.فاس

:𝑡}ول لع هب ذلم ر ع ؤف inf𝑘[𝑢𝑘(𝑡)] ≤ 𝛼 = ⋃ {𝑡: 𝑢𝑘(𝑡) ≤ 𝛼𝑘 . ترابللزي اد فذه النزفاع، فتهللح  .فاس وب هاا نا قفدلل قارا {

𝑡 لنا قفد ال قارا لل.فاس إذا ناب ال   وتات  limk 𝑢𝑘(𝑡)هب  15.4الزو فب  ∈ [−𝑇/2, 𝑇/2]. 

                                                           
𝛽لاحظ أنه من أجل    ا   هذا، 50 > :} ، فإن0 𝑢+(t) < 𝛽} = {t: u(t) < 𝛽} . من أجل و𝛽 ≤ :𝑡} ، فإن 0 𝑢+(t) < 𝛽}  و صله نفس ا جدال  ا خا   ا مجموع  هي ا .

𝑢−(t). 
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,𝑻/𝟐−]في المجال  2ℒ و 1ℒ توابع 5.3.4 𝑻/𝟐]  

:𝑢(𝑡)}ًب زارم  ن.تا [−𝑇/2, 𝑇/2] → 𝐶} 1 زارم هنهℒ  1صف الر  هتℒ، إذا ناب )t(u  زناوا لفربغ لللللل ناب لل.فاس ت قارلل|𝑢(𝑡)| 

 .51وزناففال 

:𝑢(𝑡)}الياصع لزارم  .ف.   ال الع ر  [−𝑇/2, 𝑇/2] → ℝ} ال.فوع رإب |𝑢(𝑡)|  الأاكاء ت وتارعالأاكاء ال ر لالع ا  ًنهتر  هب فُ فونب

|𝑢(𝑡)| نوا فل ، t(u( لرع للزارماالبللللل = 𝑢+(t) + 𝑢−(t)رالزال  رإب . ت)t(u  1فتℒ  نل الاكهفب البلللللالب تالوتاب لإذا تر.  إذا ناب

 .وزناففال ت ال وت رله إذا ناب زناوا لفربغ  1ℒفت  t(u(رإب  . رترا ا هي ىوزناففعزناولت 

:𝑢(𝑡)} الزارم ً. فال  نابإذا  [−𝑇/2, 𝑇/2] → ℂ}فونب ول لع هب، ر )t(u  1فتℒ نا وب إذا تر.  إذا ناب ℜ[𝑢(𝑡)] تℑ[𝑢(𝑡)] ،

1ℒ . ترالزال  فنتب)t(u  1فتℒ ناب الزناوا إذا تر.  إذا ∫(𝑡)𝑑𝑡 وزناففال ت ال وت ر. 

:𝑢(𝑡)}ًب زارم  ن.تا [−𝑇/2, 𝑇/2] → ℝ} ت ه{𝑢(𝑡): [−𝑇/2, 𝑇/2] → ℂ} 2 زارم نهإℒ ،إذا ناب الزارم، زارم  اقع وزناففع هت 

)t(u  لل.فاس تناب زناوا لفربلغ للللللل  قارلل|𝑢(𝑡)|2  2 بلنف ض هب نا إ لا ات الونرم تال.ناا الو  تبلع ر  فذا النزاب ف  .وزناففالℒ . ًلأ

بفع فنا، رإب صف  لها 2ℒ ال غد وب هب زتارم با بلع رت ففه تز تفلت رت ففه تذ 1ℒ زتارمالهفوفع ه بل باتفع ز. فرال ر  رهد   . دتز .هفوفع و

 ..47 وته ع ر  ال نا 2ℒ ت 1ℒ النل فع الربف ع الزالفع ًلقع فاوع رفب

:𝑢(𝑡)} إذا ناب الزارم :2.3.4نظرية  [−𝑇/2, 𝑇/2] → ℂ}  2زارمℒ 1زارم  هترℒ  هفهال. 

|𝑢(𝑡)|لا ل هب  :البرهان ≤ |𝑢(𝑡)|2  لنا قفدt فث  |𝑢(𝑡)| ≥ |𝑢(𝑡)|فنتب  رالزال . ت1 ≤ |𝑢(𝑡)|2 + ، tوب هاا نا قفد  1

𝑢(𝑡)|dt|∫ ر فث ≤ ∫|𝑢(𝑡)|2dt + 𝑇الزارم  . إذا ناب)t(u  2زارمℒ ، الزارم ر وب بد  ت وزناففال،ًن فا فنتب ال  ف الأفوب وب فذه الوتا لع

 .1ℒفت هفهال 

 
,𝑇/2−] ا توابع من ه من أجل سم توض حي  ظه  أن :7.4الشكل  𝑇/2] إ ى ℂ 2  كون صفُّ ا توابعℒ  في صف ا توابع ىمحتو 

1ℒ إن ا تحد د هنا إ ى مجال متناهي من  ب ل في صف ا توابع ا قابل   لق اس. ىبدو ه محتو  ذي، وا [−𝑇/2, 𝑇/2]  ،ض و ي
 كما سن ى لاحقاً.

بفع ل.فاس  نوافذا فُ  بغ تو. وزنا الأبا ,𝑇/2−] ففعزنارز ا و ًلألزناوا لفر 𝑇/2].   وُغل.ع  .ف.ع هب صف الواوتًات ال.ارلع لل.فاسإب 

،الز.ا تات ، تال.ارلع للت تالاز ا ات  ،هلللوب الززاد وااوفم تنهافات  هلللوب زر.أ ووننعقفاس الزتارم  قارلفع نتبنزائج  ز.م هلللوب ال.ارلع للت  

ض زلم . بللفزد ذن  رتابلللبلللع رت ففه، تزناولت رت ففه، تالزتبللتات الوزتاو  ًب للنا هبللاس النزائج الأبللابللفع زُ  ار ت ف هتفذ .قارلع للت 

  فرب  تهيف ال، رإب زاافا واوتًات ال.فاس الصف فع ب .ال.فاس بفبوح لنا رفهد اف  واذا زتن  زلم النزائج قارلفعرهد  ، لنب  ر فابالنزائج  تب 

 .زناولل  فزهو بز. فرال نا   ء 

 

 

 

 

                                                           
 . أح اناً ا توابع ا قابل   لتكامل  1ℒتسمى ا توابع  51
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  ℒ2لأشكال موجات سلسلة فورييه  4.4

  :ف  نوا فل  2ℒ بلبلع رت ففه للزتارم ًبهفد النزائج إب 
:𝑢(𝑡)} لفنب الزارم .)بلللبلللع رت ففه( 1.4.4 نظرية [−𝑇/2, 𝑇/2] → ℂ} 2 زارمℒ.  نا  توب هاا ئذ،ًن  فتاℤ  k زناوا لفربللغ 

 وب ال نا:

�̂�𝑘 = 
1

𝑇
∫ 𝑢(𝑡)𝑒−2𝜋𝑖𝑘𝑡 𝑇⁄
𝑇 2⁄

−𝑇 2⁄

𝑑𝑡 
(18.4) 

𝑢𝑘| تف .م:
∧| ≤

1

𝑇
(∫|𝑢(𝑡)| 𝑑𝑡) <  :نوا هب .∞

lim
ℓ→∞

∫ | 𝑢(𝑡) − ∑ �̂�𝑘 𝑒
2𝜋𝑖𝑘𝑡/𝑇

ℓ

𝑘=−ℓ

|

2𝑇
2

−
𝑇
2

𝑑𝑡 = 0 

(19.4) 

(  زفرع ر   .ع. (6.4)هب وتا لع ال اقع . نوا ℓ فث النهافع )ال     وُ . 

,�̂�𝑘} الزارم إذا ناب ،وب ذلم التنسًلأ  𝑘 ∈ ℤ}  فع ز .موب هً ا  وب اكهفب  زبللللبللللل .ً ∑ |�̂�𝑘|
2∞

𝑘=−∞ <  ًن فا زارمفتا   ،∞

ℒ2  {𝑢(𝑡): [−𝑇/2, 𝑇/2] → ℂ} (19.4)ت (6.4) فُ . م. 

قارا  𝑢(𝑡)𝑒−2𝜋𝑖𝑘/𝑇 الا اءب رإ ،kقارا لل.فاس وب هاا نا قفد  𝑒−2𝜋𝑖𝑘/𝑇قارا لل.فاس ت u(t) وب النل فع ربللف . روا هب الأتاالاكء 

فاس. وا هب  لل. |𝑒−2𝜋𝑖𝑘/𝑇(𝑡)|ن = |𝑢(𝑡)|،   زال رال زارم  𝑢(𝑡)𝑒−2𝜋𝑖𝑘/𝑇ت وا وتات  وم ال   التلتي 1ℒفت  نا )انل   الوت أ تالز

 .5.3.4ف. ا ال ،ر  الفصا الزال وتات ا ر.فع الر فاب  (. 17.4الزو فب

بزي اد الوص ل ات u(t)ال اقع ر  الف م رفب  (19.4) الزناوا ر  الوتا لع فُوب ا بلع رت ففه الاكئفع را بل  توب بد  . ر.   ℓ  k  ℓ ت

بفونب هب  u(t)الزارم  هب (19.4) زؤن  الوتا لع   .بلبلع رت ففه له   ت  اقع الف م( وب يلا ً   و    وب ر لالع )نفف   ًلأ ن ت فُ.  
limit in mean-ر  و رم الوزتبلل   )     l.i.m. الوصلل لحبللزي د تفُ . (19.4)الوتا لع   ..تإذا  2ℒ زز.ا ب ر رأنها ف بلللبلللع ت   زُ 

square ) 2 الزارم ز.ا بلل لالع ًلأℒ،  إلأ:غالرال  (19.4)لذا زيزص  الوتا لع 

 𝑢(𝑡) = l. i.m.∑�̂�𝑘 
𝑘

 𝑒2𝜋𝑖𝑘𝑡/𝑇 rect( 
𝑡

𝑇
) 

(20.4) 

زز.ا ب بلبلع رت ففه ؛ رتلأ برفا الوباا، tر  نا كوب  u(t)فز.ا ب ًن  نا ن. ع إلأ  (20.4)فُ ف  الوص لح إلأ هب الواوتع ر   لا

𝑡ال.فد  ًن  1ر لال وب  1/2إلأ  2.4 ر  ال نا = وتاولت نفس زولم  ،.a.eز. فرال ر  نا وناب وزباتفع ال 2ℒهي ابنفب وب زتارم إب  .∓1/4

بلع رت ففه ∑. تلهذا رإب هرها وا فونب هب نزتقته، هب فز.ا ب بل �̂�𝑘𝑘 𝑒
2𝜋𝑖𝑘

𝑇  rect (𝑡
𝑇
ًن  نا ن. ع تفنتب "ووبلل وتفا فال" لنارع الزتارم  (

2ℒ ،الز  لها واوتًع وتاولت رت ففه الوُت اا {�̂�𝑘; 𝑘 ∈ ℤ}. 

∑رفها فزراً   (5A.1 الف. اانل  الوباا ناولل ر  ) 2ℒلزتارم لفنام رتض الأوبلع الغ فرع  بللللتء ال ل،ل �̂�𝑘𝑘 𝑒2𝜋𝑖𝑘/𝑇 rect (𝑡
𝑇
ًن   (

 .t رتض قفد
ز.للا ب ًنلل فللا الزللارم ف ،2ℒفت زللارم  t(u(  للللف  إلأ هنلله إذا نللاب الزللارمزُ  Carlson [3] نللا لبللللتب نل فللع فللاوللع زتت  إلأ بوللع

∑ �̂�𝑘𝑘 𝑒2𝜋𝑖𝑘/𝑇 rect (𝑡
𝑇
ااا ( رال ر  الو ناب ز. ف نا و ,𝑇/2−] ر   𝑇/2].  زال زارمر رال اا هي  وم  ،2ℒهللللوب الزتارم ، t(u( وب ه

�̂�𝑘}وتاولت رت ففه  ∶ 𝑘 ∈ ℤ}، ف اف ال فت:ت   زارم وُ  بوع 

�̃�(𝑡) = {
∑ �̂�𝑘𝑒

2𝜋𝑖𝑘𝑡 𝑇⁄  rect (
𝑡

𝑇
)      if the sum converges 

∞

𝑘=−∞

0                                    therwise.

 

(21.4) 

ززفم وم الوتا لع  (18.4)ر  الوتا لع  اات الو �̃�(𝑡)لزارم لوتاولت رت ففه  ، رإب.a.eروا هب الواوتع هًله فز.ا ب ر  نا وناب ز. فرال 

;�̂�𝑘}نفس وتاولت رت ففه الز  لها  2ℒلاوفم زتارم  و.رتانتب روبارع ووبا ففونب هب  �̃�(𝑡)رإب  رالزال ت. (21.4) 𝑘 ∈ ℤ} وب وتا لع .

فوزلم الف م رفنهوا  2ℒ ًب هي زارتفب . ف.ااصلللف فع اقع  لهنفس وتاولت رت ففه  لهوا 2ℒ زارتفبهب الف م رفب هي  نا  ،(7.4) ف مال اقع 
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هب  (18.4)فرفب الزو فب  وزنارئع. 2ℒنفس وتاولت رت ففه ف  زتارم  ذات 2ℒنا زتارم رترالزال   ؛ابوزنارئ 2ℒ ابا زارتإنهو فعصللللف   اقع

 الوااا ز. فرال.  ناتر.  إذا نانا وزباتففب ًلأ  إذال  وزنارئاب 2ℒزارتفب 

:𝑢(𝑡)}وب ال نا  2ℒ زارم، فنزو  نا رالإاواا [−𝑇/2, 𝑇/2] → ℂ} 2زنتب وب اوفم زتارم ف رئإلأ صف وناℒ نفس الواوتًع  ذات

فُ      ..a.e ر  نا وناب ز. فرال  بازبللللاتفوت ئابونار 2ℒ ابزارت فوا رئالصللللف الونافذا ا كتج وب الزتارم ر  إب نت وب وتاولت رت ففه.

 ز .م التلقعواوتًع وتفنع وب وتاولت رت ففه  لأي ًلأ ن ت ر ف  فت   تفُ  ،ر.  وب وتاولت رت ففه (21.4) ر  الوتا لع الووبا الو.رتا

∑ |�̂�𝑘|
2

𝑘 <  ..a.eر  نا وناب ز. فرال  �̃�(𝑡)الوباتفع لل  2ℒ؛ فزألف الصف الونارئ وب الزتارم ∞

نفس  لهازتارم وب  رئهنب  هفوفع وب رن ا تات  صللللف ونا (19.4) ر  الوتا لعللز. فرات ًا ال وا فنتب الززارم  ،وب النا فع الهن بللللفع

لأب هي ايزرا   ،وزنارئع 2ℒ زتارم    فزال الإ ا اتهب فوفك  هفونن عالففكفائف للإ ا اتلا فتا  ايزرا  رفكفائ   ،ر  التاقم وتاولت رت ففه.

:𝑢(𝑡)} إذا نانت الزتارم ،فز لب ر م  اقع. تر  نفس التقتوُ لللللاره رفكفائ   [−𝑇/2, 𝑇/2] → ℂ}  ُا رابللللزو ا  روتاولت رت ففه وب  ز

 صفتف الزنارؤ.ًن فا فونب زاافا الياصع رها، 

ترالزال ، نوا فت ال اا  ،لزارم الأصللل لونارئ  2ℒزارم وب ز.ز ب وتاولت رت ففه ً ا الزتارم الأنب   للذتذال،  2ℒ توب هاا وتلد زتارم

𝑡وم الن.ا   = ∓1 الأ فاب ف  رتض رالزارم ر  زلم الن.ا  الوتكتلع. توم ذلم  ننل  إلأنفف  ال وهو لفس ،2.4ر  الوباا ر  ال للللنا  ⁄4

 ع.ًلق االوزنارئع ذ صفتففصرح وفهتد ال الأ تع، اتلابفوا ًن  ال  فث ًب هيذ التفنات ترهاء
 

 T-Spacedباعد تتوسع المنحني الجيبي المقطوع الم 1.4.4

:𝑣(𝑡)}وب هاا زارم ر. ال نن. ع و نكفع للزارم الو    كونف 0لا فتا   لللل ء ياص  تا ايزفا   [∆ − 𝑇/2, ∆𝑇/2] → 𝐶}  ُنكزوو  

 :52 تا فذه الفز ا ف  بلبلع رت ففه الوكا ع، زنتب Δفع اًزرا رز ا كونفع  تا 

 𝑣(𝑡) = l. i. m.∑𝑣𝑘 
𝑘

 𝑒2𝜋𝑖𝑘𝑡/𝑇 rect (
𝑡 − ∆

𝑇
) 

(22.4) 

𝑣𝑘 = 
1

𝑇
∫ 𝑣(𝑡)𝑒−2𝜋𝑖𝑘𝑡/𝑇
∆+𝑇/2

∆−𝑇/2

𝑑𝑡,      − ∞ < 𝑘 < ∞ 
(23.4) 

𝑢(𝑡)لفنب  ن  ن ى ذلم، = 𝑣(𝑡 + 𝑢(0)ًن فا  .(∆ = 𝑣(∆)  تالزارمu(t) بلللللبلللللع رت ففه زت أ له  تا الصللللف  ت  نكفزو

𝑣𝑘إذا ناب، ت(18.4)ت (20.4) فبرالوتا لز = �̂�𝑘   𝑒
−2𝜋𝑖𝑘∆/𝑇 زائج  تا ال.فاس زلا  .(23.4)ت (22.4) فبالوتا لز فُنزجرإب ذلم    زغف  الن

  .الإكا ع ر  و ت  الكوبهذه تالزناوا ر
  ف.ع فاوع بوع هت و  ت ا ًلأ رز ا كونفع نرف ا ا ال. رالكوب  و  ت ا ف  إوا غف  u(t)لنفز ض هب رتض الزتارم الوتفنع  ،رت  ذلم

ها زتبللفتر لو.ز ما ز وفكفونب  .ًلأ   ا 53وُ.ز م، توب بد ز وفك نا Tو ا ذات  تات ز.وُ فذا الزارم إلأ وبا لز وفك الونرم ف  هتلال زاكئع 

 .بلبلع رت ففه بد ز وفك وتاولت بلبلع رت ففه ر 
بلللزي د . زوفلل  بانفع 20وُ.ز تات فكوب  إلأزبلللزي د وتلد يتا كوفات هلللغ  الصلللتت فذه ال  ف.ع، تًا ال ز. م وتاع الصلللتت 

صتت هغ  ال بلع رت ففه، لنب   غالرا يتا كوفات  بل صتت ر لال وب وا   ز وفك وتاولت  صفلفع لل صتت وهوع ل فعز   ال رنفعال الرنفع الزف ل

  .رهد   ف.ع بلبلع رت ففه فت ي تا هتلأ اف ا ر  رهد هغ  الصتترإب ترالزال   .رالزأنف  ر  فذه التولفع

م زنوفد فل  ذلالو.ز م. أيذ التفنات روت ا هًلأ رنبف  وب و ا ر( ًا ال افر ه زنففذ هلللغ  الصلللتت )تنذلم وتلد ز.نفات وتالاع الإ لللا 

 ففه. وبا بلبلع رتوب توم الزتبتات  الإ ا اا التوا ورا  ا وم فه  وُ وب ال ،ال  قوفال. نل ف ع التفناتوتالا زا ي رت هالتفنات روت ا ًااٍ، 

 توتالاع الإ للللا ات و زفم وت اروب اليتا كوفات النازاع ًب   فم الز.نفات ال.فابللللفع لأيذ التفنات  وابلفعالأاكاء الز زنففذ رت  ذلم فونب

                                                           
 . ∆والإزاح   Tتعتمد ضمن ا على ا فت ة ا زمن    𝑣𝑘وا تكافا  𝑣(𝑡)نلاحظ أن علا   فو   ه ب ن ا تابع  52
 ه.محو  ا زمن إما  بدا   ا شكل ا موجي أو  منتصف فإنه س ز ه تلقاأ اً  الإشا ة،طع من تقمأن  قوم بتحل ل  ،كان من ذوي ا خب ة أم لا سواءً  ،عندما  طلب من أي مهندس 53

 با كامل.شا ة  تمث ل الإ ة معاً دطعا/ متعدتقمببساط  من خلال ا بحث عن ا مضاف هنا   تعق دنشأ ا 
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  .ال قوفع

𝑢(𝑡):ℝ}تلفنب  2ℒإ لللللا ات  ى  إهب  لنفز ض → ℂ}   ئت تاتز.وإلأ اُك    )t(mu فع فذه نُتر  ًب  .T ذات رز ا كون واوتع 

 ترم:  t(u(رل  54 تاتز.وال

𝑢(𝑡) = l. i. m.∑𝑢𝑚(𝑡),

𝑚

         wherer 𝑢𝑚(𝑡) = 𝑢(𝑡)rect (
𝑡

𝑇
− 𝑚)  

(24.4) 

 :(23.4)ت  (24.4) فبالتلقز ر وب يلا إكا ع واوتًات بلبا رت ففه  t(mu( م ز.وُ زتبم نا  تفزد  

𝑢𝑚(𝑡) = l. i.m.∑�̂�𝑘,𝑚
𝑘

𝑒2πikt 𝑇⁄  rect (
𝑡

𝑇
 −  𝑚) (25.4) 

  فث 

�̂�𝑘,𝑚 = 
1

𝑇
∫ 𝑢𝑚(𝑡)𝑒

−2𝜋𝑖𝑘𝑡 𝑇⁄
𝑚𝑇+𝑇 2⁄

𝑚𝑇−𝑇 2⁄

𝑑𝑡  

=
1

𝑇
∫ 𝑢(𝑡)
∞

−∞

 𝑒−2𝜋𝑖𝑘𝑡 𝑇⁄  rect (
𝑡

𝑇
 −  𝑚)𝑑𝑡 

(26.4) 

 فنزج ل فنا: (25.4)ت  (24.4) ر وج

𝑢(𝑡) = l. i. m∑∑�̂�𝑘,𝑚
𝑘𝑚

 𝑒2𝜋𝑖𝑘𝑡 𝑇⁄  rect (
𝑡

𝑇
 −  𝑚) 

 

م فذا  لزتارم وهاًفع الا زرا ، 55ًلأ هنه واوتع وُب. ا t(u( فُتب 

𝑢(𝑡) = l. i. m.∑∑�̂�𝑘,𝑚
𝑘𝑚

𝜃𝑘,𝑚(𝑡)    where    𝜃𝑘,𝑚(𝑡) =  𝑒
2𝜋𝑖𝑘𝑡 𝑇⁄  rect (

𝑡

𝑇
 −  𝑚) (27.4) 

𝑚وب هاا ت ،وزتاو ا 𝜃𝑘,𝑚(𝑡) زتزر  الزتارم ≠ 𝑚′  الزتارم رإب𝜃𝑘,𝑚(𝑡) ت𝜃𝑘′,𝑚′(t) توب هاا   انب،لا زز𝑚 = 𝑚′ ت𝑘 ≠ 𝑘′، 

بوأ فذه الزتارم  وزتاو ا. 𝜃𝑘′,𝑚(t)ت 𝜃𝑘,𝑚(𝑡)زنتب  ; 𝜃𝑘,𝑚(𝑡)}ز 𝑘, 𝑚 ∈ ℤ} الون نفات الافرفع الو. تًع الوزراً ا-T  بوأ الزتبم تف

 .T-الو. تع الوزراً  زتبم الافر ال (27.4) ر 

𝑘,𝑚رلللللل  �̂�𝑘,𝑚الوتاولت  زفه س ∈ ℤ   ً زبلبا لانهائ   إلأاًزرا فع  2ℒ إ ا افبوح فذا رز تفا  56. ت اترالزال  ز نا واوتًع 

 الزتارم لغافعتالز  فونب إًا ا رنائها وب الزبلللللبللللا، ًلأ الأقا  الإ للللا ا،الأ قاد وب  أفونب التبت  ًل ه، روتنأ هنً. فع ت  وب هً ا  ً  

 .2ℒفع ؤالزنار

 ؛ هي: 2ℒز.ا ب  ًلأ (27.4)ر  التلقع  l.i.m.ف ا 

lim
𝑛,ℓ→∞

∫ |𝑢(𝑡) − ∑ ∑ �̂�𝑘,𝑚𝜃𝑘,𝑚(𝑡)

ℓ

𝑘=−ℓ

𝑛

𝑚=−𝑛

|

2
∞

−∞

𝑑𝑡 = 0 

(28.4) 

 وُ.ز مب نا .   ًلأ تاه اليصللللتص، فونب هب فُ  .وب وتاولت وزناففعواوتًع ر اًزرا فال ب .   فونب هب فُ  u(t) زارم فرفب فذا هب هي

.ا ب ت ،وب وتاولت وزناففعواوتًع ر  تات ز.و)ًلأ ال غد هب الت   الو لتب وب ال الإ لللللا ا  تات ناواز.ووب ال وزناففعواوتًع زُ

                                                           
بط  ق  أكث   (28.4)و (24.4)ا تق  ب في ا علا    21.4.  عا ج ا تم  ن ℒ2 ضاعف هذا ا مجموع عدد ا نقاط في نها ا/ ا مقتطعا/،  كن هذا لا  شكل ف  اً بدلا   تق  ب  54

 حذ اً.
 ( مستقل  عن ت ت ب ا حدود.)وعلا ا/ مشابه  تأتي لاحقاً  (27.4)ا علا    تكون  ماذا 21.4 ب ن ا تم  ن  55
 بل   لعد(. ماذا تعتب  ا مجموع  ا مضاعف  الا تباط عدودة ) ا  4A.1في ا فق ة  4A.2 ش ح ا تم  ن 56
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 (.الإ ا افتزو  ر نا تاهح ًلأ  نا  وُ.ز م لناتالوتاولت 

لع ر u(t)فونب هللغ  إ للا ا  ،لهللغ  الرفاناتت ; �̂�𝑘,𝑚}وتاولت وُوب  𝑘,𝑚 ∈ ℤ}  نا زنوفد ًب   فم�̂�𝑘,𝑚  إلأ ووبا𝑣𝑘,𝑚.  فونب

 .T-ع الوزراً تزتبم الافر  الو. ربهتلع إلأ ال (7.4) توتا لع  اقع الف م (6.4) زتوفد وتا لع ال اقع

∫ |𝑢(𝑡)|2 𝑑𝑡 = 𝑇 ∑ ∑ |�̂�𝑘,𝑚|
2

∞

𝑘=−∞

∞

𝑚=−∞

∞

−∞

   
(29.4) 

∫ |𝑢(𝑡) − 𝑣(𝑡)|2 𝑑𝑡 = 𝑇 ∑ ∑ |�̂�𝑘,𝑚 − 𝑣𝑘,𝑚|
2

∞

𝑚=−∞

∞

𝑘=−∞

∞

−∞

  
(30.4) 

ف ال الوتاولت الوزر.فع  اتاتللهلللغ ، وتاولت الوب  وزناففعفنرغ  ايزفا  واوتًع  1.2.4 ف. انوا فت ال اا ر  ال و لللنلع زنوب . صللل 

م فز لب فذا رال رت .وُيزا ً   الرزات اللكد ابزي اوها لنا وتاوا ت، ها  ز  ف  ً   الوتاولت اللكد هغ رالزتبم( فذا الهغ  )رإً اء 

 .زناقش فذه الوبألع ر  تقت لا مب ؛للوتاولت ال ا زوالف ال نوتذا

ززصلل ف   ت   .بللزي اد ر  هللغ  الرفاناتلال لزتبللت، راًزرا فا T- ًع الوزراً اتالو.  فعلافرلإ للا ات او للنلع ًولفع رابللزي اد ا بوع

فونب  وُ.ز م.ز.ا ب ًلأ وتاولت رت ففه لنا ( تفذا فؤ ي إلأ إر اء ال3.4 تفع )نوا ر  ال للللنا ان. اًات ي  ًلأ هنها  تات ًا ال ز.وال

اًزرا فع إلأ  2ℒإ ا ا تاوع لز تفا ال اتو.ا رإ  ى الرت ففه، تلنب اله ف ال ال  فت رربا ع زتهفح  عبلبل هيذإكالع فذه الان. اًات قرا 

 .تقرا النل  ر  الزتبتات الأي ى، وب الوهد هب ننل  إلأ ز تفلت رت ففه .بلبلع وب الأ قاد

 

 2ℒتحويلات فورييه وأشكال موجة  5.4

ًلأ بللللرفا الوباا، ززتارم النتزات  .ر للللنا تبفم وم الفن ا الففكفائفع للز    T- ًع الوزراً اتالو.  الإ للللا ات الافرفعفزتارم زتبللللم 

فاز نع )تزتار. فع وم ز   ات وتف زهاالوتبللللف. فذه النتزات  ناففعلفز ات   تد(، لنب  لم،  .  ات هي ىز ربد ززغف  إلأ نتزات  وز  فر.أتوم ذ

  .  ج T/1 كفا اتر الز   ات نوا هب زنوفد اًزرا فال، T- ر  زتبم الزراً  Tالرا اوز  

 تره. كوبهفهلللال فلغ  ال.  ا ًلأ النل  ر  الز   ات الز  ززغف  وم ال ه، لننT- رز ات وزراً ا إلأفزانب ز تفا رت ففه ال ااع للزاكئع 

𝑢(𝑡):ℝ} زارم الكوب فُ.ارا → ℂ} 57،زارم ز   ر {�̂�(𝑓):ℝ → ℂ} . ُرت ففه التنبللفع ز تفلت  تف ز�̂�(𝑓)  إلأ)t(u تزاتا ،)t(u  ر للنا

 . �̂�(𝑓) لل ر فلل  وبلل وهباب  

 ترم:  ز تفا رت ففه تز تفله التنب فُت ف

     �̂�(𝑓) = ∫ 𝑢(𝑡)𝑒−2𝜋𝑖𝑓𝑡
∞

−∞
𝑑𝑡 (31.4) 

     𝑢(𝑡) = ∫ �̂�(𝑓)𝑒2𝜋𝑖𝑓𝑡
∞

−∞
𝑑𝑓 

(32.4) 

  .(، هي  ت ا ر  البانفعZHه زك )رالبتان  تالز    رالالكوب  فُ.اس
، تفونب (31.4) رالتلقع وُت أ �̂�(𝑓)له ز تفا رت ففه  u(t)النل  الهن بلللللع الز.لف فع هب هي زارم  تاهعنأيذ ر  التقت ال افب بلللل

 .2ℒبن.تد رهذا الإا اء ًلأ ن ت ه م  لإ ا ات . (32.4)وب التلقع  t(u(الزارم  ابز ااع

، إلأ كتج وب ز تفلت رت ففه ،ر  الا تا، �̂�(𝑓)ت u(t)  للللف ز. الا تا الزال  ً   قلفا وب ز تفلت رت ففه ال.فابللللفع فبللللزت ض

𝑢(𝑡) ↔ �̂�(𝑓) ت𝑣(𝑡) ↔ 𝑣(𝑓) .هفهال 
𝑎𝑢(𝑡) + 𝑏𝑣(𝑡)    ↔    𝑎�̂�(𝑓) + 𝑏𝑣(𝑓) (33.4) ي فع 

                                                           
𝑈(𝑡):ℝ}، هنا لأن ا  موز بالأح ف ا كب  ة تستخدم  تم  ز ا متحولا/ ا عشواأ   عن   م ا ع نا/. ستستخدم 𝑈(𝑓)، بدل الاكث  ع فاً �̂�(𝑓) ستخدم ا مصطله  57 → ℂ}  ًلاحقا

 متحولًا عشواأ اً. 𝑈(𝑡)،  كون t  تعب  عن ا عمل ا/ ا عشواأ  ، ح ث من أجل كل
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𝑢∗(−𝑡)    ↔    𝑢 ̂∗(𝑓) (34.4) اقز اب 

�̂�(𝑡)    ↔    𝑢 (−𝑓)  (35.4) الكوب/الز   اك تاافع 

𝑢(𝑡 − 𝜏)    ↔    𝑒−2𝜋𝑖𝑓𝑇�̂�(𝑓) (36.4) إكا ع ر  الكوب 

𝑢(𝑡)𝑒2𝜋𝑖𝑓0𝑡    ↔    �̂�(𝑓 − 𝑓0) 
 (37.4) إكا ع ر  الز   

𝑢(𝑡 𝑇⁄ )    ↔    𝑇�̂�(𝑓𝑇) ز.ففس for T > 0 (38.4) 

 𝑑𝑢(𝑡) 𝑑𝑡⁄    ↔    2𝜋𝑖𝑓�̂�(𝑓) (39.4) زفاها 

∫ 𝑢(𝜏)𝑣(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏   ↔    �̂�(𝑓)�̂�(𝑓)
∞

−∞

   
 (40.4) زلف  

∫ 𝑢(𝜏)𝑣∗(𝜏 − 𝑡)𝑑𝜏   ↔     �̂�(𝑓)�̂�∗(𝑓) 
∞

−∞

 
 (41.4) ز ار 

ت ففه إلأ ر تز تفل رز تفا نزائجبللزي د فذه التلقات ر للنا نرف  رفوا بللفأز . زت  اك تاافع الز   /الكوب وهوع ا ال لأنها زبللوح بللزُ 

 ترالتنس. عرت ففه التنبف تز تفل

 .(40.4) ر  𝑣(𝑓) وب زص فف (41.4). تزنزج التلقع (40.4)ًلقع الزلف   23.4فبزت ض الزو فب 

 :واز تفلت رت ففه فوب كتج ي لأ زابوفف  زابياص زاب ال بوع

𝑢(0) = ∫ �̂�(𝑓)
∞

−∞

 𝑑𝑓 
(42.4) 

�̂�(0) = ∫ 𝑢(𝑡)
∞

−∞

 𝑑𝑡 
(43.4) 

 :(41.4) ر  (42.4)( هفهال وب ز رفم Parseval) نل فع را بففاازنزج نوا . البتارت الوهاًفعر  ر ص  زابالوتا ل ازابزفف  ف

∫ 𝑢(𝑡)𝑣∗(𝑡)𝑑𝑡 = ∫ �̂�(𝑓)𝑣∗(𝑓) 𝑑𝑓
∞

−∞

∞

−∞

 
(44.4) 

 لز تفلت رت ففه تف : وتا لع ال اقع (4.44)ر   u(t)رالزارم  v(t) ابزر اا الزارم ، فنزج ًبتننزفاع  رفتفع

∫ |𝑢(𝑡)|2𝑑𝑡 = ∫ |�̂�(𝑓)|2
∞

−∞

 𝑑𝑓
∞

−∞

 
(45.4) 

( ر  وتارع تالبللللالرعال اقع لنا ت  ا ز    )للز   ات ال إنها. u(t)النبارع ال فففع للزارم ، �̂�(𝑓)|2|ارم الز   ، زبللللوأ ال.فوع الو رتع لز

  .التقت هت الز   ًلأ إوا  الوُناولعوتا لع ال اقع رأب ال اقع فونب هب ز بب وب يلا  زنص .الإ ا ا
 :؛ هيباوزتاو  𝑣(𝑓)ت �̂�(𝑓) ، رإبوزتاو فبv(t) ت u(t) هنه إذا ناب نل ل ،(44.4)وب الوتا لع نزفاع  رفتفع هي ى 

∫ 𝑢(𝑡)
∞

−∞

𝑣∗(𝑡)𝑑𝑡 = 0    if and only if     ∫ �̂�(𝑓)�̂�∗(𝑓)𝑑𝑓 = 0
∞

−∞

 
(46.4) 

 الز تفلت الوفف ا تالوألترع:هكتاج فكت نا الا تا الزال  رواوتًع ويزص ا وب 

            sinc(𝑡) =
sin(𝜋𝑡)

𝜋𝑡
     ↔     rect(𝑓) = {

1     for   |𝑓| ≤ 1 2⁄

0     for   |𝑓| > 1 2⁄
 (47.4) 

𝑒−2𝜋𝑡
2 
   ↔     𝑒−2𝜋𝑓

2 
        (48.4) 

         𝑒−𝑎𝑡;  𝑡 ≥ 0    ↔      
1

𝑎 + 2𝜋𝑖𝑓
     for 𝑎 > 0 

(49.4) 
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                          𝑒−𝑎|𝑡|     ↔      
2𝑎

𝑎2 + (2𝜋𝑖𝑓)2
      for 𝑎 > 0 

(50.4) 

نبف  وب الا اتا الوزتر ا ًلأ ن ام تابم  بوع .واوتًع نرف ا وب هكتاج الز تفا الآنفع، رالو ا نع وم التلقات الآنف،الا تا  فت  

 .انب   وتلال 

 

  ℝ القياس والتكامل في 1.5.4

𝒜 الواوتًعزت ف  ⊆ ℝ  تإذا نان قارلع لل.فاسواوتًع رأنها 𝒜 ∩ [−𝑇 2⁄ , 𝑇 2⁄ زت أ زتا فف  .T > 0 قارلع لل.فاس وب هاا [

,𝑇/2−]ر لالع ناوا الفز ا  2.3.4 ف. اقارلفع ال.فاس تال.فاس ر  ال 𝑇/2] ،هب زلم الزتا فف ف  ر  التاقم وبلللز.لع  ؤن ف 14.4 لنب الزو فب

ناب  هي. Tًب  𝒟إذا  ⊆ [−T/2,T/2] ، فاس  قارلل رع إلألل. ,T/2−] نبلللل T/2]رإب  ، 𝒟    زال رال فاس زنتب  لع لل. رع إلأقار  نبلللل

[−T2/2, T2/2]  وب هاا نا قفدT1 > 𝑇 ت𝜇(𝐷)  ف ال.فاس ر للللنا تاهللللح زواوال وب هاا ت   فُ فت نفبللللله لنا فذه الفز ات. تلذلم

 .   االو الفز اتالواوتًات ذات 

ف ال.فاس  𝒜اا واوتًع لأ 𝒜فُت   ∈ ℝ : قارلع لل.فاس نوا فل 

𝜇(𝐴) = lim
𝑇→∞

𝜇(𝐴 ∩ [−𝑇 2⁄ , 𝑇 2⁄ ]) (51.4) 

𝒜هب  روا ∩ [−𝑇/2, 𝑇/2]   فك ا  رT ، هب  تن ف ر  الواوتًع الاكئفعرإب الزفاتت𝜇(𝒜 ∩ [−𝑇/2,𝑇/2]  ترالزال   ،فك ا  هفهلللال

 ًنلل فللازصللللرح  ،نفبللللهللا ℝ لزنتب 𝒜يللذت إذا هُ  ،روبلل  .هت لانهللائفللع وزنللاففللعفاللب هب فنتب إوللا قفوللع  (51.4) ال لل  ر  رللإب

𝜇(ℝ ∩ [−𝑇/2,𝑇/2] = 𝑇 ت𝜇(ℝ) = لانهائ  فت الف م الأبللابلل  رفب ال.فاس  ال.ارلع لل.فاس قفاس  لواوتًات هب فنتب ل إب ا زواا .∞

,T/2−]ًلأ الوااا  T/2]  تℝ58.  

ز ت وُغل.ع  ℝ واوتًع الواوتًات ال.ارلع لل.فاس ًلأ نتبتفنذا ز .ℝت رع ر  وب  تب زغفف  الواوتًات الو 1.3.4 نل فعال  ًدز

لواوتًع قفاس و  ت  رإب وزووزها لر  فذه ال الع، تإذا ناب  لانهائفال الاز ا ات تالز.ا تات الوت ت ا. ق  فنتب قفاس الواوتًع ال.ارلع لل.فاس 

  .ال لانهائف ها( فاب هب فنتب قفابℝ ر )

𝑢(𝑡):ℝ} .ف.  ال زارمال فنتب → ℝ}  إذا نانت الواوتًع  لل.فاس قارلل{𝑡: 𝑢(𝑡) ≤ 𝛽} نا  لل.فاس وب هاا ارلعق𝛽 ∈ ℝ . ترصللللت ا

𝑢(𝑡):ℝ}الواوتًع زُتزر  و ارهع  → ℝ}  قارلع لل.فاس إذا تر.  إذا ناب الزارم𝑢(𝑡)rect (𝑡/𝑇)  قارا لل.فاس وب هااT > 0.  الزارم فنتب

𝑢(𝑡):ℝ}الو نب  → 𝐶}  لل.فاس إذا ناب ال.بد ال .ف.  تال.بد الزيفل  للزارم  قارللu(t) لل.فاس.ب فقارل 

𝑢(𝑡):ℝ}إذا ناب  → ℝ}  (14.4)ابلللزي اد الوتا لع ر. الو.ا رع الأتلأ لهتا  و.ا رزاب لزناوا لفربلللغ زرإنه  بلللالب،غف  تلل.فاس  قارلل 

,T/2−]ر للنا ورا لل  تالو.ا رع البانفع ف  هتلال ز.ففد الزناوا ًلأ الوااا  T/2]   توب بد الانز.اا إلأ ال T  الو.ا رزفب زؤ فاب  زا.نل

  .59إلأ النزائج نفبها

𝑢(𝑡):ℝ} ال.ارلع لل.فاس ال .ف.فع الزتارموب هاا  → ℝ} زراع الو.ا رع نفبلللها نوا ارإنه فونب  ،ال.فوزفب البلللالرع تالوتارع زاالز  زأيذ نل

وب فذه ال.فد ًلأ الأنب   تا  ٍ لإذا ناب ر. t(u(لزارم لب الوتارع تالبللالرع اال.فوزفوا   u )t( ت u + )t(رف ض هب  هي،ع. وزناففر   الع الو ا ال

 له ال.فوع:ت ال وت ر u(t)لزارم افنتب زناوا  ،ال لا نهائف زناولل 

∫𝑢(𝑡)𝑑𝑡 = ∫𝑢+(𝑡)𝑑𝑡 − ∫𝑢−(𝑡)𝑑𝑡 

𝑢(𝑡):ℝ}فنتب الزارم هيف ال،  → ℂ}  لزارم لإذا نانت الأاكاء ال .ف.فع تالزيفلفع  لل.فاس قارلل وت رال لفنتبu(t)  قارلع لل.فاس. إذا نانت

 ًن فا: ،وت رع 𝔍(𝑢(𝑡))ت ℜ(𝑢(𝑡))زناولت 

                                                           
 .2.3.4ا مجموعا/ ومكملاتها في ا فق ة ا ف ع    بدلا   تع  ف ا بس ط  قابل   ا ق اس باا ذي سمه  ا متناهي هوتق  د ا ق اس  إن ،في ا وا ع 58
 .موجب  وسا ب  اً هذا   س صح حاً با ض و ة با نسب   لتوابع ا تي تأخذ   م، فإن sinc كما هو موضه في مثال ا تابع 59
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∫𝑢(𝑡)𝑑𝑡 = ∫ℜ(𝑢(𝑡))𝑑𝑡 + 𝑖 ∫𝔍(𝑢(𝑡))𝑑𝑡 
(52.4) 

𝑢(𝑡):ℝ}ن.تا ًب الزارم  → ℂ} 1صف الزارم هوب نه إℒ  إذا ناب)t(u  لل.فاس تزناوا لفربغ لللل  قارلل|𝑢(𝑡)|  تنوا فت ال اا وزناففال .

بالرعلأاكاء النوا هب ل .1ℒهاكاء  .ف.فع تزيفلفع تنلفوا  1ℒ لزارمل، رإنه وزناففعًلأ و ى رز ا وم الزناوا  لزلم الأاكاء ال .ف.فع  وتارع تال

 .عزناففتالزيفلفع زناولت و
sinc(𝑡)  بللد الزارمفُ ، sincنم فزارم البلل 1.5.4.مثال   = sin(𝜋𝑡) /𝜋𝑡  الزت ففات. تروا هذه ل ال فاو   وبالال كت  تفُ نوا فت وتهللح ه ناه

 ز ىتوم قلفا وب الزفنف  فونب هب  ،لا نهائ  |sinc(𝑡)|زناوا  فواب للزارم رإب  ،t/1وبا ر.   tف.ز ب وب الصللللف  وم كفا ا  sinc(t) هب

زناولت لا  sinc−(𝑡)ت sinc+(𝑡)  رإب للزتارم . تر  ف.ع ووابلع1ℒوب زتارم  )tsinc( لا فتزر  ترالزال  هب زناوا لفربلللغ هفهلللال لا نهائ .

 غف  وت ف. ( , ) ًلأ الوااا sinc(t) زناوا لفربغ للزارمفنتب  رالزال نهائفع ت

 
 .t تقا ب إ ى ا صف  مع ازد اد   sinc(t) ا تابع :8.4الشكل 

 .A  ال  يذ رأ فا فتت A+إلأ  A-وب  رالزناوا بب لا فكاا فُ  هلنن غف  و ارم،نه إزناوا  فواب ر  فذه ال الع  ًبن.تا 

رإب الزارم  ،. تفنذا(43.4) لتلقعوازوتع وم ا (47.4) بللللهتلع وب يلا ًلقع رت ففهر إفاا ه فونبالذي ت ،1  نزفاع فذا الزناوا ف

sinc هنه فونبترإب الوبللللألع ف  وا   تا  ا وب الزتا فف،  ،فت وباا  فث فتا  زناوا  فواب تلنب لا فتا  زناوا لفربللللغ. روتنأ هًوم 

 .زناوا  فواب كت هل صتا ًلأ نفس الاتاب الذي فل A   ب إلأ ال  اذفالت [A, A]  ائوال ابزي اد الزناوا لفربغ ًلأ الوااا
𝑢(𝑡):ℝ}ن.تا ًب الزارم  → ℂ} 2صف الزارم هوب نه إℒ إذا ناب )t(u  لل.فاس تزناوا لفربغ للللل  قارلل|𝑢(𝑡)|2  بنفز ض هب  .وزناففال

رإب زتارم  ،. تًلأ نا  اا1ℒع فت هفهال زارم وزناففًلأ رز ا كونفع  2ℒب هي زارم رإ ال،. تنوا ه  نا بار.2ℒل.ناا زتارم تاالونرم إ ا ات نا 

2ℒ  1هب زنتب  لفس رالهلللل ت اللفز ات اللنهائفعℒالزارم  إب ؛sinc   هذه ال الع. تروا هبلفت وباا اف )tsinc( فزناقص لل.فوع t1/  رهت لفس

 .2ℒفت زارم  )tsinc( تالزارم وزناففال الزناوا فنتب لذلم ،   tًن وا زنزه   /2t1 فزهائا لل sinc(t)|2|. توم ذلم رإب الزارم 1ℒزارم 

,T/2−]ر  الأبلللللاس رنفس ال  ف.ع ًلأ الوااا  ℝ ال.فاس تالزناوا ًلأوتالاع  فونب اليلصلللللع،ت T/2]فونب هب فزد اقز اع . 

,T/2−]إلأ الوااا  تالزتارم ذات التلقع اوتًات الن.ا و T/2]  إلأ ال   وو  لا موم T   .فذا فز لب رتض هب ا بلللفزهلللح نوت

 .1ℒلفبت زتارم ف  ال ًافع وم الزتارم الز  
 

 ℒ2تحويلات فورييه للتوابع  2.5.4

 ا الزارم.راله ت ا هب فتا  ز تفا رت ففه ًنب  لهذلفس رتًن وا فنتب لزارم وا ز تفا رت ففه  ،لا زتا  ز تفلت رت ففه لاوفم الزتارم

تلنب ز تفا  ،ز تفلت رت ففه وت رع ر للنا اف   ائوال  1ℒ . تالنزفاع ال ئفبللع ف  هب لزتارم2ℒتوب بد زتارم  1ℒزتارم  هتلال  ف. اال هناقش فذز

ز تفا رت ففه ، . فنا2ℒ زتارمروفهتد ونارئات الب ر.  تلن ، ائوال ز تفلت رت ففه 2ℒ زتارملل يصللائص اف ا. ذت فس  ائوال رت ففه التنبلل  ل

ب  وتات   هال التن بال وا فهونا . 2ℒ زتارمونارئات الر   هف با باً  ر  رهد ز تلات الزتارم ب 1ℒ زتارم ر أب، إلا هب النزائج 2ℒزتارم فت ه ز

2ℒ. 

زارم رف ض هب 1.5.4. مةمســـــلَّ  𝑢(𝑡):ℝ} ال → ℂ}  1 زارمفتℒ . ًن فافنتب �̂�(𝑓) = ∫ 𝑢(𝑡)𝑒−2𝜋𝑖𝑓𝑡
∞

−∞
𝑑𝑡  تف .م ال وتات 

|�̂�(𝑓)| التلقع ≤ ∫|𝑢(𝑡)|𝑑𝑡 وب هاا نا f  ℝ .ًلتا ًلأ ذلم فنتب {�̂�(𝑢):ℝ → ℂ}  لل ال زارتال وبزو f . 

|𝑢(𝑡)𝑒−2𝜋𝑖𝑓𝑡| لا ل هب: البرهان = |𝑢(𝑡)| قفد وب هاا نا t ت f رالزال  فنتبال .ف.فع. ت 𝑢(𝑡)𝑒−2𝜋𝑖𝑓𝑡 1 ازارتℒ  وب هاا ناf ،
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زر ه الوزارتع ان لقال وب . 1.4.4وتاولت بلبلع رت ففه ر  النل فع  ر أب فوابا الر فابفذا ت .تف .م ال  ت  الوُت اا الزناوا وتات نوا هب 

 .4 .24)انل  الزو فب ) /التلقع الربف ع 

تنوا ذن نا  .)fsinc( زارم وبلللزو ، فت f وب هاا نا وت ف   له، ا رت ففهفتز ت 1ℒفت زارم  u)t) = rec(t( رإب الزارم ،نوباا ًلأ ذلم

ب  إب . 1ℒلفس  )fsinc (رإب  ،بار.ال  𝑡رفوا ً ا  )trec(وا فُنارئ ، tهذا الزارم وتات  ًلأ ناوا لز تفا رت ففه التن =  فث زنتب  ∓1/2

ب ز تفله التنب  غف  إ إذ، 1ℒلا فونب هب فنتب  )fsinc(  .م هب الزارمهفهال ًلأ الز تفلت التنبفع تزُ  1.5.4 م الوبلوع ر  تزُ  .1/2قفوزه 

 وبزو . 

𝑢(𝑡)𝑒−2𝜋𝑖𝑓𝑡∫ز  ث ًن  هي ن. ع الز  هب ز تفلت رت ففه  بن ى .2ℒرفوا فل  الزتارم  بن  س 𝑑𝑡 بت ه ت ا لف  ًن  وتات ا رال

فاع النززبوأ فذه  .زواوال رنفس الوتنأ رإب الز تفا التنب  وتات  ،الوهاف ت.ف ر  و.ارا فذا الز .2ℒ   لللللل  اصفهتر اوتات  اتلننه fنا 

 .وزناففع فعالز. فرات ًلأ رز ات كونفع تز    ر لالع  قفمتلها زفبف   Plancherel رلن ف ا نل فع

𝑢(𝑡):ℝ}هي زارم  هااوب  → ℂ}  تهي ً   وتابA ، ُف ت   ن�̂�𝐴(𝑓)  لزارماز تفا رت ففه ل. م رتصفه u(t)  ًلأ الوااا[A, A] ؛ 

�̂�𝐴(𝑓) = ∫ 𝑢(𝑡)𝑒−2𝜋𝑖𝑓𝑡
𝐴

−𝐴

 𝑑𝑡  
(53.4) 

)𝑢(𝑡)rectالزارم إب 
𝑡

2𝐴
 ر بللب  f نا قفد زارم وبللزو  توتات  وب هاا �̂�𝐴(𝑓)ذلم هب  . فزرم1ℒرهت زارم  رالزال ذت رز ا و  ت ا ت (

تلنب فذا ال   لفس ، �̂�(𝑓)تذلم لل صتا ًلأ ز تفا رت ففه  A  ًلأ هنه  (53.4)ع لقنأيذ ال   ر  التنزتقم ًا ا هب  .الآنفعوع الوبل  

ر  زد إبرات فذه النل فع  تق  .2ℒ روفهتدهب فذا ال   وتات   Plancherel توم ذلم زؤن  نل فع .f قفد وتات ال رالهلللل ت ا وب هاا نا

 .5A.1 ف. اال

2ℒ {𝑢(𝑡):ℝ وب هاا هي زارم (. 1، الجزء(Plancherel 1.5.4 نظرية → ℂ} ، زارمبوع ℒ2 {�̂�(𝑓):ℝ → ℂ} نلل وب ف .م  

lim
𝐴→∞

∫ |�̂�(𝑓) − �̂�𝐴(𝑓)|
2 𝑑𝑓 = 0

∞

−∞

 
(54.4) 

 .(45.4)وتا لع ال اقع ت

ب هتلنب فهلللوب هفهلللال هن ،(2ℒ نارئعو ز تفا رت ففه )إلأ تات فذا لا فهلللوب ر.  ت ز تفلت رت ففه ر)ر   اقع الف م(  اًزرا فال  فُ.  

روا  ا  ت  اقز اًات نرف  هللوبفاب هب فنتب اكء نرف  وب  اقزها  2ℒ . وا ف  ث فنا فت هب زتارمالو.ز تع u(t)} لزارما لنُبللخالوبللزو ا 

 .وب ز تفا رت ففه 2ℒ يا ج فذه ال  ت  زأبف ال نرف ال ًلأ ز.ا بالوتات  اكء وب الزارم اللا فونب هب فؤب   ؛رفه النفافع
ℒ2 {�̂�(𝑓):ℝ وب هاا هي زارمر .الزتاوا وم الز تفا التنب  رصت ا ووابلع زواوال   يفا → ℂ} تهي  𝐵، 0 < 𝐵 <  ف ت   نُ ، ∞

𝑢𝐵(𝑡) = ∫ �̂�(𝑓)𝑒2𝜋𝑖𝑓𝑡
𝐵

−𝐵

 𝑑𝑓  
(55.4) 

𝐵، 0 قفد وب هاا نا وبللزو  2ℒزارم  𝑢𝐵(𝑡) ، رإبتنوا ر  البللارم < 𝐵 < نوا  Plancherelالأيف  وب نل فع الاكء  فصللرح. ∞

 فل :

زارم (. 2، الجزء(Plancherel 2.5.4 نظريـة اا هي  2ℒ {𝑢(𝑡):ℝ وب ه → ℂ} ،زارملفنب ال ℒ2 {�̂�(𝑓):ℝ → ℂ}   فافت  ز ت

  فنتب ًن فا .(55.4)ف .م  𝑢𝐵(𝑡) لفنب ت 1.5.4 للنل فعرت فه 

lim
𝐵→∞

∫ |𝑢(𝑡) − 𝑢𝐵(𝑡)|
2 𝑑𝑡 = 0

∞

−∞

 
(56.4) 

 وزناففعال الز   فع للو. تاتالز تفلت التنبللللفع  رأب ًلأ تاه الز  ف ت .النل فعلاكء الأتا وب وا زد ر  او للللاره ل فنا الزفبللللف إب 

𝐵نل  2ℒ زنتب وبزو ا تزز.ا ب إلأ    للز تفا →  .t(u( فذا فنارئ الزارم الأصل  2ℒ تز.تا هفهال هب    .∞

ن  Plancherelنل فع  ًب اُكئ ال   ر  وفهتد الوزتب  الز رفت ، فونب الزترف   رابزي اد له ز تفا  t(u(وب ال نا  2ℒهب نا زارم  رذ 

 :وب نلل  ف .م �̂�(𝑓)رت ففه 
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�̂�(𝑓) = lim
𝐴→∞

∫ 𝑢(𝑡)
𝐴

−𝐴

𝑒−2𝜋𝑖𝑓𝑡 𝑑𝑡  

 ت

𝑢(𝑡) = lim
𝐵→∞

∫ �̂�(𝑓)𝑒2𝜋𝑖𝑓𝑡 𝑑𝑓
𝐵

−𝐵

 

 ،هفهال 1ℒ فت t(u( الزارم . فز.ا ب الزناوا الأتا ًن  هي ن. ع إذا نابu)t(لللللل  2ℒ نارئوفت  �̂�(𝑓) للزارم ز تفا رت ففه التنب هي هب 

ز.ا ب ًن  هب فًن فا لا ف زاج الزناوا الأتا ، 1ℒلفس زارم  t(u(. إذا ناب الزارم �̂�(𝑓) فز.ا ب ر  فذه ال الع ًن  هي ن. ع إلأ زارم وبزو ت

ففتهي ن. ع.   ع.وابلالزناوا البان  ر  ف.ع و زص  

باً  ر  رهد نل فع  بف فا  Plancherelتووا ق  ف بزي اد زناوا  فواب ر لالعزف  ًلأفزد زت فف زناوا  فواب  .إفاا  ز تلات رت ففه را

 نبيع  فواب وب ز تفا رت ففه ف  ايزصا  لل رإب تفنذا  .وزناففعًلأ ونا م  ًلأ هنه     ون .ع لانهائفع 

�̂�(𝑓) = lim
𝐴→∞

∫ 𝑢(𝑡)𝑒−2𝜋𝑖𝑓𝑡
𝐴

−𝐴

 𝑑𝑡 = lim
𝐴→∞

�̂�𝐴(𝑓)  
(57.4) 

  ()إب تا ًن  هي ن. ع   الزناوا  فواب رزناوا لفربلغ تابلزر اا لابلزر اا  ب فُنل  لها ًلأ هنهافونب ه Plancherelتفنذا رإب نل فع 

فنتب الف م ال ئفس  رإبلذلم  تذت ه اء اف ، وبللللزو  Aإلأ  A ع وب الونزهف ت ز تفا رت ففه ًلأ ال  إب . 2ℒز.ا ب ر (57.4)التلقع  ر 

 .  A ًن وا 2ℒ ر  ابزي اد ز.ا ب
�̂�𝐴(𝑓)ًن فا فنتب  ،u(t) = rect(t) الزارم لفنب ل فنا ،Plancherelتنوباا ًلأ نل فع  = sinc(𝑓) قفد نا وب هاا A  1/2 ،

�̂�(𝑓) ترالزال  = sinc(𝑓).  فنتبوب هاا الز تفا التنبللل ، 𝑢𝐵(𝑡) = ∫ sinc(𝑓)𝑑𝑓
𝐵

−𝐵
ش  فه لل بلللاب تلنب فونب هب ننل  إل و  لللت 

𝑡ًن   ا ً او B  وا زنزه  رف rect(t) ف.ا ب = 𝑡 الكوب . ًن 1/2  فث فبللللاتي، ±1/2 = الز تفا التنبلللل  قفوع نتب ز ±1/2

 .u(t) = 1 فنتب الزارم رفنوا، 1/2

𝑡هلللوب الوااا الاذ فع وب هاا ال.فد  u(t) = 1 فث  u(t)  الزارم لنتزر وبالال آي ، لنأيذ ∈ روا هب ريلف ذلم. ت u(t) = 0 ت [0,1]

 للزارم 2ℒ ونارئ ههن هي ،0 هفهلللال  تالز تفا التنبللل  fلنا قفد  0فت  �̂�𝐴(𝑓)ز تفا رت ففه  ال.فوع ف  صلللف  ًن  هي ن. ع ز. فرال، رإبفذه 

)t(u.  5هيف ال فتهللللح الوبااA.1 5 ف. ار  الA.1 1ال زارتℒ  ،لللللاذال 𝑔(𝑡)  ز تفله فنتب ت .غف  وبللللزو  ر  نا ونابفنتب𝑔(𝑓)  ال و.ف 

تغف  و    ًلأ نا  )0,1(الز تفا التنب  غف  وبزو  ر  هي ن. ع هوب الوااا فنا هفهال . 1ℒتلننه لفس زارم  ،1.5.4وع وبل  رال ال توبزو 

بزو  ففتهح فذا الوباا لواذا ق   رز ا اكئفع. ب  لزارم و الز.لف ي ر لال وب الز نفك  2ℒ ووا فتكك ز نفكنا ًلأ زتارم اذال، نتب الز تفا التن

 .وبا الابزو ا فعًلأ وفاففد 
 ،بفزارتفب ويزلفهب  إذا اًزر نا .ًلأ ن ت وزكاف  ت رفت هنه اف   ، ًلأPlancherelنوا ر  نل فع  ،2ℒ ز.ا ب بللللننل  إلأ ،رفوا فل 

نفففع  وب قرفا، الاُكئفاتفبللوح لنا تفبللاً نا ر  زانب نبف  وب ( رإب فذا 2ℒوزبللاتفاب ) للنلفال، ًلأ هنهوا ونارئ  ،هوا  اقع صللف فعلف ق

 ع.تال فاهفات الوز ت ا زصلب إلأ نفس النزفا  الهن ب ال س   رإب ،. ر  فذه ال العر  ن.ا  ً د ابزو ا فزه زت فف الزارم غف  الوبزو 

 2ℒ الزت ففات الز  ز للوا زتارمرابللزبناء  (41.4) إلأ (33.4)التلقات وب  رت ففه ر  تنا ًلقات ز تفلهب تهيف ال، رإنه فونب إبرات 

 ف.ت   تلفس وب اله ت ي هب فنتب له ز تفا رت ففه وُ  2ℒهب فنتب فس راله ت ا ل 2ℒ الزارم إب وُ زم(. 15.5ت 26.4 زوا فبال)انل  
 
 ع ونظرية أخذ العيناتقط  تحويل فورييه في الزمن الم   6.4

.ت  ورا  ا إلأ نل فع ف بن ى هب فذا الز تفات .ك تاافع التقت/الز    لبلبلع رت ففها( فت DTFTم ).   ز تفا رت ففه ر  الكوب الوُ إب 

 هيذ التفنات.

قط ع 1.6.4  تحويل فورييه في الزمن الم 

W−للز   ، غف  صلللف ي ر.  وب هاا  2ℒزارم  �̂�(𝑓) لفنب ≤ 𝑓 ≤ W . م  DTFTفونب ًن فا زت فف ز تفا رت ففه ر  الكوب الو.  

 رالتلقع [W,W−]ر  الوااا  �̂�(𝑓)للزارم 
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�̂�(𝑓) = l. i. m.∑𝑢𝑘𝑒
−2𝜋𝑖𝑘𝑓 (2W)⁄

𝑘

 rect (
𝑓

2W
) 

(58.4) 

م وتاولتزُت أ  فث  ;𝑢𝑘} ز تفا رت ففه ر  الكوب الو.   𝑘 ∈ ℤ} التلقع:ر 

𝑢𝑘 =
1

2W
∫ �̂�(𝑓)𝑒2𝜋𝑖𝑘𝑓 (2W)⁄ 𝑑𝑓
W

−W

 
(59.4) 

ز تفا  �̂�(𝑓) للزارم . لا ل هب…𝑒−2𝜋𝑖 رلللل …𝑒2𝜋𝑖ت ،2W رلللل Tت ،fرلللل  tرابزر اا  ،بلبلع رت ففه التلقات ف  ذازها وتا لاتفذه إب 

إب نل فع هيذ ، رتنوا بلللفزد ً هللله ر  تقت لا م .[W, W] الوااا ترالزال  رهت و  ت  ال كوع ال.اً فع هلللوب u(t) رت ففه ًنبللل 

 .(59.4) لوتاولت ر رال كوع ال.اً فع إ ا ا اًفنات   ر التفنات ز

وم الزر فلت رال وتك الآنفع الذن ؛ نتف فا فنا  (59.4)ت (58.4)( رتهللتح ًلأ التلقزفب 1.4.4زُ ر م نل فع بلللبلللع رت ففه )النل فع 

 للبهتلع.

:�̂�(𝑓)} لفنب  . 1.6 (DTFT)نظرية [−𝑊,𝑊] → ℂ} 2 زارمℒ .،توب هاا ًن فا ℤ k ،  فُ .م التلقع  (59.4) زناوا لفربلللغ فتا

|𝑢𝑘| ≤
1

2W
∫|�̂�(𝑓)| 𝑑𝑓 <  :نا  هب ا ًلأ ذلمتًل. ∞

lim
𝑙→∞

∫ |�̂�(𝑓) − ∑ 𝑢𝑘𝑒
−2𝜋𝑖𝑘𝑓 (2𝑊)⁄

ℓ

𝑘=−ℓ

|

2

𝑑𝑓 = 0       and  
𝑊

−𝑊

 

(60.4) 

∫ |�̂�(𝑓)|2𝑑𝑓 = 2𝑊 ∑ |𝑢𝑘|
2

∞

𝑘=−∞

𝑊

−𝑊

 
(61.4) 

;𝑢𝑘} هيف ال، إذا ناب 𝑘 ∈ ℤ} فع تف .م . ًُ ∑ زبلللبلللل لأً ا   |𝑢𝑘|
2

𝑘 < :2ℒ {�̂�(𝑓)ًن فا، فتا  زارم ، ∞ [−𝑤,𝑤] → ℂ}  ف .م

 (.61.4( ت )60.4)التلقزفب 

بارم،نوا ت ص  التلقع  ر  ال فونب و لترع، ر لالع ال.  ا، ز. فب  قع هب هي  ف ا فذا ًلأ ،. و ا هي ى(60.4)إلأ التلقع  (58.4)زُيز

  .نارفع ر  فذه البلبلع   ت ز .م وب يلا ابزي اد زهب 

( رفب زارم تبلبلع وب 2ℒتا   إلأ تا   )روتنأ ز.ا ب وب  لل فز ت DTFT م.   ز تفا رت ففه ر  الكوب الوُ وب بلبلع رت ففه ت نا كت  ز

بلع رت ففه،  . ر ً. فعه قاد  بل بلع وب الوتاولت لزوبفا الزارم )إلأنت t(u( زارمرر ه ًا ال ن الع  بل ز تفا ر   الع هوا . (2ℒنارئ و بزي د 

ر  نل الازااففب، فونب زصلحُ تروا هب الز تفلت  .بلباالز    لزوبفا الز زارمبزي د نت ًا ا رالزبلبار ه ن ،DTFTم .   رت ففه ر  الكوب الوُ 

 .اب ًلأ ن ت وزباتٍ هبابف بلباالزارم تالزنتزر  هب 
 

 نظرية أخذ العينات 2.6.4

بزي د  باً   ،نل فع هيذ التفنات لإبرات DTFT م.   ز تفا رت ففه ر  الكوب الوُ فُ بتف ز بف  ر تالز  ر ت فا   فُتر  . DTFT الز تفا زف

 افرفع ر  الز   : لو.ز تات وُب. ا واوتعرتصفه  �̂�(𝑓)ًب الزارم  (58.4)لتلقع ر  ا DTFTالز تفا 

�̂�(𝑓) = l. i.m.∑𝑢𝑘̂𝑘(𝑓),

𝑘

    where    ̂
𝑘
(𝑓) = 𝑒−2𝜋𝑖𝑘𝑓 (2𝑊)⁄  rect (

𝑓

2𝑊
) 

(62.4) 

𝑢(𝑡)رالتلقع  �̂�(𝑓) لزارمفت أ ز تفا رت ففه التنب  ل ،هبئلع ًب الز.ا ب  الفال  عزاافا هفر =  ∑ 𝑢𝑘𝜙𝑘(𝑡)𝑘  ب إ فث𝜙𝑘(𝑡)   ف

) rectللللللل  60روا هب الز تفا التنب . �̂�𝑘(𝑓)الز تفا التنب  للللللل 
𝑓

2W
هب  ز ا ًلأرإب ًلقع الإكا ع الكونفع ، 2Wsinc(2W𝑡)فت  (

                                                           
�̂�(𝑓). إن ا تابع (47.4) فيهذه هي ثناأ   ا زمن ا ت دد  60 = rect (

𝑓

2W
. من نظ     لانش   ل، 1ℒو كن   س في  2ℒمستم  في  𝑢(𝑡)أ ضاً؛ ا تابع  2ℒوتابع  1ℒهو تابع  (

 .�̂�(𝑓)، هو 2ℒ، بمعنى 𝑢(𝑡)فإن تحو ل 
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 فت: �̂�k(f)الز تا التنب  لل 

𝜙𝑘(𝑡) = 2Wsinc(2W𝑡 − 𝑘)    ↔    �̂�𝑘(𝑓) = 𝑒
−2𝜋𝑖𝑘𝑓 (2W)⁄  rect (

𝑓

2W
) 

(63.4) 

 ت أ رالتلقع:فُ ، �̂�(𝑓)التنب  لل الز تفا  ،u(t)رإب  رالزال ت

𝑢(𝑡) = ∑ 𝑢𝑘𝜙𝑘(𝑡) = ∑ 2W𝑢𝑘 sinc(2W𝑡 − 𝑘)

∞

𝑘=−∞

∞

𝑘=−∞

 

(64.4) 

;�̂�𝑘}الافرفع  الو.ز تاتتروا هب واوتًع  𝑘 ∈ ℤ} البنمزتارم رإب  ،وزتاو ا sinc{𝜙𝑘; 𝑘 ∈ ℤ} (46.4)التلقع  هفهال وزتاو ا وب. 

 

sinc(𝑡) توضااااااااااا حي  لتابع  سااااااااااام :9.4الشاااااااكل  =
sin(𝜋𝑡)

𝜋𝑡
sinc (𝑡 ا تابعو   − لاحظ أن هذه ا توابع ا م تباعدة متعامدة مع  .(1

 بعضها.

باتي  sinc(𝑡)لا ل هب  باتي  t = 0 وب هاا 1ف باس  (46.4)التلقع  قُ   ت. لذلم إذا ىي ه عص ف  t قفوعوب هاا هي  0تف ًلأ ه

𝑡 =
𝑘

2W
𝑢زنتب النزفاع ف    (

𝑘

2W
) = 2W𝑢𝑘  تذلم وب هاا هي ً   صلللل فحkف (46.4) التلقعفذا ر   زتتفض. تر النزائج ر   زُت  

 الوتا لع رابد وتا لع هيذ التفنات.

𝑢(𝑡) = ∑ 𝑢(
𝑘

2W
) sinc(2W𝑡 − 𝑘)

∞

𝑘=−∞

 

فال كوع ال.اً فع ف و  ت الزارم تر بب فذه التلقع، رإب  ص  ، ر لالع فذا التفناتزنتب وتا لع هيذ . تT = 1/(2W)ه ًن  هكونع فنازرت ت

 :ًلأ ال نا الزال  الفاصا الكون  للتفنات،

𝑢(𝑡) = ∑ 𝑢(𝑘𝑇) sinc(
𝑡

𝑇
− 𝑘)

∞

𝑘=−∞

 

(65.4) 

 لر فاب  اوا.  5A.2زتهح النل فع الزالفع فذا الأو . انل  الف. ا 

𝑢(𝑡):ℝ} لفنب ل فنا .)نظرية أخذ العينات( 2.6.4 نظرية → ℂ} 2 زارمℒ   ل و  ت  ال كوع ال.اً فعتوبزو  التلقع ًن فازتص ف  .W ر

 زُ    ت t  ℝ وب هاا نا u(t) إلأ (56.4) فز.ا ب الواوتع ر . T = 1/2W فث  𝑇 رو. ا الوزراً ا  هًفناز ر لالع u(t)الزارم  (56.4)

u(t)  ًن  نا كوب t رالتلقع |𝑢(𝑡)| ≤ ∫ |�̂�(𝑓)|
𝑊

−𝑊
𝑑𝑓 < ∞. 

ل  2ℒزارم  كوع قاً فع وبزو   t(u(لفنب  .غير المستمر(ال)تابع الحزمة القاعدية  1.6.4 مثال  |𝑓|و  ت  ر ≤ t(u ) t(v(تلفنب  1/2

وزنارئفب تلنب ًفنازهد   v(t)ت u(t) . ًن فا فنتبtوب هاا الأً ا  الصلل ف ع  = u(t) + 1 v(t) ت tوب هاا نا الأً ا  غف  الصلل ف ع  =

الايزلرات ر  الن.ا  الوتكتلع لفس لها هي زأبف  لأب  �̂�(𝑓). تز تفلت رت ففه وز ارهع تن.تا  1زيزلف رو. ا  ً   ص فح ر  نا و ا رلللل

رإب ز تفا  1.5.4للوبلوع ك تاافع التقت/الز    لاتر.ال  .1ℒرهت زارم  ]W, W[ غف  صف ي هوب الوااا �̂�(𝑓)ًلأ الز تفا. ت الوا هب 

، ر.  �̂�(𝑓)الونارئع تالز  لها ز تفا  2ℒ. توب رفب نا إ ا ات t(u(فت زارم وبزو  تلفنب  �̂�(𝑓) رت ففه التنب  الذي ف  ث ًن  هي ن. ع

u(t)  إ ا ا وبزو ا، تإبu(t) .ف  الز  ز .م نل فع هيذ التفنات 

زارم ذت  كوع ًلأ هنه  v(t) ب النل  إلأتفون .نا ن. ع ً   صل فح ًن  الوزف قعرابلزبناء الان. اًات  u(t)للزارم  وبلاتٍ   v(t)الزارمإب 

 وبزو  ترم النل فع.الزارم فت التلفس  ال وتنأ رفكفائف لهلفس   v(t)قاً فع و  ت  هفهال، تلنب وب التاهح هب 
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 2ℒ وب الصلللف t(u(ال هب زارت ع فف الوت.تلاالزتفذن  ه    ال.اً فع.زتارم الو  ت ا ال كوع الالغوتض  تا وتنأ  هًلهفتهلللح الوباا 

|𝑓|وب هاا 0فبللللاتي  �̂�(𝑓)إذا ناب  W ال كوع ال.اً فع إلأ و  ت فنتب  > 𝑊.  زت فف وت.تا آي  هبتفرفب u(t)  إلأ  زارم و  تW 

|𝑓|وب هاا  0فبللاتي ت �̂�(𝑓)فت زارم ز تفا رت ففه التنبلل  الذي ف  ث ًن  هي ن. ع للزارم  u(t) إذا ناب > 𝑊  .تر.ال للزت فف البان  ت

  كوع تر.ال للزت فف الأتا.الو  ت ا  t(u(لللل  عالونارئ 2ℒنا الزتارم إب  ؛وبزو  زارم تفت u)t(فتا  زارم ووفك وُت أ،  �̂�(𝑓) وب هاارإنه 

ا وب النا فع الهن بلللفع فهللل  وُ وب التاهلللح هب الزت فف البان  فت الغف  وبلللزو ا تزيالف رتلفال وتا لع هيذ التفنات.  u(t)اوفتها رفوا ً ا ت

 .تال فاهفع
 �̂�(𝑓) وب ال للنا 2ℒ زارمل ز. فرال  الز تفا التنبلل  ًن  هي ن. عفوب ا إذا ناب  Wرللللللل  عال.اً ف كوع الو  ت   2ℒالزارم  فنتب: تعريف

|𝑓|فباتي الصف  وب هاا تالذي  > 𝑊. ل ع ال.اً ف كوع الو  ت   فنتب الزارم ،ونارئ ًلأ ن تت تناب ز تفا رت ففه  ال وبزو إذا ناب  Wر

|𝑓|وب هاا  0 فباتي له > 0. 

ف  وب ال لللل ح تالزفبللللف  ل نا الآبفونن فه ر  الكوب الوُ إا اء الوك فا رت ف نا.  DTFTم.   ز ت فعال و  ت  ال كوع 2ℒزارم  ل  ً  .ا

{�̂�(𝑓): [−W,W] → ℂ}   ز تفا رت ففه ًنبلل𝑢(𝑡) = ∫ �̂�(𝑓) 𝑒2𝜋𝑖𝑓𝑡𝑑𝑡 م.   ز تفا رت ففه ر  الكوب الوُ بلللبلللع ت DTFT  ُاا تو 

𝑇 فث  t(u( للزارم 𝑇𝑢(𝑘𝑇) ،ًفنات وز  اع م.   رت ففه ر  الكوب الوُ  ز تفال ku الوتاولت . زنتب(58.4) رالتلقع = 1

2𝑊
 هاهللللتلن. 

فع قلفلل،  .ع ويزل فه ر  الكوب الو. مر  ف فا رت ف قع ر  ا إب ز ت نات  (58.4)لتل يذ التف لع ه تا  فه لو فا رت ف را   (65.4)فت ز ت راًز

𝑢(𝑘𝑇) = 𝑢𝑘/𝑇.61 

 ر  ه، ز تفا رت ففلهافز تهب ر   فب  ز. فرال، الز.ا ب الذي ف  ث ًن  هي ن. ع  للللوانل فع هيذ التفنات زهب إلأ    وا  توب الغ فب

تلننه  1ℒفت زارم  DTFT م.   الوُ ر  الكوب  ز تفا رت ففهر   �̂�(𝑓)تالبللللرب فت هب الزارم  .2ℒ ونارئاتر.   ف للللوا DTFT م.   الكوب الوُ 

 .1ℒزارم  اه ت رالوبزو  راله ت ا تلنب لفس  t(u(التنب   هز تفل رفنوا ال،لفس راله ت ا وبزو 

;�̂�𝑘(𝑓)}الزتارم  واوتًعإب  𝑘 ∈ ℤ}   الفز اب إذ إ ،واوتًع وزتاو ا (63.4)التلقع ر [W, W] زتي ًلأ ً   صلللل فح وب ز 

وب ت .ر  وتا لع هيذ التفنات ف  هفهللال وزتاو ا البللنم واوتًع زتارم، نا  هب (64.4)توب الوتا لع  رالزال ،افر .  وب نا ون ن ال ت ات 

ذلم )نوا بلللفزد ً هللله رم زتبلللتات وزتاو ا. تفز  تزتبلللم نل فع هيذ التفنات ف DTFT م.   ر  الكوب الوُ  ز تفا رت ففهوب  نلل  بد  رإب

 ،رتنافع لا .ال( هب وتا لع ال اقع

∫ |𝑢(𝑡)|2𝑑𝑡 = 𝑇 ∑ |𝑢(𝑘𝑇)|2
∞

𝑘=−∞

∞

−∞

 
(66.4) 

𝑇ت  ]W, W[هوب  ال.اً فعو  ت  ال كوع  2ℒوبزو  وب  t(u(صال ع وب هاا هي زارم  = 1

2𝑊
. 

 ونه ًفنات ؤيذزفونب هب  W ع لللللللللل.اً فو  ت  ال كوع ال 2ℒوب  t(u( زنص نل فع هيذ التفنات ًلأ هب هي زارم ،ز وفك الونرم ر لالع

𝑇)هي ًلأ رز ات  2Wروت ا  = 1

2𝑊
 وفك ز  الع. تفذا فيزلف قلفلل ًب ًلأ ن ت زاد لإًا ا رناء الزارم التفنات دابللزي افونب رت  ذلم ت ،(

و  ت    2ℒنل فع هيذ التفنات هب هي زارمزُرف ب  .ناا  فث فزد و ار.ع ززارم وب قفد الإ للا ا إلأ زارم فونب رفوا رت  إًا ا رناء الإ للا ات ونه.ال

 ..نااال ز وفك زرافُب 5A.2ف. ا الور فنع ر  التل فع الزالفع غ   النزُ  ه.نازتف  رله ففونب زوب ل.اً فعال كوع ا

;𝑎𝑘} لفنب .)نظرية أخذ العينات للنقل( 3.6.4 نظرية 𝑘 ∈ ℤ}  موب هً ا  ً. فع زُ  ال نففف زبللللبللللل.  ∑ |𝑎𝑘|
2

𝑘 <  ًن فا زز.ا ب. ∞

∑ 𝑎𝑘k sinc(2𝑊𝑡 − 𝑘)  2 إلأ زارمر  هي ن. ع ز. فرالℒ  ُوبزو     و  ، {𝑢(𝑡):ℝ → ℂ}   لللل  .اً فعال كوع ال  توWالتلقع . تف .م 

𝑎𝑘 = 𝑢(
𝑘

2𝑊
 .k وب هاا اوفم قفد (

 

عتانةترميز المنبع باستخدام  3.6.4   الإشارات الم 

ب ر  ز وفك الوصلل   الزوابل . فب هتلفزفي تزرتصللفهوا تزنوفد التفنات  u(t) ا زوابلفعب إ للا هيذ التفنات و 1.4 زناقش الو. وع تال للنا

                                                           
  معاد   أخذ ا ع نا/.  فو   هتحو ل   س ثناأ   ا زمن ا ت دد  سلسل  فو   ه بل هو  DTFTلاحظ أن تحو ل فو   ه في ا زمن ا مقطّع  61
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زنوفد وتاولت  فا يترت  ذلم  ربللللبللللع رت ففه، وب الوصللل   {𝑢𝑚(𝑡)}الوززالفع  ات تزالو. ارفه زُن للل   ف.ع وتاكفع  2.4ف. ا ناقش الز

ال اقع ر   (7.4)  التلقع وع. زت وب الوتاولت الونو   {𝑣𝑚(𝑡)}وع الوبللزل   اتت.ز فزد ر  فذه ال الع الأيف ا إًا ا رناء الو رت ففه. عبلللبللل

𝑢𝑚(𝑡) − 𝑣𝑚(𝑡)   للللا ات التلقع الووابلع ًن  زنوفد التفنات لإ ف. اال هتالج فذز. وب واوتع ر تم الوتاولت الو رتع .فبللللعننبلللليع و 

 ع..اً فال عال كو و  ت ا

;(𝑘𝑇)} التفناترإب ، W ل.اً فع لللللللللو  ت  ال كوع ا u(t) وبلللزو  ل فنا زارم نابإذا   𝑘 ∈ ℤ}  ًلأ رز اتالوأيتذا T = 1/2(2W) 

فز 𝑣(𝑡)رتصلللفه  u(t) هًف  ز نفبت ،kوب هاا نا  v(kT) إلأ u(kT)زد  زنوفد إذا  .الزارم تصللل  = ∑ 𝑣(𝑘𝑇) sinc(𝑡
𝑇
− 𝑘)𝑘ًن فا ،، 

 إً اء الي أ الز رفت  الوزتب  ترم التلقع: (66.4) فونب وب

∫ |𝑢(𝑡) − 𝑣(𝑡)|2𝑑𝑡 = 𝑇 ∑ |𝑢(𝑘𝑇) − 𝑣(𝑘𝑇)|2
∞

𝑘=−∞

∞

−∞

 

(67.4) 

ذازها   ازفافعبللزرفب بلللبلللع وب التفنات، رإب الا هصللغ فال  الي أ الز رفت  الوزتبلل  اتال عالزنوفد الوبللزي و   ف.ع توهوا نانرترالزال  

 .عوتار .ال الإ ا اترفب  هصغ فال  الي أ الز رفت  الوزتب  لاتازبزي د 

وت أ لنا  اتالز ته ًن  هي وت ا رززت   ، وات ال تاع الونزلدرالز ته الز رفت  الوزتب  لونو   تالوزتل.ع البالث،النزائج ر  الفصا إب 

 ال نهائف نوفد لاًن فا إوا هب فنتب وت ا الز ،تفنع قفوع وزتب  ز رفت  لانهائفعل نابإب  ًفنع نزارم ي   ل.فوع الوزتب  الز رفت  لتفنات الونرم.

وهوال. تف   2ℒالز.فف  إلأ  نتبفلواذا  فله  فنافذه النزفاع نفبها ًلأ الأ ناا الوتافع. زُ ر م . ال فنتب الز ته الز رفت  الوزتب  لانهائفهب هت 

 وهوع.  2ℒ ًب إ ا اتالنزائج التاوع  زله  هفهال لواذا زنتب

 زواوال ت ا  لفبت و  الففكفائفع الونرم إ ا ات لنب  ع. فال.اً ال كوع و  ت ا   ا اتقصع ايزفا  ًفنات الإًب زز  ث نل فع هيذ التفنات 

زر ه ه فاف الصلللتت  ،تلأ بلللرفا الوباار .Wرتض الز   ات الابلللوفع هًلأ وب بللل ًع ه فارها رزناقص زًا ال وا  را، Wلرتض الز   ات 

بو  ًن   ال. م ز   قرا رلتغ رالزناقص  صغف ا وب ال اقع  وزلمر  نبف  وب الأ فاب ز هانفلت ف زك، تلنن 4الا نفلت  20الز     لغافعنوفات 

فلا ز 2Wرإب التفنات الز  روت ا لهذا تف زك.   الزراس. بتف فناقش الزراسف ًأ  ،فؤ ي إلأ وص   إهار  للي أ ووا ،الوتاع زواوال  تص 

 فب.زفب الزالفئفزالاكالف. زفب ر نا هًوم ر  

بألع  بفع لنل فع هيذ التفنات. هي ى بوع و صف ي ر  نا الأكونع فت  sinc زارمهب وؤ ص ف ع. تزارم غف   إًا ال رناء وب بد  رإب غف  ال

ر  الوُبللللز.ر االوتاع 
تلنب وتاع ، sinc البللللنم زتارم فم. زًولفال، فونب هب فزد  .ال لا نهائف ال كونف ال وب واوتًع وب التفنات فز لب زأيف  62

لفبللت ًولفع زواوال نوا  نل فع هيذ التفناتب هالنزفاع التاهلل ع ر رالزال غف  ًول .  ر  ء ًلأ ن ت ذاتف، t/1 ززناقص للصللف  ًن  البللنم

 فر ت للتفلع الأتلأ.

 

  [ W,  + W] نظرية أخذ العينات لأجل 4.6.4

م فزد زتوفد ،نفف   كوب ًن كا وُزو نرت ففه ًلأ رز ات كونفع  عفزد زتوفد بلللللبلللللتنوا  ًلأ  DTFT ز تفا رت فه ر  الكوب الوُ.  

 . ز    نفف  ًن كا وُزو نرز ات ز   فع 

:𝑣(𝑓) لفنب [∆−W, ∆ +W] → ℂ 2 زارم ز   يℒ . مرفنتب ز تفا رت فه  فت: 𝑣(𝑓) للزارم الوُكاح DTFT ر  الكوب الوُ.  

𝑣(𝑓) = l. i.m.∑𝑣𝑘𝑒
−2𝜋𝑖𝑘𝑓/(2W)

𝑘

rect (
𝑓 − ∆

2W
)      where 

(68.4) 

𝑣𝑘 =
1

2W
∫ 𝑣(𝑓)𝑒2𝜋𝑖𝑘𝑓/(2W)𝑑𝑓
∆+W

∆−W

 
(69.4) 

                                                           
𝑡،   عاد تشك له عند زمن مصد  𝑡عند زمن ا منبع  𝑢(𝑡)، تقد   ا م ستقبِل  لإشا ة 𝑣(𝑡). با تا ي فإن τتذكّ  أن زمن ا مستقبِل ا م جعي متأخ  عن ا منبع بثاب/  62 + 𝜏 ومع .

 كب  ة على نحو غ   عملي. 𝜏معاد   أخذ ا ع نا/، حتى و و ج ى تق  ب تابع ا سنك، تبقى 
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 ،ف  ن   وزتاو  (68.4)إب التلقع 

𝑣(𝑓) = l. i. m.∑𝑣𝑘�̂�𝑘(𝑓)  where  𝜃𝑘(𝑓) = 𝑒
−2𝜋𝑖𝑘𝑓/(2W) rect (

𝑓 − ∆

2W
)

𝑘

 
(67.4) 

 :لفنتب .ففستالز لإكا عرا 𝜃𝑘(𝑓)فونب  باب ز تفا رت ففه التنب  لل 

𝜃𝑘(𝑡) = 2W sinc(2W𝑡 − 𝑘)𝑒2𝜋𝑖∆(𝑡−
𝑘
2W
)     ↔      𝜃𝑘(𝑓) = 𝑒

−2𝜋𝑖𝑘𝑓/(2W) rect (
𝑓 − ∆

2W
) 

(70.4) 

 .𝑣(𝑓) لزارمز تفا رت ففه التنب  ل v(t) لفنب

𝑣(𝑡) =∑𝑣𝑘𝜃𝑘(𝑡) =∑2W𝑣𝑘 sinc(2W𝑡 − 𝑘)𝑒
2𝜋𝑖∆(𝑡−

𝑘
2W
)

𝑘𝑘

 

𝑡وب هاا  = 𝑘

2W
)𝑣 فنتبت ،ر.  غف  صللللف ي k ذت الز زفب الآنفال   فنتب  ، 𝑘

2W
) = 2W𝑣𝑘.  ُإلأ هيذ التفنات  وتا لع  فذا تود ف

 ،[  W,  + W] ز   فعالل كوع ا

𝑣(𝑡) =∑𝑣(
𝑘

2W
) sinc(2W𝑡 − 𝑘)𝑒

2𝜋𝑖∆(𝑡−
𝑘
2W
)

𝑘

 

  التلقعصرح زرم، ابر  النوا  T = 1/(2W) هيذ التفنات رز ارزت فف 

𝑣(𝑡) =∑𝑣(𝑘𝑇) sinc(
𝑡

𝑇
− 𝑘)𝑒2𝜋𝑖∆(𝑡−𝑘𝑇)

𝑘

 
(71.4) 

ل ًلأ 3.6.4ت 2.6.4 زابلنل ف رم ازُ  فعفذه ال ا 𝑣(𝑡) ر ف ضهي، . ع الأنب  ًوتو = ∫ 𝑣
∆+W

∆−W
(𝑓)𝑒2𝜋𝑖𝑓𝑡𝑑𝑓  زارمفنتب  v(t) ال

∑إذا ناب  ،و اره ًلأ ن ت. تt وب هاا نا قفد (71.4) ر  عالبلبلتزز.ا ب  توبزو ل  ال و    |𝑣(𝑘𝑇)|2𝑘 < وبزو   2ℒرإنه فتا  زارم ، ∞

,𝑣(𝑡):∆−W} ت ف ت ∆ +W] → ℂ ،W = 1(2T) فذه. عر.فد التفن 
 

 ثق لوالنشر الجيبي الم   زييفالت 7.4

ذات الن   الوزتاو .  2ℒ للزتارم النفففع )الت تائفع( spaced sinusoid expansion-Tبفزد ر  فذا ال.بد ز تف  الن   الافر  الوزراً  

ر  تقت بللارم، رابللزبناء واوتًزه وب الأ تاا الوتافع الوزتاو ا الز   نتقشف للره فذا الزتبللم نبف ال زتبللم الاقز اع الافر  الوزراً  الذي 

بد فزد ابللزي اد فذا الاوز ا  لوناق للع وفهتد فاد وب   اات ال  فع.  ف وب إكا ات كونفع تز   فع للزارم الافر  ر لال وب الزارم الوبللز فا.ززأل

 .ال فهيف ال، فبزي د فذا الزتبم نفبه لز تف  وفهتد الزت ج. تفذا بتف فباً  ر  رهد هيذ التفنات للزتارم الز  ف  ز. فرال ر.  و  ت ا ز   

 

 Tبمقدار  المتباعد (sinc)ثقلّ بتابع السنك الامتداد الجيبي الم   1.7.4

𝑢(𝑡) لفنب → �̂�(𝑓) 2 كتج ز تفاℒ نفف ، تلن. م �̂�(𝑓) 2ً ض  ذات 63رز ات إلأW:رفنتب ل فنا ، 

�̂�(𝑓) = l. i. m∑𝑣𝑚(𝑓)

𝑚

      where    𝑣𝑚(𝑓) = �̂�(𝑓)rect (
𝑓

2W
−𝑚) 

ر لللنا هًد،  .W ر  قاً فع كوع رو     𝑣0(𝑓) 2ℒ زارم وم ف زر تفذا  ،]–W, W[ الوااالفس صلللف فال ر   𝑣0(𝑓) وم ول لع هب

هب  (71.4) نا  وب الوتا لع . = 2Wm وب هاا [W, ∆+W–∆] لفس صللللف فال ر.  ر  الوااا 𝑣𝑚(𝑓) ً   صلللل فح رإب mوب هاا 

𝑇 وم الز تفا التنب  = 1

2W
 ف .م: 

                                                           
  مكن إهمال ا نقاط ا حدود   ب ن مقاطع ا ت دد، كما في حا   ا مقاطع ا زمن  . 63 



 أشكال موجات المنبع والقناة

111 
 

𝑣𝑚(𝑡) = ∑𝑣𝑚(𝑘𝑇)sinc(
𝑡

𝑇
𝑘

− 𝑘)𝑒2𝜋𝑖(
𝑚
𝑇 )(𝑡−𝑘𝑇) 

=∑𝑣𝑚(𝑘𝑇)

𝑘

sinc (
𝑡

𝑇
− 𝑘) 𝑒2𝜋𝑖𝑚𝑡 𝑇⁄  (72.4) 

  تات الز   فع نا :ز.وتراوم نا فذه ال

𝑢(𝑡) = l. i. m.∑𝑣𝑚(𝑡) = l. i. m.∑𝑣𝑚(𝑘𝑇)sinc(
𝑡

𝑇
𝑚,𝑘𝑚

− 𝑘)𝑒2𝜋𝑖𝑚𝑡 𝑇⁄  (73.4) 

ر لالع  t(u( فت 2ℒ ر  نفف  ًب زارمفذا فتر   .m ، تلننه لا فز.ا ب رالهللل ت ا رالن.ا  ربلللرب الاوم اللنهائ  ر 2ℒ تفذا فز.ا ب ر 

  .𝑢(𝑡) وب 𝑣𝑚(𝑡) ًفنات نا   ف ع ز   فع

 فهر ة من انتوابس:ان ةفي مجةوعة مضاعف اا متعامد اا هذا تو ع شكل 
{ 𝜓𝑚,𝑘(𝑡) = sinc (

𝑡

𝑇
− 𝑘) 𝑒2𝜋𝑖𝑚𝑡/𝑇;   𝑚, 𝑘 ℤ} (74.4) 

𝜓0,0(𝑡) لزارم الأبللللابلللل لتفذه ف  الإكا ات الكونفع تالز   فع  = 𝑠𝑖𝑛𝑐(
𝑡

𝑇
 تالإكا ات T الإكا ات الكونفع ف  وب وهللللاًفات. (

لالوالزتارم الافرفع واوتًع  زتارم الوزتاو االزبوأ فذه الواوتًع وب  .T/1 الز   فع ف  وب وهاًفات  .Tرو. ا   الوزراً ات sincرزارم ع ب. 

نا زارم ر   .ر للنا نرف ، Tرو. ا   الوزراً اوم الزتارم الافرفع الو. تًع ت Tرو. ا   الوزراً ات sincرزتارم ع ب. لالوزتارم الافرفع زز للاره 

زارمالواوتًع الأتلأ فت ز اوع الكوب تالز    ل sinc(𝑡 ل
𝑇
فع فت ز اوع الكوب تالز    لت. ( بان زارم ر  الواوتًع ال زارمنا  rect(𝑡 ل

𝑇
). 

 ر  الز   . T/1ر  الكوب ت T فاتوهاًًب رتهها رتهال رونفصلع الززنتب نل الواوتًزفب وب زتارم 

 

 درجات الحرية  2.7.4

 فال و   ا كونتال 0W رال.فوع ال.اً فعال كوع رهب صلللف الزتارم ال .ف.فع الو   ا  ًلأوهن بللل  الازصلللالات ل فاوع وربللل عقاً ا  زنص

 .  اع   فع  .ف.ع 0W0T2  تنلها  فنتب[ 20T– ،/20T/] رالفاصا

ً    .ف.  نوتاولت  0W0T2 يلا زتففب ن تتفذا فتن  هب هي زارم هوب فذا الصف فونب هب ف    ز. فرال وب  .0W0T 1 << إذا ناب

 ع. ف  اات ال  فع الت.  ر لالعع فللزتارم الت.  ها .م ال.اً ا نفبززوزتاو . للن   ال

توم  ،تالتنس رالتنس فال هب زنتب و   ا ز    فونبلا  ال و ت ا كونفالفت  فذا الوفهتد الغاوض إلأ    وا صللتب الز .فم ر قع لأب الزتارم 

 .لا .ال  إً اء الت ف  وب الأوبلعر.  تبتف فا ي  إلأ ال قع  ففز. نتنه هرربا ع زاافلتلا فونب الوفهتد وهد ا ال فذا ذلم، رإب 

وب يلا ًفنازها  رت ئذ u(t). ز    W0  صلللل فال ر كوع قاً فعو   ا  u(t)هتلال، رز رفم نل فع هيذ التفنات لزتارم  .ف.فع )ً. فع( 

صف فع ر.   .0W2 ال .ف.فع )الت. فع( روت ا صا الكون  هوب إذا نانت التفنات غف    0W0T2 تال   رفزتر  ًن  ذلم، ]–0T/2, 0T[2/الفا

ذات ال.فد  الزتارمإلا هنه ا ى ابللزر اا وب الزتارم،  صللفز  ف  ر قع . زد فنا ا الصللفهللوب فذ u(t)الزارم  ، تفذه زت فًفنع غف  صللف فع

  .الوااايا ج  فعصف  اتًفن  ذات زتارم ريا ج الفاصا  الصف فع

 ب. از رفم الن لللل  الافر  الورالآب ن.تد ، تلنب 0W  صلللل فال ر كوع قاً فعالز  ف  و ا هي ى و   ا  t(u(الزتارم الت. فع نتزر  بانفال، 

  ف ع تفزد  n2 1 + إلأ ]–0W, 0W[ . تفذا فتن  ز.بفد الواااnوتارع الص ف ع الً ا  الألرتض  n/(20W=  W (1 + فث  sincرزارم 

للتفنات  زاوفت ال  ائح ر نا  لذلم فزد ز  ف  اوفم، W2 نا   ف ع ر  نل فع هيذ التفنات. زد ز  ف  نا   ف ع وب التفنات روت ا ن  

ً. فع  عًفن 0W0T2 64 تنرالزال   رفتا ، ]–0T/2, 0T[2/ الوااا التفنات غف  صللف فع ر.  ر . إذا نانت بللار.ال  رف نانوا  0W2 روت ا نل 

 .ا الصفر  فذ u(t) غف  صف فع ز    هي

شنننرايح انبنننان ة اند دَّ دُ كيةا و حقيقية   نننتكون معاممت شنننراة انتدد المركي ل  فإنّ نتكون حقيقية   ا ان نننفانتوابس في هذجرى تقييد إذا 
 عدد حقيقي. 0W0T2 جو ب ا ان فد كيل تابس حقيقي في هذدَّ اُ شرايح الموج ة. وهكذا انمن ع ل 

                                                           
2𝑛) ا ع نا/ إ ى عددحساب  عطي  64 + 1)[1 + ⌊𝑇0W0

2𝑛+1
⌋]. 
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. " وزغف ر ز. ف فال ر لنا"و    كونوصل لح وا فتن  لالزفبلف  الوفصلا  لأب، n نا يفا  وبهاا  وبفذا النتع وب الزتارم ويزلف قلفلل 

. 0W2 وت اذات ًفنات وب يلا  كوع قاً فع روتا  و    ز. فرال  للللنا نل  هنب  تاقتفع، ًب  فذه الزتبللللتات وب تاهعوب زتر  نا 

صف 0Tالو ا النلفع  راك فا   نكا والوززلم ت –20T/ نكا رال. ب وب وًب التفنات الوز وعالناا عالأتلفار ا التالفز ا ، رإب عالوتاف الأ ناا ل

  الإ ا ا.لر.فع  رالنبرع عغف  وهو بزصرح 20T/رال. ب وب 

وب يلا الافر   الن لل رابللزي اد  ]–0T/2, 0T[2/ الوااا ر ر للنا  صلل ي  فال و   ا كونالللزتارم  هاالتصللتا إلأ النزفاع نفبللتفونب 

 . ]–0F, 0F[ الوااا وتاولت يا جتهم قفوع صف فع لل

وب  0W تالز    0T الكوبرالو   ا هبابال للإ ا ا للز  ف  الز. فر   ال ً   0W0T2 ز. فرال  آنفال رايزصا ، زز لب اوفم الزتبتات الوذنت ا 

 .نرف ا ذات قفوع 0W0T هاا

 الن تي الوتا  الن لللل  إلأوب يلا النل     فب توااا ز   ي و كوبوب الوونب هب ننتب هنب   قع  تا ً     اات ال  فع ر  

ق  فنتب وب وؤن . ر للنا  الو   از    الكوب/الر  فذا الزتبللم ال اقع ر  ون .ع  االوزتاو وتاج هللاًف الأز. (5A.3 ف. اال )انل  الول م،

 ع.تالافر  الو.  الن  ، تsincب. ا رزتارم الافر  الو لل  ت  اًزوا ال ًلأ الن  ز. فرفع ال رفتع اللزتاوا وم ا، ًلأ هفع  اارها، الأرب  تالأ

 

 مقاربة المجال الزمني - Aliasing زييفالت 3.7.4

  ز. فرالو    ا ر لللنا ع فالوتا الأ لللناا املإ   ال وب  فث الوفهتدوفف  sincرزارم  ب. اع تالافر  الوتالافر  الو.  الن للل نا وب     تفُ 

قرا تذلم بللللو ، هًلأ رو زفب وب ً ض ال كوع الإق  فنتب ، روت ا الإ لللللا اتًفنات إلا هنه وب النا فع التولفع، زؤيذ كونفال تز   فال، 

 (.samplingا الاًزفاب )وبا فذ الذي فنزنف. ترالزال  روب الوهد هب نفهد الي أ  ا الإلالوتالاع ال قوفع 

;𝑢(𝑘𝑇)}: ر فث Tوزراً ا رو. ا   رتفنات هيذت ًفنازه 2ℒ زارمن t(u( لنفز ض هب 𝑘 ϵ ℤ} ف للللف . )t(s لزارملز. فب ال إلأ )t(u  الذي

 زتبم نل فع هيذ التفنات، ناد ًب

𝑠(𝑡) = ∑𝑢(𝑘𝑇)sinc(
𝑡

𝑇
𝑘

− 𝑘) (75.4) 

 محدود الح مة الأ نننننا نننننية. u(t) ونكن ه ا لم  عد انتابس  s(t) = u(t) فإن  W = 1/2T محدود الح مة الأ نننننا نننننية إ  u(t) إذا كيان انتابس
 :s(t)و u(t) في فهي انفرق بذ (73.4) فرد ة  المكرر  أدلااه في إ  شرايح تردد ة u(t)  باعد تو س

𝑢(𝑡) = l. i. m.∑  𝑣𝑚(𝑘𝑇)sinc(
𝑡

𝑇
− 𝑘

𝑚,𝑘

)𝑒2𝜋𝑖𝑚𝑡 𝑇 ⁄ ,   where (76.4) 

 
𝑣𝑚(𝑡) = ∫ �̂�(𝑓) rect(𝑓𝑇 − 𝑚)𝑒

2𝜋𝑖𝑓𝑡𝑑𝑓 (77.4) 

 (75.4) لا ز زاجنوا وتهللللم زبللللاؤا. توب بد زنتب ر  ن.ا  الان. اع  ن ً kT(u(ق  زنتب ن.ا  التفنات  ،u)t(نفف  2ℒ وب هاا زارم 

. هتلال، 2ℒ هرت  وب وا   نتنه �̂�(𝑓) الزارم ز.فف ر  تقت لا م ا ي . لزانب فذه الو انا، بفر  نا ن. ع (76.4)ا ب لا زز. ق للز.ا ب، ت

  زم الوتا لات ذات الصلع  تب الزباؤا ًب و ى ص زها.الز.ا ب تزُ  وبائافزد زاافا ب، ًلأ هفع  اا

 ،(76.4)م وم او  تزُ  s(kT) = u(kT) ع ارتب (75.4)وب الوتا لع  s(t) الزارمزُت أ ًفنات 

𝑠(𝑘𝑇) = 𝑢(𝑘𝑇) =∑𝑣𝑚(𝑘𝑇)

𝑚

 (78.4) 

 (.aliasing) الزكفففتز ًأ فذه اللاف ا  . u(t)هوب التفنات الياصع رللل وم رتهها اوم التفنات وب ال  ائح الز   فع الويزلفع ذا فزد  ل

;𝑢(𝑘𝑇)} وب التفنات ،تلا فونب 𝑘 ϵ ℤ}  .نا  كوع  زنتب ، ترالزال ، وب تاهع نل  التفنات،ز   فعك و ى إبللهاد نا  لل ف ع وف  هب نُ  ،ر

فف"ز   فع   . كوع هي ىل "ك 

س و  ت  ال كوع لف u(t) هب ف ض)لن ر  هوانب هي ى ايزلف رفنهوا بوعر ،التفنات ذهيوزتار.زفب ركوب  s(t)ت u(t) هب  وب تًلأ ال غد 
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 :فنزج (75.4)ت (78.4) ر وج الوتا لزفب (. قفم ًلأ ن ت (2T)/1رال.فوع  الأبابفع

𝑠(𝑡)  =∑∑𝑣𝑚(𝑘𝑇)sinc(
𝑡

𝑇
− 𝑘) 

𝑚𝑘

 
(79.4) 

 :فت s(t)ت u(t) رفب ف مترالزال  فنتب ال، m = 0فزتار.اب ًن   (76.4)ت (79.4) زفبالوتا لر   فبإب  الزترف 

𝑢(𝑡) – 𝑠(𝑡)  =∑∑ −𝑣𝑚(𝑘𝑇)sinc(
𝑡

𝑇
− 𝑘) +∑∑ 𝑣𝑚(𝑘𝑇)𝑒

2𝜋𝑖𝑚𝑡
𝑇 sinc(

𝑡

𝑇
− 𝑘)  

𝑚≠0𝑘𝑚≠0𝑘

 

بار.ع فت  و نرات الالي أ النازج ًب  تفت .−]W ,W[ر  ال كوع ال.اً فع الابوفع  ، هي الف مt(s) − t(0v(إب ال   الأتا ر  الوتا لع ال

هب  تروا .تالز  زنتب وزتاو ا وم ال   الأتا وب الي أ، u(t) لل عال.اً ف ل كوعايا ج هوا ال   البان  رهت ًرا ا ًب ال اقع . s(t) ر  وكف فعال

 65:رإب ال اقع ر  الي أ زت أ رالتلقع ،(74.4) وب sinc الزارمر ب. لعنا    فت زتبم وزتاو  ر  الإ ا ات الافرفع الو

∫|𝑢(𝑡) − 𝑠(𝑡)|2 𝑑𝑡 = 𝑇∑|∑ 𝑣𝑚(𝑘𝑇)

𝑚≠0

|

2

𝑘

+ 𝑇∑∑ |𝑣𝑚(𝑘𝑇)|
2

𝑚≠0𝑘

 

(80.4) 

ال.فوع  زنتب هب ،تلعت.تهلللوب  للل ت  و ،هب وب الون .  ،U(t)ً لللتائفع  تولفعل ًفنعنزارم  u(t)  ًب تر  ًن وا نُ  ،تبلللنزت ف لا .ال 

ًن فا  ،رابللزي اد و  للح زو ف  ونيفض وبال  قرا ًولفع هيذ التفنات u(t)زد ز  للفح  ترالزال ، إذا ز. فرال. الوزتقتع لهذفب الي أفب وزبللاتفع

 روتاوا الوزتقتع فيفض قفوع الي أ الز رفت  الوزتب  تفذا ؛(80.4)الوتا لع  ر لي أ البان     اتفر.أ ر.   𝑣0(𝑡)وباتفع للللل  s(t)زصرح 

ا هب ع2  .. وب الأبها ًلأ هي  اا، هب نأيذ التفنات روت  

 

 مقاربة المجال الترددي  - التزييف 4.7.4

وب إلأ الوبافوات الويزلفع  s(t) ، رصا الزارم(79.4) وب الوتا لعفُونب،  .وب تاهع نل  الوااا الز   ي زكفففز لفا ال ا يوا ف ًا ال 

 :الز   فع نوا فل  ال كد

𝑠(𝑡) =  ∑𝑠𝑚(𝑡),    where 

𝑚

      𝑠𝑚(𝑡) =∑𝑣𝑚(𝑘𝑇)sinc (
𝑡

𝑇
− 𝑘) 

𝑘

 
(81.4) 

𝑣𝑚(𝑡)وم  𝑠𝑚(𝑡)ترو.ا نع =  ∑ 𝑣𝑚 (𝑘𝑇)sinc(
𝑡

𝑇
− 𝑘)𝑒2𝜋𝑖𝑚𝑡/𝑇 𝑘 ، نبزنزج هب   هبفونب 

𝑣𝑚(𝑡) = 𝑠𝑚(𝑡)𝑒
2𝜋𝑖𝑚𝑡/𝑇 

𝑣𝑚(𝑓)، فنتبالز   كا ع لإرت ففه  ًلقعتوب  = �̂�𝑚(𝑓 − 
𝑚

𝑇
 ، ترالزال  (

�̂�𝑚(𝑓) = 𝑣𝑚(𝑓 +
𝑚

𝑇
) 

(82.4) 

وا هب  هيف ال،  𝑣𝑚(𝑓) تر = �̂�(𝑓) rect (𝑓𝑇 − 𝑚) ،  لوفونب 𝑣𝑚(𝑓 هب   عل  +
𝑚

𝑇
) = �̂�(𝑓 + 𝑚

𝑇
)rect (𝑓𝑇) .نذا،ت يذ ر ف أ

 ،mًلأ  (82.4)ع تاوو

�̂�(𝑓) =∑�̂� (𝑓 +
𝑚

𝑇
) rect [𝑓𝑇]

𝑚

 
(83.4) 

ر  نوا فت وتهح ، اوم نا فذه ال  ائح الز   فع وتال زُ توب بد  ،ر  فذه الوتا لع عال.اً ف  كوعإلأ ال 𝑣𝑚(𝑓)نا   ف ع ز   فع  زُكاح

 .5A.2 ف. ار فنزها رال تتالز  زو ،الزالفع لزكفففنل فع ا فذا اتف   نافُ  .(10.4)ال نا 

                                                           
ا تابع . في مثل هذه   �̂�(𝑓)على 1.7.4من ا نوع  إلا إذا ط بّق/   ود إضاف   من ا نظ     t(s(،   س با ض و ة أن  كون ا تابع 38.4 وكما هو موضه في ا مثال ا تم  ن 65

 .u(t)تق  باً  لتابع  s(t)لانهاأ اً و فشل تماما اعتبا   (80.4)ا حالا/،  صبه ا مجموع الأول في 
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ية ية الت 1.7.4 نظر lim .م ال لللل   فُ   �̂� (𝑓)تنفز ض هب ، 2ℒ زارم  �̂� (𝑓) لفنب .(زييف)نظر
|𝑓|→∞

�̂� (𝑓)|𝑓|1+𝜀 = اا  0  وب ه

𝜀 > 𝑢 (𝑡)ز تفا رت ففه التنبلللل   تفز.ا ب ،1ℒ زارم �̂� (𝑓)رتن فا فنتب . 0 = ∫ �̂�(𝑓)𝑒2𝜋𝑖𝑓𝑡 𝑑𝑓  إلأ زارم و  ت   ر  نا الن.ا

∑رإب ز. فب هيذ التفنات  ،T 0 <وبزو . توب هاا هي قفوع  𝑢(𝑘𝑇)sinc(𝑡
𝑇
− 𝑘)𝑘  2لزارم  نا الن.ا ر  فز.ا بℒ   و  ت  توبزو)t(s .

 .s(t)لزارم ز تفا رت ففه ل ف .م

�̂�(𝑓) = l. i. m.∑�̂� (𝑓 +
𝑚

𝑇
) rect [𝑓𝑇]

𝑚

 
(84.4) 

 

 إ ى �̂�(𝑓) تحو لا طي  عن ط  ق 𝑢(𝑡) إ ى 𝑠(𝑡) د  ا قاعا حزم   ع نا/ أخذ تق  ب  �̂�(𝑡) تحو لتمّ تشك ل  :10.4 الشكل

{−1 (2𝑇)⁄ , 1 (2𝑇)⁄  ′𝑏 إ ى 𝑏و ′𝑎 إ ى 𝑎 ح ث   قابَل ا مكون،  تصو   توض حياستخدام توابع حق ق    ا مثال،على سب ل . {
  ا تخ ليوا  ا جزأ ن ا حق قي كلافإن  ،عقد اً  �̂�(𝑓)ذا كان إ .�̂�(𝑓) ا مطو    لحصول على  مكونا/تضاف هذه ا. ′𝑐 إ ى 𝑐و

�̂�(𝑓)  من ت ب ا ت علىا تخ ل   و  حق ق  ا  جزاءالأ على  لحصول ن بهذه ا ط  ق  مطو ا كون  أن  جب �̂�(𝑓). وضه ا شكل  
�̂�(𝑓)  ا ف ق الأول هو طا   حد. ا (80.4) ا موجود ن في ا جه  ا  منى من ا علا    حدّ نا أ ضاً  − �̂�(𝑓) ا عناص  تسببها ا تي 

,𝑇/2−] ا مجال خا ج (i) هو ا طا   في ا جزء الأخ    حدّ ا .(ii) ا جزء في ا مطو   𝑇/2]. 

lim ال    ف ا   �̂�(𝑓)𝑓1+𝜀 = بتأ  �̂�(𝑓)هب  0 صف  وم اك فا إلأ اف وبالال زف ا رفه  37.4الزو فب  فُت   .f/1 روت ا هنر  وب f ل

 .فذا ال    رغفابالنل فع 

ه، روا فتارم كتج ز تفا رت ففه رتف ال ًب الزفاصلللفا ال فاهلللفع ال قف.ع،  𝑢(𝑡)وا ز.تله نل فع الز لللت  ↔ �̂�(𝑓) ،الزال ؛ بوع كتج فت 

تف   u(t)ت�̂�(𝑓)  لنا وب T رابللللزي اد ًفنات ذات زراً  عال.اً ف ال كوعم هيذ ًفنات فزتبلللل s(t)  فث؛ �̂�(𝑓)ت s(t)آي   ز تفا رت ففه

 .W = 1/(2T) ًن  [W, W–]ل كوع ر  ا �̂�(𝑓)  الز تفا نازاع ًب    
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 ملخص 8.4

 ، تذلم ربللرب ربللا عل  ابللعل الإ للا ات الوُبلأ الزتارم زُوب ا فذه (.ففعانزال اقع الوذات ) 2ℒزتارم نل فع  ز تف  ر  فذا الفصللاا ى 

 .ناا.ال إ ا اتالونرم ت إ ا ات لنوذاع اونابرزه ، تربربال فاهفع ايصائصه تًوتوفع

 الونرم ف : ز وفك إ ا اتالتاوع لإب الو.ا رع 

 .م وزتاو زتب   هي  نا الوتاعزتبفم • 

 .وتاولت فذا الزتبم نوفدز• 

 .دونو  ي ج ال ًلأم و.    نرمابزي اد ز وفك و• 

بب   ،الوتا  ز نفرها تالإ ا ا نرمالو إ ا اف م رفب ال اقع   لالعر فُ.اسالذي  ،الز تفه إب  توم و رم ي أ الزنوفد ر  الوتاول    ال  وزنا

 وع.الونو  

 :ترم وا فل  كا ًر  قناا ازصااالو و   الإ ا ات إ باا  ف.ع زا ي 

. فع. هتو.ارلع  .ف.فع  وتك ع ر  ال  ا ربلبل الأ قاد الإبنانفعبلبلع  زوبفا•  ًُ 

 .زتبم الوزتاو الوتاولت راًزرا فا  ال وتكابزي اد • 

يزفا  ا ربللفُناق شالفصللا البللا س  هوا .رتوم ر  الفصللا الياوس اوناق للزه تبللزا ي ا،الوزتاو  اتر  فذا الفصللا وناق للع الزتبللت زو ت

 الزتبم الوزتاو .للأ قاد الإبنانفع، تايزفا  الو.ارلع واوتًع ال وتك، ت

غ بللزناوا لفرًلأ  للنا نا وتاوا لهذه البلللبلللع   فث فُت أ تار.ع،الكوب بلللبلللع رت ففه و او  ت  2ℒ إ للا ا نالفذا الفصللا هب  فُرف ب

Lebesgue integral 2 ر زز.ا ب بلبلع رت ففه تℒ. ب ر م ال اقع رف رإب ،زارمال ز. فب رت ففه ر   ت  تالوكف  وب  الوكف  درابزي انه ه هي

 .ر  النهافع الصف  تف.ز ب وبصغ ، أصغ  ره فصرحتالز. فب  الإ ا ا

لها زناوا رت ففه و.ارا  (لا هدرالكوب  نانت و  ت ا بللتاءل ) 𝑢(𝑡) وب ال للنا 2ℒإ للا ا  نارإب ، Plancherel، ت بللب نل فع هفهللال 

�̂�(𝑓) هاا نا ز. فب و. تع. وب، 𝑢𝐴(𝑡) = 𝑢(𝑡)rect(
𝑡

2𝐴
زناوا  إب .ر  نا ن. عوز.ا ب توبللللزو   �̂�𝐴(𝑓) فتا  زناوا رت ففه ،(

 الز تفا رنفس ال  ف.ع. ًنس تا . تففذه الز. فب لإ ا ات 2ℒفت نهافع  �̂�(𝑓) هفرت ف

ه بللا رت ففرت ففه تبللل تهلل ت فع وب هاا  بللاب ز تفل بللتلف زهبلللبللا رت ففه تزناولت ال.تفع لز تفل 2ℒالز.ا ب  نزائجإب 

 هبوا ن ف  ً تائفع تًن  ًولفاتوب  عًفن الإ ا ات زتارمنتب زائج وهوع ًن وا ززصرح فذه الن الز.لف فع الز  بنا فا ر  الزوا فب. للإ ا ات

ولع،ال الزفب، فنتب زتاولنا وم صللنف نرف  وب  نلزار  تالوونب.  الأ اء  ت   تا ن ذه ًن فا فتزصللرح  ا،ت ف  إ للا اوب  ر لال  إ للا ات وُ ز 

 .النزائج فاوع ا ال 

م  بإ بلبا رت ففه، /بنائ  كوبالفت  DTFTز تفا رت ففه ر  الكوب الو.   با ع ز تفا رت ففه  ف نل فه هيذ التفنات  نوا هبز    ل رر

 .م قلفا وب الافزواد رالز.ا بو، DTFTل ل

 وبالأتا ا  ن  . فُ اًزرا فع 2ℒ وزتاو اب لإ ا ا، فوا زتبتاب Tب. ا رفتاصا تالزتبم الافر  الو T تع رفتاصا الو.الزتبم الافر   إب

  تهيذ ر  الز   الإ ا اوب يلا ز. فم  البان ا  ن  رت ففه. تفُ  بلعلرب وُ.ز مم نا فتبوب بد  زت Tر تا  ات تز.و إلأ الإ ا از. فم  يلا

)rect لللالز    ل/الكوبفوا ز تفلت  الزتبتفب الوزتاو ا ر  نا وب الإ ا ات ا  كوع ز   فع.ن ًفنات 𝑡
2𝐴
sinc(𝑡 للللت أتلال الع الأ ر  (

𝑇
) 

   اات اله 0F ز   ي  كوع قاً فعت فك  0T رز ا كونفع ر و  ت ا ال الإ لللللا ات هب وفهتد إلأنا زتبللللم ونهوا   يال الع البانفع. فؤ ر 

 .نرف ا 0F0T ًن وا زنتبتذلم  ز. فرال  0F0T2زباتي بوا فع 

هُ فُت    راب ، T1/(2(إلأ  ال.اً فع ال كوع او  ت  2ℒ ت إ لللا انان إذا. Tرفتاصلللا ا زراً الو هاتفنازر الوُوب ا إ لللا ا ر  ض  تالغو الز لللت 

نات. ر  التفال كوع الأبابفع و نرات  وم زلزرس، راب فذه الو نرات و نرات ر    كد هي ى الإ ا ا ا زتت إذا، تلنب الإ ا ا      زُ  اًفنازه

 زلم  رو زتىل  الأصللللل بلللللاتي ز تفا رت ففه فتفنات الوب  عال.اً ف ل كوعز نفب ا لإًا از تفا رت ففه  ًلأ هب لزراسنل فع الا زنص

 .عال.اً ف ال كوع
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 4Aإضافية وبراهين ادةملحق: م 

 اًزرا  الوا ا فنا ً هال هتلفال فونب تفذه النزائج يلا الفصا، ابزُي وت لواوتًات ال.ارلع للت . ًب اوب الول م فت و. وع  الأتاال.بد 

 الواوتًات ال.ارلع للت . ًلألنزائج لتر اففب  نل ا وُهارعفع وب الول م لالبلبع الزا الأقباد زكُت   و ااتع. هت

1.A4  ّالمجموعات القابلة للعد 

و.ارا  ال ًنصلل  الوتارع صلل ف عال الأً ا و.ارلع التناصلل  رفها وم  هونننا إذا قارلع للت    ففعانزغف  و ف ا زنتب واوتًع وب التناصلل  الف

,𝑎1 التناص  ر  بلبلعواوتًع ونننا ز زفب هذا إ قارلع للت  لانهائفع، زنتب الواوتًع آي  ًنص . رزت فف   ب  𝑎2, . . زنتب واوتًع  .,.

 قارلع للت . لانهائفع هت وزناففعواوتًع ًناص  إوا ًلأ نانت ز تي  إذاقارلع للت  

ًلأ  للللنا بلللللبلللللع "الوتارع تالبلللللالرع"  صلللل ف عال الأً ا فونب ز زفب  (.صـــــحيحةال كافة الأعداد)مجموعة  A4.1المثال 

0,−1,+1,−2,+2,−3, . .  فله  و ا تا   ر.  ر  فذه البلبلع، ص فحنا ً    هبقارلع للت . لا ل  لانهائفعالواوتًع  ههذر توب بد  ، ,.

بالرع فنتب ص ف عً ا  ال   رفب الأات إلأالز.ارا تا    تهب 0)وب ال نا  الوتارع تال ↔ 1), (−1 ↔ 2), (+1 ↔ 3), (−2 ↔ 4) ،

,0 الأً ا  الص ف ع ًلأ  نا بلبلعز زفب واوتًع  رتبا زهافونننا  اً ف هي ى م ائ   الخ. بوع −1, +1, +2, −2, +3, +4,

−3, +5, . . ًلأ بلللرفا الوباا، لا فوبا ز.ارلل تا  ال إلأ تا    فث لا فر.أ  ،بد الأً ا  البلللالرع هتلال نا الأً ا  الوتارع تلنب ز زفب ، ,.

 هً ا  ص ف ع وتارع لو.ارلزها وم الأً ا  الص ف ع البالرع.

ت ض ز،  فث قارلع للت    غف  وزناففعالواوتًع  هفذ هب (11.4)ال نا فُ فنا  الأعداد الصحيحة الموجبة(. أزواج)مجموعة  A4.2المثال 

ً    هب، فتن  فذا، تًلأ ن ت غ فب ال.ائوع.فذه  وبكتج  هي ه فونب التصلللتا إلأنهبللللبللللع. لا ل  ر  لبللل   التناصللل  ال  ائم ى  إ

زك ا   الأكتاجر  واوتًع الصلل ف ع الأً ا  وا ف  ث هب  لنب ت ،الأً ا  الصلل ف ع الوتارعهكتاج ت   ل الأً ا  الصلل ف ع الوتارع وبللاتٍ 

,𝑛) الكتج وب هب  فونب الزأن   الوباا، رتلأ بلللرفا. الوتهلللم ر  ال.ائوعوب  هر أ ًلأ ن ت 𝑛) 2 فله  ر  الوتهلللم𝑛(𝑛 − 1) + وب  1

 .ال.ائوع

 هب ففع قارلع للت . فونننا هفهال ابزنزاجانزواوتًع هكتاج الأً ا  الص ف ع الوتارع غف  و هبر  الوبالفب البار.فب، ن ى  الأرنا ًن   وج 

اكئفع وب ي واوتًع هب هبرات إففع قارلع للت . هيف ال، فونننا انزف  هفهللال غف  و صلل فحً    nواوتًع التناصلل  الز  فزألف نا ونها وب 

، .ف.تر  الواوتًع قارلع للت ، هفهللللال لت ا واوتًات قارلع للت  فت  زناف وال ز ا الا واوتًع قارلع للت  ف  هفهللللال قارلع للت . إب  هي إبر عل

 للت . قارلل فاب هب فنتب قارا للت  لواوتًات قارلع للت   ز ا ا

 
 الأعداد ا صح ح  ا موجب .أزواج تقابل واحد إ ى واحد ب ن الأعداد ا صح ح  ا موجب  و  :11.4الشكل 

ـــبية الأعداد )مجموعة A4.3مثال  ر ف   ًلأ ن تنا ً    .ف.  فونب زوبفله رربللل  تو.اد صللل ف فب، تفونب زوبفله  .(]الحقيقية[ النس

تاج هكوب  اكئفع تا   وم واوتًع إلأفونب تهلللم واوتًع الأً ا  النبلللرفع رز.ارا تا    ترالزال ليزكاا. ل غف  ال.ارلفبرربللل ه تو.اوه 

 ارعن اكئفع وب ا واوتًع للن  زُ  T > 0هي وب هاا  [T/2, T/2–]   الواااالأً ا  النبللرفع ر إبقارلع للت .  توب بد  ره  ا  الصلل ف ع، ًالأ

 .هفهال  ره  قارلع للت  توب بد   ،الأً ا  النبرفع
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,𝑎1فونب الزترف  ًب هي واوتًع وب هً ا   1.3.4نوا  هفنا ر  الف. ا  𝑎2, . . ًلأ هنها از ا  وت ت  غف  وُز صلللللا لواوتًات ذات   ,.

,𝑎1]قفاس صلللف ي   𝑎1] ،[𝑎1, 𝑎1] ًن  نا وتاوا  1، ... لذا فنتب قفاس هي واوتًع قارلع للت  فبلللاتي الصلللف . لنف ض زارتال له ال.فوع

. تروا هب الأً ا  النبللرفع وتات ا ر  نا رز ا ذات قفاس وتاب وب الاكء 0لذلم الزارم فت  غبلللفررفوا ً ا ذلم. إب زناوا  0نبللر  ت ال.فوع 

ف. إب فذا الزارم لفس ذا هفوفع ًولفع نرف ا، لننه فكت    ؤفع  Riemannإب زناوا  فواب ال .ف. ، وهوا نانت صغف ا، ر لهذا الزارم غف  وُت  

 ًب برب نتب زناوا لفربغ ًاوال ا ال.

ــل )مجموعة A4.4مثال  ــلاس زُتزر  واوتًع بلللبللا الأ قاد الإبنانفع )غف  الونزهفع( وبالال ًلأ واوتًع التناصلل  غف   .ية(لإثنانا الس

ز زفب  هونننا هنه تلنف ضر  ف.ع ن.ض الف ض. تذلم للت   عغف  قارل ً ا ًناصلل فذه الواوتًع ز تي ًلأ  هب ،بللن ى لا .ال ال.ارلع للت . 

,𝒂1 :نارع البلللبللا الإبنانفع  𝒂2,  𝒂3, 𝒂𝑛 رال للنا 𝒂𝑛 نا بلللبللع ب الزترف  ًبفون. ,… = (𝑎𝑛,1, 𝑎𝑛,2, … لا وصللفترع ، ووا فُت   (

𝒃 ا ف ا عإبنانفز للللنفا بلللللبلللللع الآب ع. فونننا الإبنانف الأ قاد وب الأرتا بنائفع وزناففع  = 𝑏1,  𝑏2, رال  ف.ع الزالفع. وب هاا نا ً     ,…

𝑏𝑛 ، نيزا n > 0صلللل فح  ≠ 𝑎𝑛,𝑛ت فث إب ؛ 𝑏𝑛 ،ا ف   ب فذإر قفوع إبنانفع 𝑏𝑛 وب هاا نا 𝑛      ُترالزال  فb .  إبb  زيزلف ًب نا

 ف ضالفناقض  تفذا .البللارم بلل  غف  وتات ا ر  الإبنانفع بلللبلللع  bتوب بد  رإب ، الأقافع تا  ا ًلأ نبناإريانع  ال بللار.   اعالبلللبللا الو

  فع.نبناالإ تي اوفم البلبا ز عالبار. ب  االذي فتزر  ال

 تا  .هنب  وب ًنص   رفها هرا فع هي وببلبا  تًلأالبلبا البلبفع  ًلأفونب زتوفد الوباا البارم 

ر  ف.ع ووابلع  الر فابغف  قارلع للت ، تفنتب  هي ى زت  فذه واوتًع (.(1 ,0] الأعداد الحقيقية في المجال )مجموعة A4.5مثال 

𝑟 ً    .ف.  هير  الوباا البللللارم. فونب زوبفا  للر فاب ∈ [0, .0  نبناتبللللم إرز (1 𝑟1𝑟2,  التلقعلزُ .م  𝑟𝑘 ا ى ايزفا  ًناصلللل ه …

𝑟 = ∑ 𝑟𝑘2
−𝑘∞

𝑘=1 هب إلأ رالإهارع 𝑟𝑘 ∈ فذا  فُت   ، تفنذا. 0.011 رال نا 3/8 تالت   0.1 رال نا 1/2فونب زوبفا الت    ،. وبلل {0,1} 

بزبناء  الزوبفا ت ف ال  𝑟 ،إبنان  وزناف رت   رفها  rونب هب فُوب ا ف الز ياصع ال الات الرا = ∑ 𝑟𝑘
𝑚
𝑘=1رال نا: 1/2 فونب زوبفا الت   وبلل  ؛ 

mr ت kr 0 =صغف ا ق   الإوناب؛ رالزال  ر  الون ت  غف  الو  ت ، فنتب  mلا زباتي الصف ( نيزا  قفوع  r. ترالوبا، وب هاا )0.0111

 .m>  kوب هاا نا  mr 0 =ت kr 1 = . فونب لنا ً   هب فوبا ر  ف.ع هي ى  فثm>  kوب هاا نا  1 =

ا لتناصلل  زوبففا اازواع ًن فع نبناواوتًع البلللبللا الإ نتب. زالأصللفا وب  زناففعبلللبلللع غف  ور ونزه  زتبللم إلأ r نا ع.ارلوُ فونننا 

الواوتًع الأيف ا ونزهفع  .ربلبلع لانهائفع وب التا  اتفع الونزهفع نبناواوتًع البلبا الإ إلأ رالإهارع (1 ,0] ال .ف.فع ر  الوااا الأً ا 

∑ وب ال للللناالز  تا   وم الأً ا  النبللللرفع  إلأتا    رزتارم لأنها 𝑟𝑘2
−𝑘𝑚

𝑘=1  ومkr قفوع إبنانفع تm  ا   ًنانت الأ إذا وزناففع. ترالزال

 فع.نبناالبلبا الإفت وت تف ًب وا  ًلأ ًنسللت ،  قارلل  فذه الواوتًع الأيف از ا فا وم ا بفنتب ،ال .ف.ع قارلع للت 

غف  قارلع ت ول لع هب  واوتًع الأً ا  ال .ف.فع ر  هي وااا ذت قفاس غف  صلللف ي غف  ونزهفعفونب  ،(1 ,0] الوااا ز.ففسوب يلا 

ز ا  ااا الناب و تإلاغف  قارلع للت  )فاب هب زنتب نبرفع الب الأً ا  غف  إالنبرفع ر  فنذا وااا قارلع للت ، ر الأً ا واوتًع  هبروا تللت . 

 للت (. قارلل  الأً ا  النبرفع تالأً ا  غف  النبرفع، هي، الأً ا  ال .ف.فع،

,𝑇/2−] نبرفع ر  الواااالب واوتًع الأً ا  غف  إ 𝑇/2] قفاسلها ر ترالزال الأً ا  النبرفع  عف  وزوو 𝑇.  كتج وب هً ا   نا  ففصا

 66غف  قارا للت  اازواع تذلم ر.  رابزي اد ًلأ  نا اازواع لفز اتالأً ا  غف  النبرفع  فونب زوبفا ترالزال نبر .  ً     ووفكا غف  نبرفع

نا  فهللللدنتنه  نبف ال  ف ًت للفزواد لا فز اتصللللنف الاازواًات غف  ال.ارلع للت  لل إب .تا   ًنصلللل لواالات، ف تي نا ونها ًلأ 

 .ℝ ع وبفالواوتًات الاكئ

 

 

 

 

                                                           
⋃ د  كون ذ ك صدم    لحدس. فكل اجتماع جزأي  66 [𝑎𝑗 , 𝑎𝑗]

𝑘
𝑗=1   ه متمم هو اجتماع  لأعداد نسب 𝑘 +  𝑘مجال ذا/ ع ض غ   صف ي؛ ت سبب كل ز ادة اجتماع في  1

 (. تصبه هذه ا مجموع  في ا نها   مجموع  غ    ابل   لعد من نقاط منفصل .𝑇ببساط  انقسام مجال واحد في ا متمم إ ى مجا  ن أصغ  )مع ا محافظ  على ا ق اس عند 
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2.A4 المجال ات ضمنفترالاجتماعات المتناهية ل [−𝑻/𝟐, 𝑻/𝟐] 

ℰ رالتلقعواوتًات الز  ًناصلل فا فونب الزترف  ًنها وب الصللنف  هي، ،اتفز ل وزناففعاازواًات وب صللنف  ℳ𝑓 لزنب = ⋃𝑗=1
ℓ
𝐼𝑗 

,𝐼1}  فث . . . , 𝐼ℓ} ت رز اتℓ ≤ رف بً   صلللل فح.  1 واع وًلأ ن ت  الزترف  ًنهفونب  ℰ ϵ ℳ𝑓 نا هب 5.4الزو فب  فل رااز ناهر ف    لل ز

𝑘 ≤ ℓ نبزتل ع،ونفصللل رز ا ℰ = ⋃𝑗=1
𝑘
𝐼𝑗
𝜇(ℰ) رالتلقع ℰ قفاس ُ      . ′ = ∑ 𝜇 (𝐼𝑗

′
)𝑘

𝑗=1 . ُبه 7.4الوباا  رف بف 𝜇(ℰ) ≤ ∑ 𝜇(𝐼𝑗)
ℓ
𝑗=1  وب

,𝐼1 لفز اتوهوا نانت اًلأ ن ت وزباتٍ  ب فذا فر.أ ص ف ال ه رف بتفُ  ℰ للع لالو ن   الأبابفع لفز اتهاا ا . . . , 𝐼ℓ 67.غف  وز صلع 

ℰ1وزناففع لفز ات، رإب  اتاازواً ℰ2ت ℰ1 نا وب ناب  فث إذافت صللنف وغلم ًلأ ًولفع الاازواع،  ℳ𝑓  الصللنف إب ∪ ℰ2  فوب ا

 رإب غف  وزصلفب ℰ2ت ℰ1فزرم ذلم هنه إذا ناب . لفز اتاازواع واوتًز  ا

𝜇(ℰ1 ∪ ℰ2) = 𝜇(ℰ1)+ 𝜇(ℰ2) (85.4) 

ℇ1 ناب إذا فث  ،الز.ا م ًلأ ًولفع هفهال وغلم  ℳ𝑓  الصنفإب  = ⋃𝑗𝐼1,𝑗 تℇ2 = ⋃ℓ𝐼2ℓ  رإبℰ1 ∩ ℰ2 = ⋃𝑗,ℓ(𝐼1,ℓ ∩ 𝐼2,ℓ). 

 ،𝜀 لواالات هٍ انزلاازواع ونفصا و ℰ̅ الوزود ، رإب(5.4)ر  ال نا  زتهف ه هفهال. ر  التاقم، نوا زد   زادوغلم لتولفات الز ℳ𝑓  فنتب هيف ال،

با ع  صلع ز.م رفب  رز اتاازواع فت رر صلفب ℰ̅ توزووه 𝜀 بهروا ت. 𝜀 الفز اتونف ,𝑇/2−] ناوا الوااا ز غلبت غف  وز 𝑇/2] ،نا رإب 

𝜀 ∈ ℳ𝑓  ديصائص الوزو  زُ .م، 

𝑇 = 𝜇(ℰ) + 𝜇(ℰ̅) (86.4) 

,ℰ1 وب هاا هي (85.4) للتلقع ال ي  فاوآ ال زتوفوفرفب الزال   ℰ2 ∈ ℳ𝑓، 

𝜇(ℰ1 ∪ ℰ2)+ 𝜇(ℰ1 ∩ ℰ2) = 𝜇(ℰ1)+ 𝜇(ℰ2) (87.4) 

ℰ1 ر  رز اب نا هلا ل  ،ب ن ى ذلم   بللللفال هفونننا  ∩ ℰ2    نزو  ز رز ا، رفنوا نا (87.4)و زفب ر  نا   ف وب   ر  الوتا لع  زُت

ت    ℰ2إلأ ت ر.  ه ℰ1إلأ ر.   لع.  زُ ℰ1 بهي هو ا تا   ر.  ًلأ نا   ف وب   ر  الوتا  ∪ ℰ2 = ℰ1 ∪ (ℰ2 ∩ ℰ1̅) وا ب فذا ه. ر

𝜇(ℰ1 به (85.4) الوتللا لللع زُرفب، غف  وزصللللللا اازوللاع   ∪ ℰ2) = 𝜇(ℰ1)+ 𝜇(ℰ2 ∩ ℰ̅1) .ووللابللا فنتب: تًلأ ن ت 𝜇(ℰ2) =

𝜇(ℰ2 ∩ ℰ1)+ 𝜇(ℰ2 ∩ ℰ̅1)(87.4) ن صا ًلأ . ر وج فازفب الوتا لزفب. 

 

3.A4 جتماعات القابلة للعدّ والقياس الخارجي على المجال الا[–T/2, T/2] 

ًات صللللنف وب  ℳ𝑐  نبفل وا ت ااز لع لل نا واوتًع فونب هي،، لفز ات قار ℬ الزترف  ًب  ∈  ℳ𝑐 ها ℬ ًلأ هن =  ⋃ 𝐼𝑗𝑗 فث  

{𝐼1, 𝐼2 . . .  الاازواعًولفع ر  نا وب وغلم  ℳ𝑐  الصللللففونب إبرات هب ففع. انزقارلع للت  غف  وهت ففع انزورز ات زنتب واوتًع  هبوا إ {

ر   غف  وغل.ع هاتلنن( 8.4)انل  الزو فب .ارلع للت  ال ر  الاازواًات هفهال وغل.ع  ℳ𝑐 إب .ℳ𝑓 ر   الوبزي د الر فابنفس رتًولفع الز.ا م 

 68الز.ا تات الوت ت ا. هتوات ووزال

ℬ ناالزترف  ًب فونب  ∈  ℳ𝑐  ونفصلع، وبا لفز ات للت    قارلل رتصفها اازواًال  69ًلأ ن ت ر ف ℬ =  ⋃ 𝐼′𝑗𝑗 .فث  {𝐼′1, 𝐼′2 . . . } 

 :نوا فل  ℬ قفاس فت   فُ  (.6.4)انل  الزو فب فصلع نو

𝜇(ℬ) =∑𝜇(𝐼𝑗
′)

𝑗

 
(88.4) 

وا فت  .ا بف، 1.3.4ر  الف. ا  وُرف بن اا .Tت 0رفب  ً   و صللللت  إلأ وال ت  (88.4)وب  الأفوب الاكء ز ℬ وب ه =  ⋃ 𝐼𝑗𝑗 فث  

𝐼1, 𝐼2,  :ال    الاازواع الز 7.4الوباا  فبرتفع، اًزرا  زوبا رز ات  …

                                                           
,0) تذك  أن ا فت ا/ ا تي من  ب ل 67 ,1)، و[1 كث   من ا تمث لا/ كفت ا/ غ   متصل  و كن فقط واحدة  ε ϵ ℳ𝑓تكون غ   متصل  و كنها   س/ منفصل . و لمجموع   [2

 منفصل ، و هذا  ش   ا تع  ف إ ى ا فت ا/ ا منفصل .
.  مكن ا نظ  إ ى الأعداد غ   ا نسب   بوصفها تقاطع متمما/ الأعداد ℳ𝑐أن متمم الأعداد ا نسب  ، أي، مجموع  الأعداد غ   ا نسب  ، لا تنتمي إ ى  A4.1  بّ ن ا م لحق  68

 مغلق  في ا تقاطعا/ ا قابل   لعد. ℳ𝑐ا نسب  ، بإعطاء مثال لا تكون ف ه 
 (.4.4)انظ  ا تم  ن  (88.4)إن مجموع  ا فت ا/ هي ا شيء ا ف  د هنا، و  س ا ت ت ب ا خاص؛ وهذا لا  اث  على ا مجموع ا غ   ا متناهي في ا علا    69
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𝜇(ℬ) ≤∑µ(𝐼𝑗)

𝑗

 (89.4) غف  وزصلع 2I, 1I... , تزز تا إلأ وباتاا ًن وا زنتب 

 ل :وا فن (13.4)التلقع ر   𝒜 فعزرا ًلواوتًع ا 𝜇°(𝒜) ال.فاس اليا ا  ًُ  ف

𝜇°(𝒜) = inf
ℬ ∈ ℳ𝑐,𝒜 ⊆ ℬ

 𝜇(ℬ) (90.4) 

,𝑇/2−] لا ل هب 𝑇/2]  ف  غ للاء 𝒜  وب هاللا نللا قفد𝒜   زللذن  هب الواوتًللات ر([−𝑇/2, 𝑇/2]   ف  ر.  الواوتًللات

𝒜واوتًزفب. نذلم، وب هاا هي 𝒜 نا قفدوب هاا  Tت 0رفب ز.م  هبفاب  𝜇°(𝒜)الو  تبلللللع(. ترالزال  رإب  ⊆ 𝒜′ ، لغ اء ل هيب إر 

𝒜′ فغ   𝒜  ، تفذا ف ا ًلأ وز اا ع الواوتًع الاكئفع لل.فاب  اليا ا . 

𝜇°(𝒜) ≤ 𝜇o(𝒜′)    for 𝒜 ⊆ 𝒜′ (91.4) 

 نبف ال. ي د بززُ تف لل.فاس اليا ا ، تفتهح ر فانها ً ا ز.نفات ب    الاازواعالزالفع    الور فنعز ت  

𝒮لفنب  .A4.1المُبرهنة  = ⋃𝑘𝒜𝑘  اازواع قارا للت  لواوتًات اًزرا فع هوب الوااا [−𝑇/2, 𝑇/2]. ًن فا 

𝜇°(𝒮) ≤∑ 𝜇°(𝒜𝑘)

𝑘

 
(92.4) 

د اًزرا فال غ اء  ز  ف  تلال هًلفنا  البرهان: ً     نبفلز  ف ال، .  𝒮للللللللفذه الأغ فع فت غ اء ل اازواع هب رفابترت  ذلم  𝒜𝑘لنا  وُ ن 

قلفلل وب ذلم ال   نر  ه.فابللات ر وتات ا الأغ فعب ه، k ≥ 1 لنات ،(90.4)الأ نأ الأًلو  ر  التلقع ال   اًزرا  . ف ا  صللغف  وتاب

 ر فث 𝒜𝑘لل   ℬ𝑘غ اء الأ نأ الأًلو . رالزال ، ربوع 

𝜇( ℬ𝑘) ≤ 𝜀2
−𝑘 + 𝜇°(𝒜𝑘) 

ℬ𝑘 ، لفنبkوب هاا نا  = ⋃ 𝐼𝑗,𝑘
′

𝑗 فث  𝐼1,𝑘
′ , 𝐼2,𝑘

′ , ℬرفز ات ونفصلللع. رزنتب  ℬ𝑘 زُوبا … = ⋃𝑘ℬ𝑘 = ⋃𝑘⋃𝑗𝐼𝑗,𝑘
ف  اازواع  ′

 ،4.4تالزو فب  (89.4)قارا للت  لفز ات، ترالزال  وب 

𝜇(ℬ) =∑∑𝜇(𝐼𝑗,𝑘
′ )

𝑗

=∑𝜇(ℬ𝑘)
𝑘𝑘

 

 فت ال   الأ نأ الأًلو  لغ ائها. 𝜇°(𝑆). روا هب 𝒮 غ  زُ  ℬ  هبفزرم ذلم هفهال  ،k وب هاا نا 𝒜𝑘زغ   نا  ℬ𝑘 هبروا 

𝜇°(𝑆) ≤ 𝜇(𝐵) ≤∑𝜇(ℬ𝑘)

𝑘

≤∑(𝜀2−𝑘 + 𝜇°(𝒜𝑘))

𝑘

= 𝜀 +∑𝜇°(𝒜𝑘)

𝑘

 

 ززرم. (92.4)قفوع اًزرا فع، رإب التلقع   > 0روا هب 

,𝑇/2−] . روا هب�̅� وم وزووزها 𝒜 واوتًع وب هياازواع  ف  الع ياصع بوع  𝑇/2] = 𝒜 ∪ �̅� فنتب 

𝑇 ≤ 𝜇°(𝒜) + 𝜇°(�̅�) (93.4) 

ال.ارلع  لاازواًاتا رز ات هبالنل فع الزالفع زُرف ب بلل ،قرا ذلم .ت للتائفعالواوتًات القارلفع ال.فاس تقفاس  عالزالف ف. ا الاكئفعت ف البللزُ 

 .ت أ لا .ال الزت فف التاد الذي بفُ  وم فنباد (88.4)بها ر بب اب قفهت ،لل.فاس للت  قارلع  

ℬ لفنب  .A4.1 نظرية =  ⋃ 𝐼𝑗𝑗 فث  {𝐼1, 𝐼2 . . . ,𝑇/2−] قارلع للت  ر  رز اتواوتًع  { 𝑇/2]( ،هي، ℬ ∈  ℳ𝑐) . إذال: 

𝜇°(ℬ) + 𝜇°(ℬ̅) = 𝑇 (94.4) 

 ت

𝜇°(ℬ) = 𝜇(𝐵) (95.4) 
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𝐼𝑗} نبزر فاب: لال
′; 𝑗 ≥  تلفنب:ℬ  زوبا الونفصلع لفز اتواوتًع وب ا {1

ℰ𝑘 =⋃ 𝐼𝑗
′;

𝑘

𝑗=1
 

 رفنتب

𝜇(ℰ1) ≤ 𝜇(ℰ2) ≤ 𝜇(ℰ3) ≤ . . . ≤ lim
𝑘→∞

𝜇(ℰ𝑘) = 𝜇(ℬ) 

 نرف ا روا رفه النفافع ر فث k، نيزا   > 0وب هاا هي 

𝜇(ℰ𝑘) ≥ 𝜇(ℬ) − ℰ (96.4) 

𝑇  .متز، ℳ𝑓  ، الوتات ا ر ℰ𝑘 رل ℬ  فبز. ر رن ا الر فاب زنوب  = 𝜇(ℰ𝑘) + 𝜇(ℰ𝑘̅̅̅̅  . ترالزال ،(

𝜇(ℬ) ≤ 𝜇(ℰ𝑘) + 𝜀 = 𝑇 − 𝜇(ℰ𝑘̅̅̅̅ ) + 𝜀 ≤ 𝑇 − 𝜇°(ℬ̅) + 𝜀 (97.4) 

ℰ𝑘 هبربرب  الأيف ا الوز اا ع زنزجفث   ⊆ ℬ بإرالزال  رت 𝜇°(ℬ̅) ≤ 𝜇(ℰ𝑘̅̅̅̅ ℬ̅ت ( ⊆ ℰ𝑘̅̅̅̅. 

ℬهب ، روللا بللانفللال  ∈  ℳ𝑐  تℬ ⊆ ℬ ، فللث ℬ    ر  زت فف ال لل  الأ نأ الأًلو زغ   نفبللللهللا تف  يفللا 𝜇°(ℬ) ترللالزللال ؛ 

𝜇°(ℬ) ≤ 𝜇(ℬ) . ب إر (97.4)راوم ذلم وم𝜇°(ℬ) + 𝜇°(ℬ̅) ≤ 𝑇 + 𝜀 .هب  روا > 0  رإب ذلم ف ا ًلأفعاًزرا قفوع ، 

𝜇°(ℬ) + 𝜇°(ℬ̅) ≤ 𝑇 (98.4) 

𝑇 تتفض . هيف ال، رز(94.4)ف .م  (93.4)وم  فذاراوم  ≤  𝜇°(ℬ) + 𝜇°(ℬ̅)نا  (97.4) ر  التلقع ،𝜇(ℬ) ≤ 𝜇°(ℬ)+ 𝜀 تروا .

𝜇°(ℬ)ت  > 0 هب ≤ 𝜇(ℬ) (95.4)ب فذا ف .م إر ،فعزرا ًا عقفو. 

 ، لز وا(87.4)هيف ال، تقرا الانز.اا إلأ واوتًات اًزرا فع قارلع لل.فاس، فا ي زتبفم يصائص الاازواع تالز.ا م الوازوتع، التلقع 

 ℳ𝑐. 

 رالزال . ℳ𝑐 فع ر اًزرا واوتًات  ℬ2ت  ℬ1 لزنب .A4.2مبرهنة 

𝜇(ℬ1 ∪ ℬ2) + 𝜇(ℬ1 ∩ ℬ2) = 𝜇(ℬ1) + 𝜇(ℬ2) (99.4) 

ℬ1 ،ونفصلللللعرفز ات لع وب  وُ  ℬ2ت  ℬ1 لزنب البرهان: = ⋃ 𝐼1,𝑗𝑗  تℬ2 = ⋃ 𝐼2,𝑗𝑗. توب هاا ℓ = ℰℓ، لزنب1,2
𝑘 = ⋃ 𝐼ℓ,𝑗

𝑘
𝑗=1   

𝒟ℓت
𝑘 = ⋃ 𝐼ℓ,𝑗

∞
𝑗=𝑘+1 رالزال . ℬ1 = ℰℓ

𝑘 ∪𝒟ℓ
𝑘  ا ً   ص فحنوب هاا ℓ = ℰℓ الر فاب ًلأ ابزي ادفتزو   .k ≥ 1ت 1,2

𝑘 ، الوتات ا

 هبًلفنا ول لع  . لن ى نفف ف  ث ذلم،ℬℓ تز .م ياصفع الاازواع تالز.ا م، نز. فب لل ℳ𝑓  ر 

ℬ1 ∩ ℬ2 = (ℰ1
𝑘 ∪ 𝒟1

𝑘) ∩ (ℰ2
𝑘 ∪𝒟2

𝑘) = (ℰ1
𝑘 ∩ ℰ2

𝑘) ∪ (ℰ1
𝑘 ∩ 𝒟1

𝑘) ∪ (𝒟1
𝑘 ∩ ℬ2) 

𝜇(ℰℓ ر فث نفافعرف ا ن k ايزفا ،  > 0هي وب هاا  ،نبللللز فم
𝑘) ≥ 𝜇(ℬℓ) − 𝜀 ت𝜇(𝒟ℓ

𝑘) ≤ 𝜀 وب هاا ℓ = رابللللزي اد  .1,2

 ن صا ًلأ     الاازواع،تالواوتًع الاكئفع  وز اا ع

𝜇(ℬ1 ∩ ℬ2) ≤  𝜇(ℰ1
𝑘 ∩ ℰ2

𝑘) + 𝜇(𝒟2
𝑘) + 𝜇(𝒟1

𝑘) 

≤ 𝜇(ℰ1
𝑘 ∩ ℰ2

𝑘) + 2𝜀 

   ف.ع وُ ارهع تلنب هرب تر

𝜇(ℬ1 ∪ ℬ2) ≤  𝜇(ℰ1
𝑘 ∪ ℰ2

𝑘) + 𝜇(𝒟1
𝑘) + 𝜇(𝒟2

𝑘) 

≤ 𝜇(ℰ1
𝑘 ∪ ℰ2

𝑘) + 2𝜀 

ℰ1 ًلأ (87.4)ترابزي اد  ز اا زفبالو ازفبراوم ف
𝑘 ∈  ℳ𝑓 تℰ2

𝑘 ∈  ℳ𝑓 ن صا ًلأ 

𝜇(ℬ1 ∩ ℬ2) + 𝜇(ℬ1 ∪ ℬ2) ≤  𝜇(ℰ1
𝑘 ∩ ℰ2

𝑘) + 𝜇(ℰ1
𝑘 ∪ ℰ2

𝑘) + 4𝜀 
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= 𝜇(ℰ1
𝑘) + 𝜇(ℰ2

𝑘) + 4𝜀 

≤ 𝜇(ℬ1) + 𝜇(ℬ2) + 4𝜀 

  فث ابزي ونا وز اا ع الواوتًع الاكئفع ر  الوز اا ع الأيف ا.

 روز اا ع الواوتًع الاكئفع،، نر ه ال   ر  الازااه الوتانسوب هاا 

𝜇(ℬ1 ∪ ℬ2) + 𝜇(ℬ1 ∩ ℬ2) ≥  𝜇(ℰ1
𝑘 ∪ ℰ2

𝑘) + 𝜇(ℰ1
𝑘 ∩ ℰ2

𝑘) 

= 𝜇(ℰ1
𝑘) + 𝜇(ℰ2

𝑘) 

≥ 𝜇(ℬ1) + 𝜇(ℬ2) − 2𝜀 

فب فذفب الرإب فع، اًزرا  𝜀 هبروا   .(99.4)ف ..اب    

 

4.A4 على المجال لقياس لية القابلة عتباطالمجموعات الا[−𝑻/𝟐, 𝑻/𝟐] 

رت  𝒜 واوتًع ً تائفعًُ   ∈ [−𝑇/2, 𝑇/2] إذا ناب قارلع لل.فاس رأنها 

𝑇 ≤ 𝜇°(𝒜) + 𝜇°(�̅�) (100.4) 

𝜇(𝒜) هنأواوتًع قارلع لل.فاس ر قفاس ًُ  ف = 𝜇°(𝒜) .س رلللللتًات ال.ارلع لل.فاوالوا ف ا  إلأ صنف ℳ.  ُ1النل فع  رف بز.A4 هب 

ℬ نا واوتًع ∈ ℳ𝑐 هي هب ،قارلع لل.فاس ℬ ∈ ℳ  ترالزال ℳ𝑓 ⊆ℳ𝑐 ⊆ℳ.  قفاسإب ℬ ∈ ℳ𝑐 فت 𝜇(ℬ) = ∑ 𝜇(𝐼𝑗)𝑗 ي لأ

,𝐼1 لفز اتوب ا غف  وزصلعبلبلع  𝐼2,  . ℬاازواًها فت، …
ب هفاب  هاتلنن ،)نوا  هفنا ر  وباا الأً ا  النبرفع( ℳ𝑐 زنتب ر  راله ت ا هبلفس  ℳ𝑐وزووات الواوتًات ر   وب هب تًلأ ال غد

وغل.ع ز ت الوزووات.  ℳ فذا فتن  هب ،ℳ وزووات ر  لها ℳ ر  نا الواوتًات ، رإب(100.4)تر بلللللب ر  التاقم،  ؛ℳ ر زنتب 

وغل.ع ز ت، هتلال، تلانهائفع، توب بد  قارلع للت ، تالاازواع، تالز.ا م. لل صللللتا ًلأ فذه النزائج ًلفنا هتلال رفاب هب  ℳ رفوا رت  هببللللنُرف ب 

 ياصفع الاازواع تالز.ا م وُ ..ع لل.فابات اليا افع.

 نا  قارلع لل.فاس 𝒜2ت 𝒜1اتواوتً هيوب هاا  .A4.3 مبرهنة

𝜇°(𝒜1 ∪𝒜2) + 𝜇°(𝒜1 ∩𝒜2) = 𝜇°(𝒜1) + 𝜇°(𝒜2) (101.4) 

هي  وب هاا .ℳ لواوتًات ر ا.ا رع لو ℳ𝑐  نبزي د واوتًات ر بفنا  نا، تلننA4.2 لر فاب الور فنع الر فاب و اره ا ال  :البرهان

> 0 لفنب ،ℬ1  تℬ2 ابزغ ف 𝒜1 ت𝒜2 ًلأ الز زفب ر فث 𝜇(ℬℓ) ≤ 𝜇°(𝒜ℓ) + 𝜀 وب هاا ℓ = 𝒟ℓ . تلفنب1,2 = ℬℓ ∩ �̅�ℓ 

ℓ وب هاا = ℬℓ هبت غف  وزصلفب 𝒟ℓت 𝒜ℓ لا ل هب .1,2 = 𝒜ℓ ∪ 𝒟ℓ. 

(ℬ1 ∩ ℬ2)= (𝒜1 ∪ 𝒟1) ∩ (𝒜2 ∩ 𝒟2) = (𝒜1 ∩𝒜2) ∪ (𝒟1 ∩𝒜2) ∪ (ℬ1 ∩ 𝒟2) 

ℬ1 لل الوتار.ع زتبتعالت ًلأ فذه فع لل.فاس لليا ا لاكئاوز اا ع الواوتًع  ت    الاازواعرابزي اد  ∪ ℬ2 ن صا ًلأ 

𝜇(ℬ1 ∩ ℬ2) ≤ 𝜇°(𝒜1 ∩𝒜2) + 𝜇°(𝒟1) + 𝜇°(𝒟2) ≤ 𝜇°(𝒜1 ∩𝒜2) + 2𝜀 

𝜇(ℬ1 ∪ ℬ2) ≤ 𝜇°(𝒜1 ∪𝒜2) + 𝜇°(𝒟1) + 𝜇°(𝒟2) ≤ 𝜇°(𝒜1 ∪𝒜2) + 2𝜀 

𝜇°(𝒟ℓ) (  .ف.ع هب  9.4 فث ابللزي ونا )انل  الزو فب  ≤ 𝜀  وب هااℓ = ن صللا  ال  ت  ز زفب تإًا ا فذه الوز اا اتراوم . 1,2

 ًلأ

𝜇°(𝒜1 ∪𝒜2) + 𝜇°(𝒜1 ∩𝒜2) ≥  𝜇(ℬ1 ∩ ℬ2) + 𝜇(ℬ1 ∪ ℬ2) − 4𝜀 

= 𝜇(ℬ1) + 𝜇(ℬ2) − 4𝜀 

≥ 𝜇°(𝒜1) + 𝜇°(𝒜2) − 4𝜀 

بزي ونا  بزي ونا  (99.4) فث ا 𝒜ℓترت فا ا ⊆ ℬℓ  وب هااℓ = بزي اد  .1,2 لتهم   ت   (99.4)فع تاكئال وز اا ع الواوتًعرا
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 ن صا ًلأ زااه الوتانسر  الا

𝜇(ℬ1) + 𝜇(ℬ2) =  𝜇(ℬ1 ∪ ℬ2) + 𝜇(ℬ1 ∩ ℬ2) ≥ 𝜇°(𝒜1 ∪𝒜2) + 𝜇°(𝒜1 ∩𝒜2) 

𝜇(ℬℓ) رإًا ا الز زفب تابزي اد ≤ 𝜇°(𝒜ℓ) + 𝜀:ن صا ًلأ ، 

𝜇°(𝒜1 ∪𝒜2) + 𝜇°(𝒜1 ∩𝒜2) ≤ 𝜇°(𝒜1) + 𝜇°(𝒜2) + 2𝜀 

 .(101.4)رإب فذه ال  ت  ز .م  ،فعاًزرا  𝜀 تروا هب

𝒜1,𝒜2 ف ض هبر .A4.2 نظرية ∈ ℳ .رفنتب 𝒜1 ∪𝒜2 ∈ ℳ ت𝒜1 ∩𝒜2 ∈ ℳ. 

 ن صا ًلأ: 𝒜2ت 𝒜1 ًلأ (101.4)رز رفم  البرهان:

𝜇°( 𝒜1 ∪𝒜2 ) + 𝜇°( 𝒜1 ∩𝒜2 ) = 𝜇°( 𝒜1) +  𝜇°( 𝒜2 ) 

 .(101.4)ترإهارع فذا إلأ   𝒜1 ∪𝒜2  ترم  𝒜1 ∩ 𝒜2ت  𝒜1 ∩𝒜2  ًلأ الن ت  𝒜1 ∪𝒜2ترإًا ا نزارع 

[𝜇°( 𝒜1 ∪𝒜2 ) + 𝜇°(  𝒜1 ∪𝒜2 ) ] + [𝜇°(𝒜1 ∩𝒜2) +  𝜇°(  𝒜1 ∩𝒜2 )] 
= 𝜇°(𝒜1) + 𝜇

o(𝒜2) + 𝜇°( 𝒜1) +  𝜇°( 𝒜2 ) = 2𝑇 (102.4) 

بزي ونا ) . T، تلهذا رنا    فاب هب فنتب زواوال (93.4)وب  T(. نا ال  ت  الوتهتًع هوب هقتاس آنفال ف  ًلأ الأقا 100.4 فث ا

𝒜1رالزال  رإب ∪𝒜2  ت𝒜1 ∩𝒜2  .قارلفب لل.فاس  

𝒜1 روا هب ∪𝒜2  ت𝒜1 ∩𝒜2  قارلفب لل.فاس، إذا 𝒜1 ت𝒜2  قارلفب لل.فاس، رإب ياصللللفع الاازواع تالز.ا م زر.أ صلللل ف ع لل.فاس 

 فتن ،تال.فاس اليا ا ، وب هاا نا الزتارم ال.ارلع لل.فاس، فذا 

𝜇(𝒜1 ∪𝒜2) + 𝜇(𝒜1 ∩𝒜2) = 𝜇(𝒜1) + 𝜇(𝒜2) (103.4) 

 إلأ ياصفع قارلفع الاوم (103.4)غف  وزصلفب، فونب ًن فا زربف    𝒜2ت 𝒜1 تإذا نانت

𝜇(𝒜1 ∪𝒜2) = 𝜇(𝒜1) + 𝜇(𝒜2) (104.4) 

𝜇(𝒜1 و ..ع نلوا ناب (104.4)هب  (103.4)زُرف ب التلقع  ∩𝒜2) = غف  وزصلللع، تلنب لا ز زاج لأب زنتب   𝒜2ت 𝒜1 . هي، إب0

 ز زاج ر.  لفنتب بوع ز.ا م لل.فاس الصف ي. فذا وباا آي  زنتب رفه واوتًات ذات قفاس صف ي وهولع.

 وُهارع  بارفال. ℳ وُغل.ع ًلأ الاازواًات الوت ت ا غف  الوزصلع، تهب ℳ زُرفب النل فع الزالفع هب

ية  𝒜𝑗 ر ض هبا .A4.3نظر ∈ ℳ   اا ً   صلللل فحوب ه 𝑗 نا  ≥ 𝜇(𝒜𝑗 هبت   1 ∩𝒜ℓ) = نا  0 اا  𝑗 وب ه ≠ ℓ . لفنبت 

𝒜 = ⋃ 𝒜𝑗𝑗 .ًن فا فنتب 𝒜 ∈ℳ ت 

𝜇(𝒜) =∑𝜇(𝒜𝑗)

𝑗

 
(105.4) 

𝒜𝑘 لفنب البرهان: = ⋃ 𝒜𝑗
𝑘
𝑗=1 وب هاا نا ً   ص فح 𝑘 ≥ 𝒜𝑘+1 رفنتب. 1 = 𝒜𝑘⋃𝒜𝑘+1 نا   النل فع البار.ع رابز. اءت

𝒜𝑘 هب ∈ ℳ تفزرم ذلم هفهال .  

𝜇(𝒜𝑘) =∑𝜇(𝒜𝑗)

𝑘

𝑗=1

 

 ،𝒜 ًلألل.فاس اليا ا      الاازواعرز رفم توتات .  k     الر لذا، T رل فت و   ت kوم لا فزناقص الواوتع ًلأ الفوفب 

𝜇°(𝒜) ≤∑𝜇°(𝒜𝑗)

𝑗

= lim
𝑘→∞

𝜇°(𝒜𝑘) = lim
𝑘→∞

𝜇(𝒜𝑘) 
(106.4) 
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𝒜𝑘 روا هب ⊆ 𝒜 ،نا  هب 𝒜 ⊆ 𝒜𝑘 ت𝜇o(𝒜) ≤ 𝜇 (𝒜𝑘) = 𝑇 − 𝜇(𝒜𝑘).  رالزال 

𝜇°(𝒜) ≤  𝑇 − lim
𝑘→∞

𝜇(𝒜𝑘) (107.4) 

𝜇°(𝒜) نالل  (107.4)ت (106.4)تراوم التلقزفب  + 𝜇°(𝒜) ≤ 𝑇 . فصللللرح، (93.4)ترللالاوم وم 𝜇°(𝒜) + 𝜇°(𝒜) = 𝑇 

𝒜 رالزباتي. هي هب (107.4)ت (106.4)تزز .م التلقزاب  ∈ℳ  وُ . .ع.  (106.4)توهارع  بارفال، تالتلقع 

 الوت ت ا الاًزرا فع.وُغل.ع ز ت الاازواًات تالز.ا تات  ℳ بنرفب لا .ال هب

𝒜𝑗 رف ض هب .A4.4نظرية  ∈ ℳ  نا ً   ص فحوب هاا 𝑗 ≥ 𝒜 رإب. 1 = ⋃ 𝒜𝑗𝑗 ت 𝒟 = ⋂ 𝒜𝑗𝑗  نلفهوا ر ℳ. 

𝒜1 لفنب البرهان:
′ = 𝒜1 توب هاا نا ،𝑘 ≥ 𝒜𝑘 ، لفنب1 = ⋃ 𝒜𝑗

𝑘
𝑗=1 تلفنب 𝒜𝑘+1

′ = 𝒜𝑘+1 ∩𝒜
𝑘  ترتولفع ابز. اء، نا .

𝒜1 هب
′ ,𝒜2

′ لع ..., فاس واوتًات غف  وزصلللل لع لل. 𝒜ت قار = ⋃ 𝒜𝑗
′

𝑗 3. إذال، توب النل فع.A4زنتب ، 𝒜 فاس. لنف ض هب لع لل.  قار

𝒟 = ⋂𝒜𝑗 رالزال . 𝒟 = ⋃𝒜𝑗 إذال . �̅� ∈ 𝑀تًلفه ، 𝒟 ∈ 𝑀 .هفهال 

لل.فاس قارلع  𝒜 . هوا الاكء البالث، رهت هبA4.4ت A4.3فوا النل فزاب  1.3.4الأتلفب وب النل فع  بإب الاكهف :1.3.4برهان النظرية 

𝜇°(𝒜) تقفابها صف  إذا ناب = 𝑇. تفزرم وب 0 ≤ 𝜇°(𝒜) + 𝜇°(𝒜) = 𝜇°(𝒜) ت𝜇°(𝒜) ≤ 𝑇 هي هب ،𝜇°(𝒜) = 𝑇.  

زُت   الواوتًات ذات ال.فاس الصللف ي وهوع ا ال ر  رهد زناوا لفربللفغ، ترالزال  ره  وهوع لوت رع إذا ناب فتا  هفهللال واوتًات ن.ا  

 فت نتد، بنتهح ذلم وب يلا وباا ربف .غف  قارلع لل.فاس تلها قفاس صف ي. الاتاب 

( تالز  وب 1 ,0واوتًع ن.ا  ر  الوااا ) ℬ ( راوز ا  بلب . لزنب1 ,0ًر   ًب نا ن. ع ر  الوااا ) )المجموعة القائد(. A4.6مثال 

، لأب نا فذه الاوز ا ات  (2/3 ,1/3]الوااا ℬ تغف  ونزهٍ هفهال. ترالزال  زبزبن  الواوتًع 2هالها ف تي ذلم الاوز ا  ر.  هصفا ال تهً ا ال 

. نوا زبزبنأ 1، لأب ال قد البان  ر  فذه الاوز ا ات (8/9 ,7/9]ت (2/9 ,1/9]الواالفب  ℬ . تر  ف.ع و ارهع، زبزبن  الواوتًع1زر ه رلللللل 

 قد وب فذا الاوز ا  البلب .  nر  هتا  1 تي واوتًع الن.ا  الز  لا ز ℬ𝑛 ن. ع النهافع الفونأ لهذه الواالات لأب لها اوز ا  ونزه . لزنب

𝜇(ℬ𝑛) ترالزال  = (2 3⁄ )
𝑛. تروا هب ℬ  و زتاا ر ℬ𝑛  وب هاا ناn ≥1رإب ، ℬ  تقارلع لل.فاس𝜇(ℬ) = 0. 

 ،(4A.1 انل  الف. افع )بنانً   لا ف صأ وب البلبا الإ بوعفع(. إبنان ه قاوال  2ت 0 راًزرا فع )إبنانبلبلع  تف ℬ نا ن. ع ر  وز ا اإب 

 هً ا  ذاتواوتًع لانهائفع غف  وت ت ا وب رف نا وت ت ا وب البلللبللا الونزهفع. ترالزال  ننتب ق  الواوتًع ال إكالعصلل ف ال ًن   تفر.أ فذا

 قفاس صف ي.

 نوا بفته ه الوباا الآز .لفبت اوفم واوتًات الن.ا  قارلع لل.فاس ر  ف.ع لفرفبج 

ف واوتًع وب الصللللفتف الوزنارئع ر فث نا ن. زفب ر  الوااا ت   نُ . (0,1]رف ض الوااا  اس(.)واوتًع غف  قارلع لل.ف A4.7وباا 

. (0,1]ا تا   وب الأً ا  النبرفع ر  الوااؤ الزنارال. ترالزال  فزألف صف ال ا نبرفور  صف الزنارؤ ذازه إذا ناب الف م رفنه  زفبوتات (0,1]

 إلأ (0,1] ً ا  الوااافذه الأز.بلللد وب الأً ا  غف  النبلللرفع الز  ر تقازها نبلللرفع. الت   لانهائفع آي  وب واوتًع  ؤفزألف نا صلللف زنار

 𝒜نف ض هب ب. ؤززهوب  قد تا   زواوال نيزا ه وب نا صف زنار 𝒜 واوتًع الآب اًزر فع. ؤوب الصفتف الزنارلانهائفع الت   واوتًع 

 هب فذا فؤ ي إلأ زناقض. بنُرف بقارلع لل.فاس ت

𝒜 نبزل وُت اا، 𝒜 واوتًع وب هاا + 𝑟، فث  𝑟   نا وُ.ارلعب ًلواوتًع الز  زنزج ل وك ز  ، (1 ,0)ً   نبلللر  ر 𝑡 ∈ 𝒜 إلأ إوا 

𝑡 + 𝑟  هت 𝑡 + 𝑟 − 𝒜 الواوتًعرزنتب . (0,1]الوااا  هللللوبز.م  هفهوا ،1 + 𝑟 الواوتًع ال ف  إذ 𝒜 ،  وكا ع رو. اr  ذلم، ا ى رت 

بات اليا افع. (0,1]لز.م ر  الوااا  ز تف فا بها  ؤفع هب ،ترالنل  لل.فا 𝒜 وب ال + 𝑟  قارلع لل.فاس إذا نانت𝒜 هال ت نل لقارلع لل.فاس هف

𝑡ز.م نا  هيف ال، .ال.فاسنفس الواوتًزفب  ∈  الزنارئ ،ر  ذلم الصلللف  𝒜وب  ال ًنصللل  τتإذا ناب  ،  تا  ئزواوال ر  صلللف زنار (0,1]

𝒜تاقتع ر   t زنتب + 𝑟 فث  𝑟 = 𝑡 − 𝜏 هت 𝑟 = 𝑡 − 𝜏 + (0,1] رنلوات هي ى، .1  = ⋃  (𝒜 + 𝑟)𝑟  تالواوتًات𝒜 + 𝑟   غف

1 هب A4.3 زؤن  النل فعقارلع لل.فاس،  𝒜صلللللع. رف ض هب وز = ∑  𝜇(𝒜 + 𝑟)𝑟 . ناب إذا 0 فبلللللاتي نأالفو ر  الاهعالواوتع إب 

𝜇(𝒜) = 𝜇(𝒜)لانهافع إذا  فباتيت؛ 0 >  ووا فؤ ي إلأ الزناقض. 0
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4.E تمارين 

𝑢(𝑡) الزارم ا  س(a)  )بلللبللا رت ففه( 1.4 = rect (2𝑡)   لبلللبلللع ًرا ا ًاوع لوتاولت بلللبلللع رت ففه  هً    .2.4  للنار  ال التا

 ااع لوت رع ر بلت: لزلوفح. 1/4–ت 1/4، ًن  نا وب ن.ا  النهافع 1/2هب البللبلع زز.ا ب إلأ  . ترف ب[1/2 ,1/2–] الوااا رت ففه ر 

 هي   ء ًب الز.ا ب فنا.

 (b)  بلع رت ففه وب بل بلع ًن  .[1/4 ,1/4–]الفز ا  ر ا نفس الزارم ن بل هب  وب فذا الزو فب ؟ لا ل1/4–ت 1/4 إلأ واذا زز.ا ب فذه ال

 .الز  هيذت رفها الفز ابلبلع رت ففه زتزو  ًلأ 

لا . 𝑢(𝑡)𝑢∗(𝑡)𝑑𝑡∫رللل  𝑢(𝑡) للزارمبلع رت ففه : ابزر ا بلزلوفحبلبلع رت ففه. لوتا لع ال اقع  ،(6.4) الوتا لع )وتا لع ال اقع( ا زم 2.4

 زرا ا النهافات فنا.ل تهزهزد للز.ا ب 

 ، ف روا رفها الأً ا  الصل ف ع تالنبلرفع ،وب الأً ا  ال .ف.فع نبف اواوتًات اكئفع  ، رإب4A.1ر  الول م فت ورف ب نوا  (لت   ا)قارلفع  3.4

له  فذا الزو فب هب ذلم فنتب الز زفب ال قو  التا ي لتناصللل  فذه الواوتًات الاكئفع. فُ  إلغاءفنتب وب الهللل ت ي  ،ه فانال  .وت ت ا

 وال ه فانال. ز  وُ 

 (a)زلوفح: ل فال ًلأ الز زفب الت  ي للأً ا  الصللل ف ع )ر  اف لللا ز( ... ,2– ,1 ,1– ,0 لأً ا  الصللل ف ع )وبانا بللل  ا لهب  رف ب

 هي لا فتا  ًنص  هصغ ي(. ،ًنص  هتا ز زتي ًلألا  اهنه رفبارز ض تات  قائوع و زرع ً  فال بد 

(b) ًلأ ز زفرفها الت  ي. زُ ارل  ف.ع ر فونب ب  فالا  (0,1) الفز االأً ا  النبرفع ر   ههن رف ب 

 (c)ع ر  التنصلل  و للنللفس بوع ر  قائوع وم ال فال ًلأ الز زفب الت  ي ) بلل  فالا فونب  [1 ,0] هب الأً ا  النبللرفع ر  الوااا رف ب

 .واذا ًب البان ؟( بتلن ،الأتا

𝑠𝑎(𝑘) هب ارز ضغف  البلللالرع تالقارلع للت  وب الأً ا   عواوتً 2a, 1a... ,لزنب )الوااوفم ال.ارلع للت (  4.4 = ∑ 𝑎𝑗 
𝑘
𝑗=1 ≤ 𝐴  وب هاا

 .A > 0قفد  ترتض kقفد  نا

 (a) رف ب هب النهافعlim
𝑘→∞

𝑠𝑎(𝑘)  رتض قفدوم وتات ا 𝑠𝑎 ت 0 رفبA .ز ت  رأنم و زاح إلفه(. ات)ابزي د هي وبزتى وب ال فاهف 

(b) 2... ,نب فلb, 1b 2... , ز زفب آي  للأ قادa, 1a.  هي، لفنب𝑏1 = 𝑎𝑗(1), 𝑏2 = 𝑎𝑗(2), … , 𝑏ℓ = 𝑎𝑗(ℓ) ،فث  𝑗(ℓ) اافت زر  

𝑠𝑏(𝑘) نبفل. ت+ℤ إلأ +ℤ هي زارم ز.ارا تا   إلأ تا   وبالوتارع، لأً ا  الصلل ف ع ل = ∑ 𝑏ℓ
𝑘
ℓ=1 ،  ب هبرف lim

𝑘→∞
𝑠𝑏(𝑘) ≤ 𝑠𝑎 .

 لا ل هب:زلوفح: 

∑𝑏ℓ

𝑘

ℓ=1

=∑𝑎𝑗(ℓ) 

𝑘

ℓ=1

 

(c)    ً ف𝑆𝑏 = lim
𝑘→∞

𝑠𝑏(𝑘)  هب  رف بت𝑆𝑏 ≥ 𝑆𝑎 .را ا ا  س: زلوفح فث ℓ−1(𝑗)نب فل، تو.لتب الز اا ،   ا    ′𝑗وب ه فُ .م  ℓفت

𝑗(ℓ) = 𝑗′ . الاوم..ارا للت  وب التناص  غف  البالرع لا فتزو  ًلأ ز زفب ال واوتعالهب  رف نتلا ل هنم  

 (d)تفب : يذ رزلوفحلفبللت رالهلل ت ا صلل ف ع وب هاا واوتع هً ا  قارلع للت  فونب هب زنتب وتارع هت بللالرع.  الآنفعهب النزفاع  رفب

 .ناترعالاًزرا  البلبا الوز

ℰ ( لزنبوزناففع لفز ات ات)اازواً 5.4 = ⋃𝑗=1
ℓ 𝐼𝑗 اازواع ℓ ≥ ن.ا  النهافع الفبلللل ى  ز ا ًلأ jbت ja فع غف  يالفع. لزنباًزرا  رز ا 2

𝑎1 ع ر فث زر  وُ  الفز اتهت لا. ار ض هب  عنزهو  وُ  زنتبنا ن. ع نهافع هب لفونب ، jIل تالفونأ ًلأ الز زفب ل ≤ 𝑎2 ≤ ⋯ ≤ 𝑎ℓ. 

(a) وب هاا ℓ =  .𝑎1 ن. ع نهافع فب ى ف  لها ات ف  رز اف   ℰ ونفصلب هت هب 2Iت 1I وب نلل  هب   رف ب ،2

 (b)وب هاا ℓ = 2ت 2 ≤ 𝑘 < ℓ ،نبفل ℰ𝑘 = ⋃𝑗=1
𝑘 𝐼𝑗.  االأونفصلللع  رز اتهتا  يتا كوفع لرناء اازواع وب ℰ𝑘+1 ان لقال وب 

 .ℰ𝑘اا لأوب واالات ونفصلع وُت أ اازواع 
 (c) لا ل هب ابللزي اد الاكء(b)  للللللللفنزج ابللز. ائفال زوبفلل  ℰ رز اهب ن. ع النهافع الفبلل ى لنا  رف بونفصلللع.  لفز ات ال ازواًرتصللفه ا 

,𝑎1 وب وأيتذا عونفصل . . . , 𝑎ℓ  وب وأيتذاتن. ع النهافع الفونأ 𝑏1, . . . , 𝑏ℓ. 
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 (d)هي هب ر ف ،هب فذا الزوبفا  رف ب ℰ  ونفصلللللع. لا ل هب فذا فتن  هب رز اتوب وؤلفع هي ى  عا ناازواع هي واوتًوب  زُ لا فونب هب 

𝜇(𝜀)  ُ(9.4)تاهح ر   ًلأ ن تف ت   و. 

ℬنب ف( للفز ات للت  عقارلات )اازواً 6.4 = ⋃ 𝐼𝑗𝑗   وب هاا نا .(عز.ا تو زنتب فع )وونب هباًزرا  لفز اتاازواع قارا للت k ≥ 1، 

ℬ𝑘 لفنب = ⋃ 𝐼𝑗
𝑘
𝑗=1 نا وب هاا تk ≥  j ،لفنب 𝐼𝑗,𝑘 ر  عونفصل فُوب ا رز ا ℬ𝑘 تيز  𝐼𝑗 ( 5.4)انل  الزو فب. 

 (a)،وب هاا نا رف ب 𝑘 ≥ 𝑗 ≥ 𝐼𝑗,𝑘 هب  ، 1 ⊆ 𝐼𝑗,𝑘+1. 

 (b)نبفل ⋃ 𝐼𝑗,𝑘 = 𝐼𝑗
′∞

𝑘=𝑗.   لواذارب   𝐼𝑗
′𝐼jهب رف بوااا ت تف ′ ⊆ ℬ . 

(c) وب هاا هي i, j وب  هفال  هب   رف ب𝐼𝑗
′ = 𝐼𝑖

𝐼𝑗هت ′
𝐼𝑖ت  ′

 .ونفصلع رز اتف   ′

 (d)البلبلع  هب   رف ب{𝐼𝑗
′; 1 ≤ 𝑗 <  ونفصلع الوااا.تقارلع للت   ℬ لللع وب  وُ   ذف الزن ا ات ف  بلبلعر {∞

 (e)الواوتًع هب   رف ب {𝐼𝑗
′;  𝑗 ≥ رهت و زتىل ، ℬ و زتىل ر  𝐼 اًزرا  إذا ناب هي وااا  ههن   رف ب ،هي ر ف ا، ذف الزن ا ات ف  ر {1

𝐼𝑗   الواالات هر  
𝐼𝑗 لا ل هب ز زفب. ′

 ف ال.ر لفس  ′

 ازرم الي تات الو.ز  ع الزالفع: .(89.4) ر  رز اتات( هبرت صل فع   ت  الاازواع لواوتًع قارلع للت  وب فز للازواع الا)  ت   7.4

 (a)ن رف ب نه إذا نا 𝐵 ته = 𝐼1 ∪ 𝐼2 را فع لفز ات 𝜇(ℬ) رإب   𝐼2ت 𝐼1 اًز ≤ 𝜇(𝐼1) + 𝜇(𝐼2) ن غف   𝐼2ت 𝐼1 توم الزبلللللاتي إذا نا

ا م زز.ر.  لوتالاع ال الات الز  ن زاج رن ب ترالزال   ،فبزونفصللل 𝐼2ت 𝐼1 تهب الترا ا صلل ف ع رالزت فف إذا نان ع:ل لوفب. زوز.ا ت

 فب.زا ونفصلزبفتلنب ل الز  زنتناب رفها وفنتنزفبهت  𝐼2ت 𝐼1 رفها

 (b) لزنبℬ𝑘 = ⋃ 𝐼𝑗
𝑘
𝑗=1   ُللللللللللل لللع نللاازوللاعوب  و 𝑚𝑘  ونفصللللللللع رز ا (𝑚𝑘 ≤ 𝑘) ،  ترللالزللال ℬ𝑘 = ⋃ 𝐼𝑗

′𝑚𝑘
𝑗=1 .  ب هب  رف 

𝜇(ℬ𝑘 ∪ 𝐼𝑘+1) ≤ 𝜇(ℬ
𝑘) + 𝜇(𝐼𝑘+1) توم الزباتي إذا نانℬ𝑘  .و زر زفبغف   𝐼𝑘+1ت  

 (c)إذا ناب هن ه رفبف  لزُ انزابلللزي د ابلللز. اء الو ℬ = ⋃ 𝐼𝑗
𝑘
𝑗=1 رإب   اًزرا فع،وب واالات  زناهٍ اازواع و 𝜇(𝐵) ≤ ∑ 𝜇𝑘

𝑗=1 (𝐼𝑗)  وم

 .و زر عغف   الفز اتالزباتي إذا نانت 

 (d)   الاكء و  (c) الفز اتللت  وب  قارلل  زناففال و ال اازواًف وا ل. 

ℬ ب هب. رف  الفز اتللت  وب  قارلل  ال اازواً ℬ𝑛 لفنب ،𝑛وب هاا نا ً   صلل فح وتاب  8.4 = ⋃ ℬ𝑛
∞
𝑛=1  فت هفهللال اازواع قارا للت  وب

 .A4.1 ف. اوب ال A4.2: انل  الوباا زلوفح. الفز ات

,𝑇/2−] قارلع لل.فاس ر  الوااا اًزرا فعواوتًع  𝒜 )ال.فاس تالزغ فع( لزنب 9.4 𝑇/2] تلزنب ℬ  ُلواوتًعاغ   ز 𝒜.   .رابللللزي اد ر

𝜇°(𝐵 ب هبرف  ، A4.3 الوبل وعالنزائج الو ز.ع بار.ال وب  ∩ �̅�) = 𝜇(ℬ) − 𝜇(𝒜).  غرت رذلمفوننم ابزي اد الي تات الزالفع إذا : 

 (a)  ب هب رف𝜇°(𝐵 ∩ �̅�) ≥ 𝜇(ℬ) − 𝜇(𝒜). 

 (b)وب هاللا هي δ > 𝜇(ℬ′) وم  �̅� لواوتًللعازغ     ′ℬ لزنب  0 ≤ 𝜇(�̅�) + δ .  2 الوبلللللل وللعابلللللزيلل د.A4 بل  هب زرف 

𝜇(ℬ ∩ ℬ′) = 𝜇(𝐵) + 𝜇(ℬ′) − 𝑇. 

 (c)  ب هبرف 𝜇°(𝐵 ∩ �̅�) ≤ 𝜇(𝐵 ∩ ℬ′) ≤ 𝜇(ℬ) − 𝜇(𝒜) + δ. 

 (d)  ب هبرف 𝜇°(𝐵 ∩ �̅�) ≥ 𝜇(𝐵) − 𝜇(𝒜). 

,𝑇/2−] الواااواوتًع ً تائفع ر   𝒜 )ز.ا م الزغ فع( لزنب 10.4 𝑇/2]. 

 (a)هب رف ب 𝒜 لها بلبلع وب الزغ فات ℬ1,  ℬ2, 𝜇°(𝒜) زنتب ر فث … = 𝜇(𝒟)  ًن وا𝒟 = ⋂ ℬ𝑛𝑛. 

 (b)  ب هب رف𝒜 ⊆ 𝒟. 

 (c)  تب هنه إذا نانرف 𝒜 رإب ،لل.فاس عقارل 𝜇(𝒟 ∩ �̅�) =  رتصللللفها قارلع لل.فاس اًزرا فعواوتًع  ه فونب زوبفاهن رف نت ملا ل هن .0

 رإب ،غف  قارلع لل.فاس 𝒜 ر تب واوتًع ال.فاس الصللللف ي. ناقش روباا هنه إذا نانت ،للت    عقارل رز ات از ا اتوب  للت    قارلل  ال ز.ا ت

𝜇°(𝒟 ∩ �̅�) 0زنتب  لفس راله ت ا هب. 

,𝑢(𝑡): [−𝑇/2} وب هاللا(a)  )الزتارم ال.للارلللع لل.فللاس( 11.4 𝑇/2] → 𝑅} ، رفب هنلله إذا نللاب {𝑡 ∶ 𝑢(𝑡) < 𝛽}   رللإب ،لل.فللاس قللارلل 
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{𝑡 ∶ 𝑢(𝑡) ≥ 𝛽} قارا لل.فاس. 

 (b)  ب هنه إذا نابرف {𝑡 ∶ 𝑢(𝑡) < 𝛼} ت{𝑡 ∶ 𝑢(𝑡) < 𝛽} تناب ،ب لل.فاسفقارل 𝛼 < 𝛽 ،فنتب {𝑡 ∶ 𝛼 ≤ 𝑢(𝑡) < 𝛽} لل.فاس. قارل 

 (c)  ب هنه إذا نابرف {𝑡 ∶ 𝑢(𝑡) < 𝛽}  قفد لل.فاس وب هاا نا قارلل 𝛽 ،رإب {𝑡 ∶ 𝑢(𝑡) ≤ 𝛽}  ًر  ًب. زلوفحلل.فاس هفهلللللال قارا : 

{𝑡 ∶ 𝑢(𝑡) ≤ 𝛽} .نز.ا م قارا للت  وب الواوتًات ال.ارلع لل.فاس 

 (d)  ب هنه إذا نابرف {𝑡 ∶ 𝑢(𝑡) ≤ 𝛽}  قفد لل.فاس وب هاا نا قارلل 𝛽 ،رإب {𝑡 ∶ 𝑢(𝑡) < 𝛽}  ب زت فف الزارم إهي  ،قارا لل.فاس هفهللال

 وع.صا وع هت غف  الصا ال الوز اا عال.ارا لل.فاس فونب هب فبزي د 

𝑢(𝑡)}هب  ر  فذا الزو فب ر ضا )الزتارم ال.ارلع لل.فاس( 12.4 ∶  [−𝑇/2, 𝑇/2] → ℝ} قارا لل.فاس. 

 (a)  ب هب رف– 𝑢(𝑡) ت|𝑢(𝑡)| .قارلب لل.فاس 
 (b)رف ض هب {𝑔(𝑥) ∶ ℝ → ℝ}   ف زارم وزكا 𝑥1، هي)فت  < 𝑥2⟹ 𝑔(𝑥1) < 𝑔(𝑥2).) رت هب 𝑣(𝑡) هب = 𝑔(𝑢(𝑡)) را  قا

 الأنب  ًوتوفع.النزفاع قارا لل.فاس بد هبرت  exp(𝑢(𝑡)) هتلال هب رف ب ،لم او رنالابزي اج  : إذا ناب. زلوفحلل.فاس

 (c)  وب هب نلل  برفexp[𝑢(𝑡)]  ،𝑢2(𝑡) تln|𝑢(𝑡)| .قارلع لل.فاس 

𝑢(𝑡)} نه إذا نابهب رف   (a) )الزتارم ال.ارلع لل.فاس( 13.4 ∶ [−𝑇/2, 𝑇/2] → ℝ} ت{𝑣(𝑡) ∶ [−𝑇/2, 𝑇/2] → ℝ} رإب ،ب لل.فاسفقارل 

  𝑢(𝑡) + 𝑣(𝑡)  م للواوتع بد ان لم إلأ ال    : ابزي د الز. فب الو.   . زلوفحقارا لل.فاس هفهال. 

 (b)رفب هب 𝑢(𝑡)𝑣(𝑡) .هفهال قارا لل.فاس 

,𝑇/2−] واوتًع اكئفع وب 𝒜 ر ض هبا )الواوتًات ال.ارلع لل.فاس(14.4  𝑇/2] ب هبرف   .تقارلع لل.فاس ًلأ فذا الوااا 𝒜  قارلع لل.فاس

هال  ,𝑇/2−] ال.فاس ًلأنفس تر ،هف 𝑇′/2] قفوع للللللل وب هاا هي 𝑇′ زُ .م 𝑇′ > 𝑇. لزنبزلوفح : 𝜇′(𝒜) ال.فاس اليا ا  للواوتًع 

𝒜 ًلأ الوااا [−𝑇/2, 𝑇′/2]   ب هببد رف 𝜇′(𝒜) = 𝜇°(𝒜)  فث 𝜇° الوااا ف  ال.فاس اليا ا  ًلأ [−𝑇′/2, 𝑇′/2].  لزنب

𝒜′̅̅̅̅  لواوتًع اوزود𝒜 ًلأ [−𝑇′/2, 𝑇′/2]   ب هببد رف𝜇′(𝒜′̅̅ ̅̅ ) = 𝜇°(�̅�) + 𝑇′ −  𝑇 . 

𝑢𝑛(𝑡)}ر ض هب ا (a) )ال  ت  ال.ارلع لل.فاس( 15.4 ∶ [−𝑇/2, 𝑇/2] → ℝ} قارلع لل.فاس لنا 𝑛 ≥ قارا  lim inf𝑛𝑢𝑛(𝑡) ب هبرف  . 1

𝑣𝑚(𝑡)  فث lim𝑚𝑣𝑚(𝑡) تن ف lim inf𝑛𝑢𝑛(𝑡) الزترف لل.فاس ) = inf𝑛=𝑚
∞ 𝑢𝑛(𝑡) فع وبوت ع(.ائتال.فد اللنه 

 (a)  ب هب رفlim𝑛𝑢𝑛(𝑡) وب هاا ،وتات ا 𝑡 إذا تر.  إذا ناب ،وت اا lim inf𝑛𝑢𝑛(𝑡) = lim sup𝑛𝑢𝑛(𝑡).  

 (b)  واوتًعالب هب رف t الز  زاتا lim𝑛𝑢𝑛(𝑡)  لع لل.فاس. رف   ال وتات زارتقار فع 𝑢(𝑡) ال ب هب  فع  تات  ًن  lim𝑛𝑢𝑛(𝑡) له نها النها

 فت زارم قارا لل.فاس.رفوا ً ا ذلم  0 تال.فوع

𝑛 ص فح غ( وب هاا نا ً  بف)زناوا لفر 16.4 ≥ 𝑢𝑛(𝑡) فً    ،1 = 2
𝑛rect(2𝑛𝑡 −  ب هبا بد هتا رهتع وب فذه الأوتاج. رف  . (1

lim
𝑛→∞

𝑢𝑛 (𝑡) = ∫ب هب. رف  𝑡 لنا قفد 0 lim𝑛 𝑢𝑛(𝑡)𝑑𝑡 ≠ lim𝑛 ∫𝑢𝑛(𝑡) 𝑑𝑡 . 

𝑢(𝑡)} رف ض هب (a)( 1ℒ ناولتز)ال 17.4 ∶ [−𝑇/2, 𝑇/2] → ℝ} 1 فتℒ .  ب هب:رف 

|∫𝑢(𝑡)𝑑𝑡| = |∫𝑢+(𝑡)𝑑𝑡 −∫𝑢− (𝑡)𝑑𝑡| ≤ ∫ |𝑢(𝑡)|𝑑𝑡 

(a) رف ض هب {𝑢(𝑡) ∶ [−𝑇/2, 𝑇/2] → ℂ} 1 فتℒ .  ب هب:رف 

|∫𝑢(𝑡)𝑑𝑡| ≤ ∫ |𝑢(𝑡)|𝑑𝑡 

|α|حقيقي وعير  انت و α∫𝑢(𝑡)𝑑𝑡بحيث  كون  تلةيح: اخت  =  .α𝑢(𝑡) في (a). ا ت،دم ات ء 1
𝑢(𝑡)} ارز ض هب (2ℒ)الزنارؤ  18.4 ∶ [−𝑇/2, 𝑇/2] → ℂ} ت{𝑣(𝑡) ∶ [−𝑇/2, 𝑇/2] → ℂ} 2 ف  زتارمℒ. 

(a) ذا نابإ ههن رف ب 𝑢(𝑡) ت 𝑣(𝑡) 2 رهوا، ر  نا وناب ز. فرال  بفوزباتفℒ وزنارئاب. 

(b) ذا نابإ ههن رف ب 𝑢(𝑡) ت 𝑣(𝑡) 2 زارتفبℒ 0 < وب هااًن فا، ت، وزنارئفب  ،واوتًعرإب لل {𝑡: |𝑢(𝑡) − 𝑣(𝑡)|2 ≥ 𝜀}  قفاس
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 .صف ي

(c) د ابزي را(b)رفب هب ، 𝜇{𝑡: |𝑢(𝑡) − 𝑣(𝑡)|2 > 𝑢(𝑡) هي إب {0 = 𝑣(𝑡)  ر  نا وناب ز. فرال. 

𝑢(𝑡)} ارز ض هب (و ا)الزتبلللتات الوزتا 19.4 ∶ ℝ → ℂ}  2 فℒ .تلزنب {𝜃𝑘(𝑡); 1 ≤ 𝑘 ≤ ، و االوزتا  لللا اتواوتًع وب الإ {∞

 .لها اوز ا  وزتاو  𝑢(𝑡) ارز ض هبت

𝑢(𝑡) = ∑𝑢𝑘𝜃𝑘(𝑡)

∞

𝑘=1

 

 :ا ز .م والوزتا الإ ا اتارز ض هب واوتًع 

∫ 𝜃𝑘(𝑡)𝜃𝑗
∗(𝑡) 𝑑𝑡 = {

 0   for  𝑘 ≠ 𝑗
 𝐴𝑗  for   𝑘 = 𝑗

∞

−∞

 

 الز. فب ر  فذا الزو فب..هافا ر. لا ز غا نفبم وتارعوب الأ قاد ال اًزرا فعواوتًع  }jA{  فث

(a) رف ب هب نا 𝑢𝑘  ر لالعفونب الزترف  ًنها ∫ 𝑢(𝑡) 𝜃𝑘
∗(𝑡) 𝑑𝑡

∞

−∞
 .kAت 

(b) هتا  ال اقع ∫ |𝑢(𝑡)|2𝑑𝑡
∞

−∞
 .{𝐴𝑘}ت {𝑢𝑘} ر لالع 

 (c)ارز ض هب 𝑣(𝑡) = ∑ 𝑢𝑘𝜃𝑘(𝑡)𝑘  فللث  𝑣(𝑡)   ًر  ًبوزنللاففللع. لهللا  للاقللع  هفهلللللللال ∫ 𝑢(𝑡)𝑣∗(𝑡)𝑑𝑡
∞

−∞
 نزللارم لل  

{𝑢𝑘, 𝑣𝑘 , 𝐴𝑘; 𝑘 ∈ ℤ}. 

𝑢(𝑡) رابزي اد الز تفا (18.4)ت (20.4) زنزج ًب (23.4)ت (22.4) هب   ز .م وب (a) رت ففه( با)بل 20.4 = 𝑣(𝑡 + ∆).  

(b) ت فعر  الصفغع الرت ففه  بابل ا  س ، 𝑤(𝑡) = ∑ �̂�𝑘𝑒
2𝜋𝑖𝑘𝑡 𝑇⁄

𝑘 :فث  �̂�𝑘 = (1/𝑇) ∫ 𝜔(𝑡)𝑒2𝜋𝑖𝑘𝑡/𝑇 𝑑𝑡
𝑇/2

−𝑇/2
. رف ب 

(𝑇/1)  .ف.فع، وب هاا هي قفوع  هنه ∫ 𝜔(𝑡) 𝑒−2𝜋𝑖𝑘𝑡/𝑇
𝑇 2⁄ +Δ

−𝑇 2⁄ +Δ
𝑑𝑡 هال للللللل باتي هف  (22.4)وت فال ا ز.اقال ر فلل للتلقع ، �̂�𝑘 ف

 .(23.4)ت

 هب: (27.4) ز ً  الوتا لع 21.4

lim
𝑛→∞,ℓ→∞

∫|𝑢(𝑡) − ∑ ∑ �̂�𝑘,𝑚𝜃𝑘,𝑚(𝑡)

ℓ

𝑘=−ℓ

𝑛

𝑚=−𝑛

|

2

𝑑𝑡 = 0 

 (a)وب وزكاف  ر  ناٍ غف  ه هب الزناوا هًل رف ب ℓ تn. 

 (b) ال  ف.ع الز  زز.ا ب رفها  هب النهافع وبز.لع ًبرف بℓ تn 4.4زلوفح: انل  الزو فب  .∞ إلأ. 

 (c) ر لللنا هًد، رف ب هب ال   )النهافع( نفبللله إذا ناب الكتج(𝑘, 𝑚) فث  ،𝑘 ∈ ℤ ت 𝑚 ∈ ℤ    وُ ز رع ر  ف.ع اًزرا فع تابلللزر ا ال

 الوااوفم الاكئفع زرتال لذلم الز زفب.هًله رال   ر  

: ،2ℒ الإ ا اتوب هاا  (24.4) التلقع ز .م وب (a)( تع   .ُ لو)الافتب ا 22.4  هي، رف ب هب 

lim
𝑛→∞

∫|𝑢(𝑡) − ∑ 𝑢𝑚(𝑡)

𝑛

𝑚=−𝑛

|

2

𝑑𝑡 = 0 

 (b)زناولفب ونفصلللللفب وب هاا إلأ (28.4) التلقعالزناوا ر   ر م |𝑡| > (𝑛 + 1

2
)𝑇 ت|𝑡| ≤ (𝑛 + 1

2
)𝑇 .  الأتاالزناوا  هبب رف 

 .nوم زكاف   0 إلأفبتأ 

 (c) وب هااn وم زكاف  0 إلأفبتأ آنفال هب الزناوا البان  ، رف ب الوت اا ℓ. 

 .τت tلنا وب زناوا وهللاًف  لهذا ًلأ هنه  ًب ز تفا رت ففه ًر  . t ر لالع زارتال  (40.4)التلقع الاكء الفبللا ي وب فوب ا  (زلف  )ال 23.4

𝑟 الابلللزر اار قد، tوب هاا نا  = 𝑡−  𝜏 اوا وب هاابد  ن r.  بد ناوا وب هااτ لا(40.4)التلقع وب  فوبلل صلللتا ًلأ الاكء الأ . 
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 زد ر.هافا الز.ا ب فنا.زه

𝑢(𝑡)} هبر ض ا (1ℒ ز تفا)ابزو ا فع  24.4 ∶ ℝ → ℂ} 1 زارمℒ لفنبت �̂�(𝑓)  .لفنبز تفا رت ففه له   أً   وتاب وت هي. 

 (a)  وب هاا قفد هنهب رف T  فنتب  ،نفافعل نرف ا∫ |𝑢(𝑡)𝑒−2𝜋𝑖𝑓𝑡 − 𝑢(𝑡)e−2𝜋𝑖(𝑓−𝛿)𝑡|𝑑𝑡 < 𝜀/2
|𝑡|>𝑇

نا قفد ت fنا قفد  وب هاا 

 > 0. 

 (b) اا قفد زا ا هًله، رف ب هب   ت Tوب ه ∫الوي |𝑢(𝑡)𝑒−2𝜋𝑖𝑓𝑡 − 𝑢(𝑡)e−2𝜋𝑖(𝑓−𝛿)𝑡|𝑑𝑡 < 𝜀/2
|𝑡|≤𝑇

نا قفد    اا  تقفد  fوب ه

 وبزو ا. �̂�(𝑓) . فُرف ب فذا هب   > 0صغف ا روا رفه النفافع لل 

 .�̂�(𝑓) ز تفا رت ففه فت هتل 2ℒ  زارم 𝑢(𝑡) هبارز ض . رهد نل فع رلن ف اا إلأه ف فذا الزو فب ف ا(ا)رلن ف  25.4

 (a)  هبب رف �̂�(𝑓) − �̂�𝐴(𝑓) زارمز تفا رت ففه لل تف 𝑥𝐴(𝑡)  وب 0له ال.فوع –A  إلأA فباتيٍ ت 𝑢(𝑡) رفوا ً ا ذلم. 

(b)  هتهح هن ه روا هب∫ |𝑢(𝑡)|2𝑑𝑡
∞

−∞
∫ وزناف ، رالزناوا  |𝑥𝐴(𝑡)|

2𝑑𝑡
∞

−∞
وبزتى  هيابزي د  .A   ًن وا 0إلأ  فبتأ هبفاب  

 .ال ونابر ز اهالبلفد الذي تنأ ال ائم ر  الون م ال فاه  تالو

 (c)هب ناقش ،(45.4ابزي اد وتا لع ال اقع )ر 

lim
𝐴→∞

∫ |û(𝑓) − û𝐴(𝑓)|2𝑑𝑡 = 0
∞

−∞

 

لفس رالهلل ت ا تات   .�̂�(𝑓)هب زُرف ب تات  هت رالصللتب هوا الاكء الاكء البللها الت ف  وب نل فع رلن للف اا. فت فذا إب  ول لع:

𝐴 ل    ا → ∫ لزناوال ∞ 𝑢(𝑡)𝑒−2𝜋𝑖𝑓𝑡𝑑𝑡
𝐴

−𝐴
بأ فذه النهافع وب هاا هباله ف وب نل فع رلن ف اا فت ت، 𝑓 لنا قفد   قفد إر ا فع لل نن

𝑓، الايزلف رفب ر ال اقع ًب ذلم ًلأ  نك ر لال ن ب هت �̂�(𝑓) .الوفز هع تال.فد الز. فرفع 

زارم 26.4 ( 2ℒ)  هبارز ض {𝑢(𝑡) ∶ ℝ → ℂ} ت{𝑣(𝑡) ∶ ℝ → ℂ} 2  فℒ  تهبa تb فع.ه 𝑎𝑢(𝑡) هب رف ب ً ا  ً.  + 𝑏𝑣(𝑡)  ف 

2ℒ .وب هاا 𝑇 > 𝑢(𝑡 هب رف ب ،0 − 𝑇) ت 𝑢(1
𝑇
 .2ℒ زتارمف   (

𝑢(𝑡)}ارز ض هب رت ففه(  رزناوارت ففه بلللللا )ًلقع بللللل 27.4 ∶ [−𝑇/2, 𝑇/2] → ℂ  2ف  زارمℒ. للتولفات  هفوفع إً اءر تب ت

  ل:رفُت أ  {𝑢(𝑡)}للزارم  بلبلع رت ففه رإب ون ت  ،ال فاهفع

𝑢(𝑡) = lim
ℓ→∞

𝑢(ℓ) (𝑡)     where   𝑢(ℓ)(𝑡) = ∑ �̂�𝑘𝑒
2𝜋𝑖𝑘𝑡 𝑇⁄

ℓ

𝑘=−ℓ

rect(
𝑡

𝑇
) 

�̂�𝑘 = 1/𝑇∫ 𝑢(𝑡)𝑒−2𝜋𝑖𝑘𝑡/𝑇
𝑇/2

−𝑇/2

𝑑𝑡. 

(a) وب هاا تات و تيفا ال   التل 𝑡 ∈ [−𝑇/2, 𝑇/2]الز.ا ب؟ وبنتع فذا ال ًب ال.تا فوننناواذا  ،لار   اا ناب الاتاب  ؟ 

(b)  فا ز تفا رت ففهû(𝑓) = ∫ 𝑢(𝑡)𝑒−2𝜋𝑖𝑓𝑡
𝑇/2

−𝑇/2
𝑑𝑡 قفد  وتات  وب هاا ناfا  ح ذلم؟ ؟ 

(c)  رت ففلله لواوتعز تفللا  زه  ل ون ل �̂�(ℓ)(𝑓)فت   𝑢ℓ(𝑡) ا = ∑ �̂�𝑘𝑇sinc(𝑓 𝑇 − 𝑘)
ℓ
𝑘=−ℓ .  ل لل ℓ ر  ا →  ، فنتب∞

�̂�(𝑓) = lim
ℓ→∞

𝑢ℓ(𝑓)  توب بد ،  

�̂�(𝑓) = lim
ℓ→∞

∑ �̂�𝑘𝑇sinc(𝑓𝑇 − 𝑘)

ℓ

𝑘=−ℓ

 

باتيفذه الوتا لع  زز .ملواذا  رف ب ًلأ ن ت وتاك 𝑓 وب هاا نا قفد رالز ∈ ℝ .هال ب ف  ر �̂�(𝑓)} هب هف ∶  𝑓 ∈ ℝ}  فوهار زواوال وُ    ا.، 

{�̂�(𝑘 𝑇⁄ ) ∶ 𝑘 ∈ ℤ}  1 وهاًفات ًن 𝑇⁄. 

ب  وا غالرال  )هيذ التفنات( 28.4 مواوتع رقفوع الزناوا زُ.    ترم: وُ.  



 أشكال موجات المنبع والقناة

129 
 

∫ 𝑔(𝑡)𝑑𝑡 ≈  𝛿∑𝑔(𝑘𝛿)

𝑘

∞

−∞

 

 (a)  هنه إذا نابب رف 𝑢(𝑡)  وُ      كوع الزو ف  الونيفض رلللللللل  .ف. ،  وزناففعزارم  اقعW Hzهاا ، رإب الز. فب الآنف فت زواوال وب 

𝑔(𝑡) = 𝑢2(𝑡) إذا نانت 𝛿 ≤ 1/(2W):؛ هي، رف ب هب 

∫ 𝑢2(𝑡)𝑑𝑡 =  𝛿∑𝑢2(𝑘𝛿)

𝑘

∞

−∞

 

(b)  هنه إذا نابرفب 𝑔(𝑡)  وُ      كوع الزو ف  الونيفض رل  .ف. ،  وزناففعزارم  اقعW Hz توب هاا ،𝛿 ≤ 1/(2W) :رإب  

∫ 𝑔(𝑡)𝑑𝑡 =  𝛿∑𝑔(𝑘𝛿)

𝑘

∞

−∞

 

 (c) ناب ذاهنه إرفب 𝛿 > 1/2Wر نا ًاد.وبا فذه التلقع ًن فا ل فتا  ، ر 

𝑢(𝑡)} لزارم و  ت  ال كوع الز   فع الوزر.فع ال اقع فبللللزت ض فذا الزو فب نوفع ع(ف)  اات ال   29.4 ∶ [−𝑇/2, 𝑇/2] → ℝ  يا ج

صف فع. لفنب 𝑇 الون .ع الز  زنتب رفها وتاولت هيذ التفنات غف   = 1 (2W) = ص فح كتا  وتاب وت أ. تلفنب nت ⁄1    ً 

𝑢𝑘 = (−1)
𝑘 وب هاا −𝑛 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛، ت𝑢𝑘 = |𝑘| وب هاا 0 > 𝑛رف ب هب . |𝑢(𝑛 + 1

2
فزكاف  ر تب     وم زكاف  ن. ع النهافع  |(

n. رف ب هب |𝑢(𝑛 +𝑚 + 1

2
)| > |𝑢(𝑛 − 𝑚 − 1

2
0  فث mوب هاا نا ً   صللل فح  |( ≤ 𝑚 < 𝑛 رنلوات هي ى، زؤ ي إكا ع .

,𝑛−] إلأ اتا هغلب  اقع ن. ع التفنع ز.م يا ج الوااا 1/2ن.ا  هيذ التفنات رل  𝑛]. 

,W−∆]نل فع هيذ التفنات ر  الوااا ) 30.4 ∆+W]) (a)   زلوفح: ابللللزي اد قتاً  (70.4)زأن  وب كتج ز تفا رت ففه التا   ر .

rect(𝑓)الز.ففس تالإكا ع ر  ↔ sinc(𝑡) .  

 (b) .لت الزتبتات وزتاو ا  زلوفح: رفب هب ز تفلت رت ففه الوتار.ع وزتاو ا.رف ب هب الزتارم الز   ن 

(c)   وزتاو ا. (74.4)رف ب هب الزتارم التا   ر 

 الز فع ا النرهللا للنالأ بللألع. ز لل ح فذه الوا     وُ تلف  إ للا ات  كوع ال.اً فع رو الات وب الوهد ز ( ه فانال و ااو  ت ا الال زتارم)ال 31.4

  .ز .م فذا

 (a)للزارم تا  ز تفا رت ففهه 𝑔(t) = sinc2(W𝑡) .  ب ههله𝑔(𝑡)   ال كوع إلأو  ت𝑓 ≤ W  نلل وب  بللللدتا 𝑔(𝑡) ت𝑔(𝑓) .

 .ر  الوبزتي الز   ي( لزلف  اله ب ر  وبزتي الكوب فنارئ ا هبزذن   )زلوفح:

(b) فنب رتلل  𝑢(𝑡) ل .فللال  2ℒال زللا ف زو  . لأ ال وبللللل ل.للاًلل فللع إ ل كوللع ا 𝑓 و لل ت  ا ≤ W  رم 𝑢(𝑡) )فللذا فتن  هنلله زللا =

∑ 𝑢(𝑘𝑇)sinc(𝑡 𝑇⁄ − 𝑘)𝑘 )للفللث  (𝑇 = 1 2W⁄لللفللنللب . 𝑣(𝑡) = 𝑢(𝑡) ∗ 𝑔(𝑡) .   ًللب ًللرلل  𝑣(𝑡)  الللتللفللنللات رلل لالللع 

{𝑢(𝑘𝑇); 𝑘 ∈ ℤ} للزارم 𝑢(𝑡) تالإكا ات {𝑔(𝑡 − 𝑘𝑇); 𝑘 ∈ ℤ} للزارم 𝑔(𝑡). :الاكء  ر  مابللللزي د  بللللتواز زلوفح(a) ز.ففدل 

𝑔(𝑡) ∗ sinc(𝑡 𝑇⁄ ). 

 (c) رف ب هنه إذا نانت التفنات الونفصلعT-spaced للزارم 𝑢(𝑡) رإببالرع لفبت ، 𝑣(𝑡) ≥  .𝑡 وب هاا اوفم قفد 0
(d)  لواذاا  ح ∑ sinc(𝑡 𝑇⁄ − 𝑘) = 1𝑘  .𝑡 وب هاا اوفم قفد  
 (e)ابزي اد ر(d)، هب رف ب ∑ 𝑔(𝑡 − 𝑘𝑇) = 𝑐𝑘 وب هاا اوفم قفد 𝑡 تا  البارتهت c. ر   لزلوفح: ابزي د ازلوفح(b)  هي ىو ا. 

 (f)هبارز ض  الآب 𝑢(𝑡)   رع ر  الاكء ت   وُ نوا ف(b)،  ز .م هفهال 𝑢(𝑘𝑇) ≤ 𝑘 وب هاا اوفم قفد 1 ∈ ℤ .رفب هب 𝑣(𝑡) ≤ وب  2

 .𝑡 هاا اوفم قفد

 (g)للزارم بوح ا𝑢(𝑡) وم فنتب ً. فال، الآب هب |𝑢(𝑘𝑇)| ≤ |𝑣(𝑡)| ب هبرف  . 1 ≤  .𝑡 وب هاا اوفم قفد 2

rect (𝑡 إب للزارم)الواوتًات الوزتاو ا(  32.4 𝑇⁄ 𝑗ت 𝑘𝑇 رالو.ا ف  فعالز   ت فعكونال إكا ازه هنه إهارع إلأتف   ع ووفكا ا ال فياص ( 𝑇⁄ 

sinc (𝑡نوا هب للزارم  وزتاو ا. عواوتً  زفب، فُ للللن اًلأ الز 𝑇⁄  للزارمهي ى ف  زتوفوات  زتارم  لللل حبللللن ع ذازها.فالياصلللل فذه (
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rect (𝑡 𝑇⁄  .T = 1 ايز للزربف  هوع. نفس الياصع الو لها ،(d) إلأ (a) الأاكاءله  ر  فنوا ب ،تالز  (

,1−] زنتب غف  صلللف فع ر.  ًلأ الوااا هببلللوح تفُ  1ت 0.فد الر.   زتارمأيذ فذه الز 1−] وب ر لال  [1 2⁄ , 1 2⁄ نوا فت وم الزارم  [

rect (𝑡) . لل.فت  الزالفع: و ..عل ر نا تاهح، زتزر  الزتارم فنا 

𝑝(𝑡) = 𝑝2(𝑡) 
 (108.4) (0/1)ياصفع    𝑡 وب هاا اوم قفد

𝑝(𝑡) = |𝑡| هااوب  0 > 1 (109.4) 

𝑝(𝑡) = 𝑝(−𝑡)  وب هاا نا قفد𝑡    ) (110.4) )زنال 

𝑝(𝑡) = 1 − 𝑝(𝑡 − 0 وب هاا (1 ≤ 𝑡 < 1/2 (111.4) 

1/2 وب هاا هفهلال  (111.4)ال ل   فز .م ، (110.4)ع فول لع: ربلرب الياصل < 𝑡 ≤  الوف  ا ا ن.الر   𝑝(𝑡) هب فهلال هلا ل  .1

𝑡 =  ر  زاافا فذه الن.ا  يلا ن.ا م.      رأنتزؤب  رأي ياصع زتاو فع، لذا  لا ±1/2

 

(a) هب رف ب 𝑝(𝑡) وزتاو  وم 𝑝(𝑡 − 𝑝(𝑡)𝑝(𝑡 زلوفح: قف د. (1 − 𝑡قفد  ناوب هاا  (1 ∈ [0, 𝑡رفوا ً ا  [1 = 1/2. 

 (b)رف ب هب 𝑝(𝑡) وزتاو  وم 𝑝(𝑡 − 𝑘)  نا ال.فد الص ف عوب هاا 𝑘 ≠ 0. 
 (c) رف ب هب𝑝(𝑡) وزتاو  وم 𝑝(𝑡 − 𝑘)𝑒𝑖2𝜋𝑚𝑡  ال.فد الص ف عوب هاا 𝑚 ≠ 𝑘 ت 0 ≠ 0. 
 (d)ب هب ف  وم  𝑝(𝑡) ر زتللاولل   فد الصللللل ف للع   𝑝(𝑡)𝑒2𝜋𝑖𝑚𝑡 و . ل 𝑚وب هاللا نللا ا ≠ د   . 0 ف  ق وفح:  ل 𝑝(𝑡)𝑒−2𝜋𝑖𝑚𝑡ز +

𝑝(𝑡 − 1)𝑒−2𝜋𝑖𝑚(𝑡−1). 
(e) لزنب ℎ(𝑡) = �̂�(𝑡) فث  �̂�(𝑓) للللف  ز تفا رت ففه ل 𝑝(𝑡). ت  إذا.. 𝑝(𝑡)  هب إلأ فؤ ي، فا فذا (4) إلأ (1)اليصائص وب 

ℎ(𝑡)  وزتاو ا وم رأنهازوزلم الياصع ℎ(𝑡 − 𝑘)𝑒2𝜋𝑖𝑚𝑡 هي وب الت  فب الص ف فب ناب  فبوا 𝑘  هت𝑚 غف  صف ي؟ 

 ر  فذه الوبألع.، لا فز لب تات  ًولفات  بارفع ول لع: غالرال 

∋ 𝑣(𝑚)(𝑡),𝑚 وب الزتارم 2ℒ لبلللبلللع وبالا ئهن لل)النهافات(  33.4  ℤ,𝑚 > limر فث هب  0
𝑚→∞

𝑣(𝑚)(𝑡) =  𝑡وب هاا اوفم قفد  0

.lتالز  وب هالها فنتب  i. m.
𝑚→∞

𝑣(m)(𝑡) . 2إلأ ز.ا ب لا فؤ ي  ر  نا وناب .ا بالز هبب رف   ،ي آروتنأ  غف  وتاتℒيذ رتفب . زلوفح :

 الكونفع. الإكا عالاًزرا  

ه)الز 34.4 بالال  للللت  �̂�(𝑓)فنتب   فثر ( هتا  و = ااوب  0 |𝑓| ه > 3W  ااوب تغف  صللللف ي W ه < |𝑓| < 3W وا تلنب  ًن 

𝑇 = 1 (2W)⁄ فنتب ،𝑠(𝑘𝑇) = 𝑣0(𝑘𝑇) ( ُوا فت و اا (77.4)ف ر  ت   ن 𝑘 اوفم قفد وب ه ∈  ℤ.) :نارئ ب هلا ل  زلوفح لم فُ ذ

|𝑓| وب هاا �̂�(𝑓)ت ŝ(𝑓) ز .فم الوباتاا رفب ≤ W . (10.4)انل  لل نا. 

ه)الز 35.4 إلأ ل  نن ،. لزانب ال بللارات الوت. االز. فرفع ال كوع ال.اً فع لإ للا اتهيذ التفنات  لل ح وصللود وب هاا  زال ( الزو فب ال للت 

 اتا. ا(وت ا الذي فاب هب زؤيذ ًن هال 1/3هي زؤيذ التفنات ًن  ) 1 تروت ا هيذ ًفنات 3/2 إ لللللا ا و  ت ا ال كوع ال.اً فع إلأ

𝑢(𝑡)ًلأ تاه اليصتص  = sinc(3𝑡). 

 (a)ا بللللد �̂�(𝑓) . زللارما بللللد ال 𝑣𝑚(𝑓) = rect (𝑓 − 𝑚)  وب هاللا نللا ًلل   صلللل فح m ر فللث 𝑣𝑚(𝑓) ≠  . لا ل هب0

û(𝑓)  = ∑ �̂�𝑚(𝑓)𝑚 
 (b) ز تفلت رت ففه التنبفعا بد 𝑣𝑚(𝑡) .)الاكء ال .ف.  تالزيلفل  إذا ناب ً. فال( 
 (c)ت هب  ز .م ورا لل ا وب الوتا لا 𝑢(𝑡) =  ∑𝑣𝑚 (𝑡) . :الافر  للزارماكء الًر ت ًب  إذا هبللهافصللرح فذا زلوفح sinc  نواوتع
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 ًُ  .ع. فقتى 

 (d)الافر  ز .م وب الزتبم sinc  ُغف  صف فع ر  الزتبم(.   ت )فتا  ر.  بلث . (73.4) ب. ا،الو 

 (e) هاا الز. فبوب 𝑠(𝑡) = 𝑢(0)sinc(𝑡) ،تا  ال اقع ر  الف م رفبه 𝑢(𝑡) ت 𝑠(𝑡)   ال  ت ترب. 

ه( 36.4 𝑣𝑚(𝑡) لفنب. 2ℒت 1ℒ الذي فت �̂�(𝑓) التنب  للزارم ز تفا رت ففه 𝑢(𝑡) لفنب )الز ت  = ∫ �̂� (𝑓)rect(𝑓𝑇 −𝑚)𝑒
2𝜋𝑖𝑓𝑡𝑑𝑓 

𝑣𝑛(𝑡) تلفنب = ∑ 𝑣𝑚(𝑡)
𝑛
−𝑛. 

(a)   ب هبرف |𝑢(𝑡) − 𝑣𝑛(𝑡)| ≤ ∫ |�̂�(𝑓)|𝑑𝑓
|𝑓|≥(2𝑛+1)/𝑇

𝑢(𝑡) ترالزال  هب  = lim
𝑛→∞

𝑣(𝑛) (𝑡)  وب هاا ناt. 

 (b) الافر  ب الزتبللللمهرفب sinc  ُا،الو  . رال  (76.4) ب  يهت 𝑡قفوع  هي وب هاازلوفح:  .𝑡وب هاا اوفم قفد  فز.ا ب ر  نا الن.ا  ز. ف

ε > 𝑢(𝑡)| ر فث nايز  ، 0 − 𝑣𝑛(𝑡)| ≤ ε/2 هاا نا. بد وب 𝑚فث  ، |𝑚| ≤ 𝑛 ،  م تبلللل𝑣𝑚(𝑡) تفنات ر  ون للللت  هيذ ال

𝜀  نارفع لإر.اء الي أ هقا وب   ت رابزي اد 

4𝑛+2
. 

ه(  37.4  .1ℒهفهال  �̂�(𝑓) ناب إذا 1ℒ ف  (83.4) ر  �̂�(𝑓) هبرفب  (a))الز ت 

(b)  لفنب�̂�(𝑓) = ∑ rect[𝑘2(𝑓 − 𝑘)]𝑘≠0 .  هبب رف �̂�(𝑓) 1 تفℒ 2تℒ. لفنب 𝑇 =  .2ℒ لفبلللت �̂�(𝑓) هب برف  ت �̂�(𝑓) وب هاا 1

 .�̂�(𝑓)ت ت�̂�(𝑓)  بدزلوفح: ا

 (c)رف ب هب �̂�(𝑓) ز .م لاlim
|𝑓|→∞

�̂� (𝑓)|𝑓|1+𝜀 = 0 . 

ه(  38.4 𝑢(𝑡) لفنب)الز للللت  = ∑ rect[𝑘2(𝑡 − 𝑘)]𝑘≠0هبب رف  ، ت 𝑢(𝑡)   2فℒ .تا ه 𝑠(𝑡) = ∑ 𝑢(𝑘)𝑘 sinc(𝑡 − 𝑘) هنه ب رف  ت

∑ تا ه .2ℒتلا  1ℒ لفس 𝑢2𝑘 (𝑘) ( فنا.66.4تفنات )لا زُ ر م وتا لع  اقع هيذ ال  لواذا رب  ت 
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 الفضاءات الشعاعية وفضاء الإشارة .5

 مقدمة

  المتعامد اننننننننننةن امتدادات متعامد  با ننننننننننت،دام مجةوعات من انتوابس   كن أن  تدّ  u(t)تابس ℒ2  ألوجدلاا في انف ننننننننننل انبننننننننننابس أن 
 كن أن  u(t)المعتةد  عل  المبنننننننننننننننافات ان م ية نذن  فإن انتابس  Tالموزون والم ج يات اتي ية  sincكيالم ج يات اتي ية المعتةد  عل  تابس 

;𝑢𝑘,𝑚} مثلعير م تهية حدود دد ببلبلة ا −∞ < 𝑘,𝑚 < ∞}. 

 في معاتة الم فوفات ن ا ت،دام م يلح انشعاع مفيد جداا حيث إ شعة  كيعان اا  n  (n-tuples)م فوفة الأعداد  شار إ   ياا ه د 
و ت ذ مما . ℂ𝑛 الأعداد انت،يلية تبننة وم ننفوفة  ℝ𝑛 ان ولاية انبننابقة. وإن مجةوعة الم ننفوفات ان ولاية المكولاة من الأعداد الحقيقية تبننة 

 نن س أن أهي خ ننايص هذه الم ننفوفات ت ي س أ ضنناا عل   ننم ننل لاغايية معدود  من الأعداد الحقيقية أو انعقد ة. كيةا ألا  لا     ي أن 
 .ℒ2  كون مفاجئاا  بعد انعود  ن تايج انفقرات انبابقة  أن هذه الخ ايص ت ي س أ ضا عل  أمواج

( ج  اا إ  ج ت مس مجةوعة n-tuplesالم نفوفات الحقيقية ان ولاية مجةوعة الأشنعة هو أ نا ناا ع ار  عن مجةوعة أعراض )مثل إن فضناء 
من عواعد لمعاتة هذه الأعراض. ثمة مجةوعة من ان د هيات ان  ت نننف بدعة كييفية عةل هذه الأعراض وانقواعد ان اظةة لها. أ ة خ نننايص 

تلبي  ℂ𝑛 و ℝ𝑛 أن ت ي س عل  أل فضننننناء أشنننننعة  وهذ  ع  أل مجةوعة من الأعراض ان  تلبي تل  ان د هيات. تت س تل  ان د هيات عت
 تل  ان د هيات. ت ي س عليها أ ضاا  ℒ2 هذه ان د هيات  و وف لارى أن انبم ل المعدود  وأمواج

تيو ر خواص  أ ضننناا ونة لافبنننها ان   كن نبنننهباتيو ر الخواص انعامة نفضننناءات الأشنننعة من هذه المبنننلةات  كن لحبنننن الحظ  فإلا  
نتيو ر لامر  عامة ه د نننية ( ℝ2 وبانتجد د)كيةثال  ℝ𝑛 ولحبنننن الحظ أ ضننناا  ك  ا ا نننت،دام. ℝ𝑛 ℂ𝑛 محدد  نلجالات الخاصنننة نكل من

 عن فضاءات الأشعة عةوماا. 
 ذ م لامر ة الات نننالات انرعةية الحد ثةأ نننل تبنننة  أ ضننناا فضننناء الإشنننار  وهو أحد  نننوف ان  تمثل فضننناء شنننعاعي  ℒ2 مجةوعة توابس

 .Jacobs [35]و Wozencraftشيوعها من خمل انكتاب المرجعي لمؤنفي  
   ل  فضاء الإشار  الخواص انتانية:

عل  ان من وانتدد  بل تعتةد فقط عل  انعمعات بذ ومجةوعالا  (الإشننننننننننننننناراتالأمواج )عتةد انعد د من وجهات ان مر عن تلا • 
  الأشعة.

 فضاء الأشعة. بدلانة م يلجاتالمتعامد  بشكل جيد  الامتداداتتمهر • 
ج لابرهن انعد د من ان تاي  ات جعل تعالج انتبنناؤلات المتعلقة بان ها ات وانتقر ت ببننهونة في فضنناء الأشننعة وهذا هو أحد الأ نن اب ان• 

 في هذا انف ل. رابسالمتعلقة بانف ل ان
 

 المبرهنات والسمات الأساسية لفضاء الأشعة 1.5

ومجةوعة من    هذه الأشننعةلعةل علنقواعد انمس مجةوعة من   أشننعةان  تبننة   v  υ هو مجةوعة من انع اصننر υ انفضنناء انشننعاعي
في  ننياق هذا انف ننل   كن أن تكون ن رض المعاتة  𝔽 70الأعداد انبننلةية. إن مجةوعة scalarsمدرجات انع اصننر الإاننافية ان  تبننة  

ي انشعاع انفضاء بة  انفضاء انشعاعي انذل  تعامل مس الأعداد الحقيقية  .ℂ أو مجةوعة الأعداد المركي ةℝ  إما مجةوعة الأعداد الحقيقية
 .انعقد ةانفضاء انشعاعي  بة   انعقد ةوانذل  تعامل مس الأعداد  الحقيقي

وه ا تمثل الأشننننننعة   ننننننفوفات لاولاية من الأعداد الحقيقية. حيث تمثل  ℝ𝑛71 المثال الأكيثر شننننننيوعاا عن انفضنننننناء انشننننننعاعي الحقيقي هو
بفضناء إعليدل قمقي  عل  غو مشناب ه د نياا ℝ3  . تمثل اعةوعةبنتولالمب قط انةن ℝ2    وتمثل الأشنعة فيبنتو  ه د نياا  ℝ2  اعةوعة
 .الأبعاد

                                                           
  مكن تع  ف فضاءا/ الأشع  بح ث تكون ا مد جا/ عناص  في حقل عشواأي. كما أنه   س ض و  اً في هذا ا س اق ا توسع في مفهوم ا حقول. 70

وبشكل أكث  . tuples-n على أنه فضاء ℝ𝑛 ا غا ب   ا عظمى منهم تنظ  إ ى بعد، إلا أن nعلى أنه صف فضاء أشع  حق قي ذو  ℝ𝑛 فضل ا عد د من ا دا س ن تع  ف  71
 وذ ك  كونها تسم   أكث  ملاءم . ℝ𝑛سوف  ستخدم دوماً كمثال على  n-tuples فضاء فإن أهم  ،
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 .عقد ةمجةوعة الم فوفات ان ولاية المكولاة من أعداد وانذل  ثل   ℂ2 انعقدل هوإن المثال الأكيثر شيوعاا عن انفضاء انشعاعي 
م ي ة في الأ فل  وتي س عل  أل فضاء عشوايي وبانتجد د عل  انفضاء ن انشعاعيذ الحقيقي  υ المبره ات المتعلقة بانفضاء انشعاعي

 اندرا ة:وانعقدل عيد 

 واقس الخواص انتانية:v و u بة  مجةوع  v + u  υ  وجد شعاع فر دu  υ و v  υمن أجل كيل  اتةس:1. 
 (a)لخاصية انت د لية:اu + v = v + u  
 (b)لخاصية انتجةيعية: اv + (u + w) = (v + u) + w  من أجل كيلv  u  w  υ 

 (c) 0 دالخاصية ان فر ة:  وجد ع  ر فر  υ  اقسv + 0 = v من أجل v  υ 

 (d)الخاصية انبل ية: من أجل v  υ فإلا   وجد شعاع فر د – v  υ :اقس v + (–v) = 0. 

 واقس: انبلةي vو  ء بة  ادا υ  v  وجد شعاع فر د υ  v وكيل شعاع  عددمن أجل كيل : 72انبلةيداء ات 2.
 (a) :الخاصية انتجةيعيةα(βv) = (αβ)v  من أجلv  υ والأعداد β وα. 
 (b) 1انواحد ة فإن  الأعدادانضرب بواحد: من أجلv  = v  من أجلv  υ. 

 انقوالاذ انتوز عية:3. 
(a)  الأعدادمن أجل كيل α وكيل الأشعة v, u  υ  :فإنα(u + v) = αv  + αu. 
(b)  الأعدادمن أجل كيل α   β والأشعةv  υ  فإن(α + β) v = αv  + βv. 

 وفس الإاافةعرف . تقيقيةالحلأعداد من ا }nv, …, 1v{ صف nهو من مرت ة  vفإن انشعاع  ℝ𝑛 من أجل فضاء شعاعي :1.1.5مثال 
)nu+  nv, ..., 1u + 1v= ( u+  v الأعداد انبننننلةية حيث 0 (0 ,... ,0) =  لي و عرف شننننعاع ان ننننفر كيةا α  الأرعام الحقيقية وتعرف هيvα 

 .ℝ2 من أجل (1.5)في انشكل  ه د ياا  وهذا مواح )nv, ..., 1v(وفس 
والأعداد أعداد عقد ة صننننننننننف من  nذا  v في كيون تلف ع   فقط إلا ألا   ℝ𝑛 مماقل نلشننننننننننعاع ℂ𝑛 إن شننننننننننعاع انفضنننننننننناء :2.1.5مثال 

.  تتت حقيقية أعداد ة ربع كون محدداا ب ℂ2 ن أل شننننعاع في كن تمثيل  ه د ننننياا ببننننهونة لأ لا ℂ2 كيةا لامحظ أن  .عقد ةانبننننلَّةية هي 
 .ℂ2و ℝ2 عل  انقارئ انتجقس من ان د هية من أجل كيل من

 
 
 

ه   .مٌثِّل/ الأشع  بنقاط أو بخطوط موجَّ
 .0على نفس ا خط من ا نقط   uو αu قع ا جداء ا سلَّمي 

  نص  انون ا توزّع أن ا مثلثا/ تتدّ ج على نحو صح ه.

 

 
في ا مساااتوى  2vوعمودي  1vبنقط  ذا/ إحداث  ن أفقي  2v, 1v= ( v(.  مثَّل ا شاااعاع ℝ2 ا تفسااا   ا هندساااي  لفضااااء :1.5الشااكل 

ه من مبدأ الإحداث ا/  ، في بعض v.  مكن ا نظ  إ ى شاااااعاع vوحتى ا نقط   0الإ ل دي.  مكن ا نظ  إ  ها على أنها ا خط ا موجَّ
ه من نقط  غ   نقط  ا صااااف  )ا نقط  w = u – vالأح ان، كما في ا حا    في هذه ا حا  ( إ ى نقط  أخ ى  v، على أنه خط موجَّ

uدلّ هذا ا تفس   ا هندسي على مفاه م ا طول وا زاو  ، غ   ا م تضمَّن   في ا بد ه ا/. ست د س هذه ا قض   تفص ل اً ف ما بعد  .. 

قيقية الح الأعدادمن  انع  نننننننر انوحيد هو انشنننننننعاع ان نننننننفرل ومن أجل كيل   وجد فضننننننناء شنننننننعاعي عدا الأهمية  كون في   :3.1.5مثال 
0وانت،يلية  كون  وذن  ما   وبانتالي تعرف انفضننننننناءات انشنننننننعاعية ذات الأهمية ب غا انفضننننننناءات ان  تمل  أكيثر من ع  نننننننر واحد 0 = 

                                                           
 في هذا ا كتاب. ، و ن نقوم بإعادة د استهاℂ𝑛و ℝ𝑛، باستخدام ا قواعد ا مع وف   كل من scalars عمل ا/ ا جمع وا ط ح والإضاف  وا قسم  ف ما ب ن الأعداد 72
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 . لافتا  دوماا دون أل توايح إاافي
∑ ن اعةوع اوددإت ادل فيةك  ا أن لاقول انتابط و انمبره ات  إ مر وبان  𝛼𝑗𝑣𝑗𝑗  أعواس  دون الحاجة إ   ملت ل عرف بشنننننننننننننننكل عير

 .}jv{ نلأشعة اعةوع الخييوهذا اعةوع  بة   هو شعاع jvهو عدد  لةي و jحيث 
كيشعاع فإلا ا   t(v(ع دما لا مر نلإشار   73شعاعي.لا ذّ تانياا أن مجةوعة الأمواج انعقد ة ذات انياعة اودود   كن انتع ير ع ها كيفضاء 

تعبر أحيالااا عن تابس وأحيالااا أخرى  v(t)الإشار  بشعاع وانثاني هو أن الإشار   نمثلالأول ألا   ذكيرلاا ب لا ا  وذن  نب  ذ. vبانرم   لاعبر ع ها
 .ع   ا هذا ان ةوض vوبانتالي فإن تمثيل الإشار  بشعاع  tعيةة محدد   ع دعن عيةة هذا انتابس 

 αv انبنننلةيداء اتوبانتالي فإن ة v(t) + u(t) انقيةة tكيل فيها   mappedتقابل بير قة واانننجة كيإشننار  حيث  u + vل شننعاع اتةس  ثّ 
 .0قيةة ان tكيل فيها  تقابل بإشار   0 عرف انشعاع . كيةا αv(t) انقيةة tتقابل فيها كيل   عرف كيإشار 
إشننننننارتذ محدودتي  u + v ةوعمجونبرهان أن   ههذتمثيل فضنننننناء الإشننننننارات ب ننننننعوبة انتجقس من مبره ات انفضنننننناء انشننننننعاعي لا تتةي  
أعداد  u  v إذا كيالاتكيةا ألا    مجةوع إشننارتذ عابلتذ نلقياس هو إشننار  عابلة نلقياس. نكونأ ضنناا محدود الا ننتياعة هو  vو uالا ننتياعة 
𝑣| عقد ة فإن: + 𝑢|2 ≤ 2|𝑣|2 + 2|𝑢|2:  وم   

∫ |𝑣(𝑡) + 𝑢(𝑡)|2𝑑𝑡 ≤ ∫ 2|𝑣(𝑡)|2𝑑𝑡 + ∫ 2|𝑢(𝑡)|2𝑑𝑡 < ∞
∞

−∞

∞

−∞

∞

−∞

 
(1.5) 

ة vمن ا ننننتياعة  𝛼|2|قدار أكيبر  محدود  أ ضنننناا وهي تمل  ا ننننتياعة   vتمل  ا ننننتياعة محدود  فإن  vإذا كيالات وبشننننكل مشنننناب   
 وبانتالي  كن انتجقس من انفرايات الأخرى وبره تها.

ل أ ضاا فضاء تشك انعقد ة الأعداد انبلةيةتعر ف أس وجداء إاافة إ  اتدال انبابس أن مجةوعة الإشارات محدود  الا تياعة  بذّ 
 .اا قيقيح اا الحقيقية تشكل فضاء شعاعي الأعدادوأن مجةوعة الإشارات محدود  الا تياعة اةن تعر ف أس وجداء  عقد اا  اا شعاعي
 

 الفضاء الشعاعي محدود الاتجاهات 1.1.5

1v ,... ,خيي نلأشنننعة  تركييتهو  υ  v إذا كيان كيل شنننعاع  υ امتداد مجةوعةتبنننة  وان   υ  nv, ..., 1v مجةوعة الأشنننعة spanتمتدّ 

nv . في مثالنيكن nR  = (1, 0, 0, ..., 0) 1e  2 (0 ,... ,0 ,1 ,0) =وأنe (1 ,... ,0) =وأن  ne  انواحد ةالأشننننننعة هي n نلفضنننننناء ℝ𝑛 . تمتد
∋ 𝒗 ولامراا لأن شعاع nRة نلةجةوعة  شعة انواحدالأ  ℝ𝑛 :كن أن  ثل كيةجةوعة خيية )تركييت( من الأشعة انواحد ة  أل  

𝑣 = (𝛼1, … , 𝛼𝑛) =∑𝛼𝑗𝒆𝑗

𝑛

𝑗=1

 

1e ,لأن  دود الأبعادمح ℝ𝑛 وهكذا فإن. υتمتد عبر  nu, ..., 1uأشعة محدود  مجةوعة إذا وجد  الأبعادمحدود  υانفضاء انشعاعي   كون

ne...,  تمتد عبره  وبشننكل مشنناب  فإن ℂ𝑛 الأبعاد. إذا لم  كن محدود   كنυ  و نن رى فيةا  ةفضنناء عير محدود الاتجاهاتمحدود الأبعاد فهو
 فضاء ذل أبعاد لا مت اهية. هو ℒ2 بعد أن

∑ تكون مرت ية خيياا إذا دققت انعمعة υ  nv, ..., 1v مجةوعة الأشننننننننننننننعة 𝛼𝑗𝒗𝑗 = 0
𝑛
𝑗=1  لا ان   الأعداد انبننننننننننننننلةيةمن أجل بعير

 :ألمس الأشعة الأخرى.  ةخييمجةوعة  كون  kα 0 ≠تكون في   kvكيد أن كيل شعاع ؤ ان فر وهذا  بعير م ها باول  
𝒗𝑘 =∑

−𝛼𝑗

𝛼𝑘
𝒗𝑗

𝑗≠𝑘

 

∑ مبنننننننننننتقلة خيياا إذا لم تكن مرت ية خيياا أل إذا كيانتكون  υ  nv, ..., 1v كيةا أن مجةوعة الأشنننننننننننعة 𝛼𝑗𝒗𝑗 = 0
𝑛
𝑗=1  من أجل كيل

 .وذن  لأعراض الاخت ار كيلةة لجخيياا لج ع د انتع ير عن الارت ان والا تقمل  غذفان  تباول ان فر.  الأعداد
 فيكيع اصر تكون مبتقلة خيياا وبشكل مشاب  تكون مبتقلة خيياا    ℝ𝑛 ان  تمثل ع اصر في ne, ..., 1e من انوااح أن أشعة انواحد 

                                                           
 .ا مكافئ وا ذي سنقوم ببحثه لاحقاً  ℒ2.  تمحو  هذا ا ف ق حول اصطلاح ℒ2 هناك اختلاف هام ب ن فضاء الأشع  ا ذي  منا بتع  فه وذ ك ا ذي سنع فه لاحقاً بمسمى 73
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ℂ𝑛 . 
ولهذا فإن  مبنننننتقلة خيياا.  وكيالات υامتدت هذه اعةوعة عبر إذا  υأ ننننناس انفضننننناء  عل  أغا υ  nv, ..., 1v تعرف مجةوعة الأشنننننعة

 .ℂ𝑛 أ اس انفضاء تشكل ℂ𝑛 كيع اصر من  انواحد ةوبشكل مشاب  الأشعة   ℝ𝑛 أ اس انفضاء تشكل ne, ..., 1e ة شعة انواحدالأ
 أو أل كيتاب عن اتبر الخيي. 1.5ان مر ة انتانية مهةة وببييةة نلبرهان  الامر انتةر ن 

محدود الاتجاهات وذو أهمية  74هو فضنننناء شننننعاعي υ بفرض أن (.أسااااسااايات الفضااااء الشاااعاعي محدود الاتجاهات) 1.1.5نظرية ال
 فإن:

من  υ لفضننناءن اا أ نننا نننتشنننكل  mv, ..., 1v لأشنننعةمجةوعة ج يية نفإن   نك ها مرت ية خيياا  υ انفضننناء تمبنننح mv, ..., 1v إذا كيالات الأشنننعة• 
 شعاع. n < mأجل 

 .mv, ..., 1v شعاع تتضةن n > m مس υنن  يوجد بانتالي أ اسف υ انفضاء تمتد عبرمبتقلة خيياا نك ها لا  mv, ..., 1v إذا كيالات الأشعة• 
 من الأشعة.   تضةن انعدد لافب υ نأ اس نكيل • 

 اننننننة اا ر ة تؤمن هذه ان م ب لا  عدد الأشننننننعة ان  تمثل أ نننننناس انفضنننننناء انشننننننعاعي.شننننننعاع محدود الأبعاد فضنننننناء  كن الآن تعر ف بعد 
( وتقوم بإانننافة فرلالخوارزمية الأو : ت دأ من أل مجةوعة مبنننتقلة خيياا )مثل شنننعاع عير صننن خوارزميتذ لإعاد أ ننناس انفضننناء انشنننعاعي:

 ية الخوارزمية انثالاية: ت دأ من أل مجةوعة الاتشننار ودذف الأشننعة المرت الأشننعة المبننتقلة حتى انوصننول عةوعة الالاتشننار )مجةوعة الامتداد(.
 خيياا حتى انوصول عةوعة مبتقلة خيياا.

𝒗 في فضاء محدود الاتجاهات فإن كيل شعاع  nv, ..., 1v من أجل أل أ اس ∈ 𝒱 :كن أن  ثل كيانتالي  
𝒗 =∑𝛼𝑗𝒗𝑗 ,         where 𝛼1, … , 𝑎𝑛 are scalars

𝑛

𝑗=1

 
(2.5) 

𝒗 إن أل شنننعاع ∈ 𝒱 كية نننفوفة لاولاية من المعاممت   بدلانة أ نننا ننن   كن أن  ثل بشنننكل فر دnα, …, 1α ولهذا فإن  (2.5)المعادنة  في
 انقايي عل  الأوليان هج  إ وهذا  قود . ℂ𝑛 أو ℝ𝑛 من 75 ثل كي بننننننننننن،ة كن أن  ℂأو  ℝ عبر بعد nنمط ذو  𝒱 أل فضننننننننننناء شنننننننننننعاعي

د وانذل ربح اه من مقاربة ان د هية نلت ا نننننننننس الحر هو انقدر  عل  انتفكير بالأشنننننننننعة دون دد  ثل اتبر الخيي.  ذلان يانشنننننننننعاعالم نننننننننفوفة
الأ نناس.  ننوف لارى عيةة ذن  لاحقاا ع دما لاعرف انفضنناءات ات يية ولادرس انفضنناءات ات يية المت اهية نلفضنناءات انشننعاعية انممت اهية 

 .ℒ2 الأبعاد مثل
 
  فضاء الجداء الداخلي 2.5

 عل  انرعي من أن مثل هذه الخ ننننننايص عن انيول أو ان او ةموروقة لا تتضننننننةن فراننننننيات انفضنننننناء انشننننننعاعي المشننننننروحة  ننننننابقاا فكر  
  وبانتالي فإن انع  ر المفقود هو اتداء انداخلي.  ℂ𝑛و ℝ𝑛 كل منن الحد يوأ ضاا اةن م مورلاا  (1.5)اله د ية مدرجة في انشكل 

,𝒗 شننننننعاعذذو هو تابس عقدل  𝒱 انعقدلفي انفضنننننناء انشننننننعاعي  اتداء انداخلي 𝒖 ∈ 𝒱 ثمن بانشننننننكل  v, u  اققان انفراننننننيات
 انتانية:

(a) الهرمي  )انواحدل(:  ةاقلنتاv, u = u, v* 

(b) ة:  ةنننناقننننلنتا 𝛼𝒗〉الهرمي  المضنننننننننننننننننناعف الخييننننّ +  𝛽𝒖,𝒘〉 = 𝛼〈𝒗,𝒘〉 + 𝛽〈𝒖,𝒘〉   وبشنننننننننننننننكننننل مشننننننننننننننننننابنننن   كون 〈𝒗, 𝛼𝒖 + 𝛽𝒘〉 =

𝛼∗〈𝒗,𝒘〉 + 𝛽∗〈𝒖,𝒘〉. 
(c) 0الح ر ة:  الإعابية > u, v  0 = وفقط إذا كيان إذاا مس انتباول v . 

                                                           
  مكن أن  نظ  إ  ه على أنه ذو أساس فا غ. دعى فضاء الأشع  ا بد هي ا ذي لا  وجد ف ه أي عنص  اصطلاحاً بفضاء ذي بعد منعدم وا ذي  74
 عني ذ ك  مما  حافظ على عمل ا/ فضاء الأشع . )nC(و ℝ𝑛وا صفوف  الأشع ب ن  وجد علا   واحد إ ى واحد  ه( متعددة الأشكال بمعنى أنℂ𝑛و) ℝ𝑛و 𝒱تعب   أدق ب 75

 .ℂ𝑛و ℝ𝑛، ومن ثم ا عمل في كأساسصف n– ت جم  إ ىا عن ط  ق تصبه  ابل   لحل  𝒱ببساط ، أن ا مساأل ا تي تتعلق بأشع  ا فضاء 
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انفضنننناء انشننننعاعي ذو اتداء انداخلي انذل اقس انفراننننيات انبننننابقة انفضنننناء انشننننعاعي انداخلي.   ي س انتعر ف لافبنننن  عل    بننننةّ 
  كن أن دذف. ةانعقد  conjugatesم والمرافقات او دعل  انحقيقي هو اتداء انداخلي  إلا أن  انفضاء انشعاعي الحقيقي

 هو فضاء اتداء انداخلي كيانتالي:و  v نلشعاع‖𝒗‖  )مقياس( انيول  عرف معيار
 ‖𝒗‖ = √〈𝒗, 𝒗〉  

اله د نننننننية المهةة نليول وانتعامد تعرف كية نننننننيلجات  اندلالات  ولهذا نجد أن v, u = 0 إذا كيان ن متعامد v  uن ا كون انشنننننننعاع
  فضاء اتداء انداخلي. بدلانة
 

 ℂ𝒏و ℝ𝒏 فضاءات الجداء الداخلي 1.2.5

  nu, ..., 1u= ( u(و v ) =nv, ..., 1v( عرف اتداء انداخلي نلشنننننعاعذ   صنننننف حقيقي-nالمكون من  ℝ𝑛 أجل انفضننننناء انشنننننعاعيمن 
 كيانتالي:

〈𝒗, 𝒖〉 =  ∑𝑢𝑗𝑣𝑗

𝑛

𝑗=1

 

 كيةا و تتت عل  اندارس انتجقس من أن هذا انتعر ف اقس فرايات اتداء انداخلي أعمه.
𝑗𝑣𝑗∑√ هو vنلشنننننننعاع  ‖𝒗‖ انيولإن 

ر ذ ان او ة بذ شنننننننعاعذ عير صنننننننفكيةا بيّ ا  نننننننابقاا فإن و  الإعليد ةاله د نننننننة   توافس مسوانذل  2
 بانعمعة:تعي   ℝ2 عشواييذ في

cos(∠(𝒖, 𝒗)) =
𝑣1𝑢1 + 𝑣2𝑢2

√𝑣1
2 + 𝑣2

2  √𝑢1
2 + 𝑢1

2 
=

〈𝒗, 𝒖〉

‖𝒗‖ ‖𝒖‖
 

(3.5) 

. ℝ2 في شننننننعةان او ة بذ الأ اددوبانتالي نجد أن اتداء انداخلي حيث تشننننننير المبنننننناوا  الأخير  في انعمعة انبننننننابقة إ  جداء داخلي. 
في أل فضاء شعاعي حقيقي و كون الا ت تاج أببط في بيئة انت بيس الحر نفضاءات  صجيح داء انداخلياتعالاون  وف لارى لاحقاا أن 

 .ℝ2 في ة شعة انواحدالأالأشعة انعامة من فضاءات 
 صف عقدل بانعمعة:-nالمؤنف من  ℂ2  عرف اتداء انداخلي من أجل انفضاء انشعاعي

〈𝒗, 𝒖〉  =  ∑𝑣𝑗  𝑢𝑗
∗

𝑛

𝑗=1

 
(4.5) 

|𝑗|𝑣𝑗∑√: بانعمعة vوبانتالي  عي  مقياس انيول نلشعاع 
2
= √∑𝑗[ℜ(𝑣𝑗)

2 + 𝔍(𝑣𝑗)
الم فوفة ان ولاية المركي ة  ولهذا  كن ان مر إ  [2

عل  انرعي من أن الم نننننفوفة ان ولاية   مس الالات اه إ  ألا .u لشنننننعاعتخيلية نأخرى من أج اء حقيقية و مكون  2nكيشنننننعاع من مرت ة   uنلشنننننعاع 
ن عير الأعراض )كيانيول( فإن بعير انعةليات الأخرى عل  الم نننننفوفات ان ولاية المركي ة  2n نيها كية نننننفوفة من مرت ةإ مر  أن  المركي ة  كن

الأعداد المثال فإن انننننننننننننرب فعل   ننننننننننننن يل  2nعل  الم نننننننننننننفوفات ان ولاية الحقيقية ذات المرت ة  انعةليات ان  تتيّ  تل تكون مختلفة جداا عن 
 .ℝ𝑛 تكون مختلفة جداا عن انعةليات الأخرى عل ℂ𝑛  واتداء انداخلي في انبلةية
 المخططات أحادية الاتجاه 2.2.5

في فضنننناء اتداء  u ≠ 0خر آا  ج أ ن بان بنننن ة ا  شننننعاع  vانشننننعاع  تقبننننيي وجد مشننننكلة هامة في تشننننييد الامتدادات المتعامد  هي 
 خييان معاا  uو 𝒗|𝒖 ) كون شنننننننننننننننعاعان u مسواز اا ت كون م 𝒗|𝒖 الآخروات ء  uعةود اا عل   𝒗⊥𝒖  كون أحد الأج اء انداخلي لافبننننننننننننننن .
𝒗|𝒖 )متواز ان( إذا كيان = 𝛼𝒖 من أجل عدد  لةي ما  .) انفضاء نية فيهذه الآ (2.5) واح انشكل ℝ𝑛 ه د ياا  كيةا ألا  من ان احية

‖𝒗|𝒖‖فإن  = ‖𝒗‖ cos (∠(𝒗, 𝒖))   نجد: (3.5)وبا ت،دام ‖𝒗|𝒖‖ = 〈𝒗, 𝒖〉/‖𝒖‖ . ولامراا نكون𝒗|𝒖  متواز اا مسu:فإلا ا نجد   
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𝒗|𝒖 =
〈𝒗, 𝒖〉

‖𝒖‖2
 𝒖 

(5.5) 

 .uعل   vانشعاع  projectionبإ قان  𝒗|𝒖  بة  انشعاع
 (3.5)صننننننننالحة من أجل أل جداء داخلي  وانبرهان انعام عل  ذن  أ ننننننننهل من ا ننننننننت،راج  (5.5)لامحظ ألا  من المفاجئ كيون المعادنة 

 انقايي عل  اله د ة المبتو ة. (5.5)و

 
𝒖‖2‖ . لاحظ أنℝ2 في ا فضاء 2u,1u= ( u(و v ) =2v ,1v(ا شعاع ن  :2.5الشكل  = 〈𝒖, 𝒖〉 = 𝑢1

2 + 𝑢2
. uهو م بع طول  2

𝒗 وفق vا تعب   عن ا شعاع   مكن أ ضاً  = 𝒗|𝒖 + 𝒗⊥𝒖  ح ث 𝒗|𝒖  متوافق معu و𝒗|𝒖  متعامد معu. 

في فضنناء اتداء انداخلي  u ≠ 0 نإبحيث  v  u نان انعشننواييابفرض ند  ا انشننعاع (أحادي الاتجاه الإسااقا نظرية ): 1.2.5نظرية ال
  .2u/u, v=   بانعمعة: عي  ت حيث u, u – v 0 = بحيث  كون وحيد  عدد  لةيفإلا   وجد  انعقدلالحقيقي أو 
 α نننننننننننانقيةة ن تل با ت،دام . 2u/u, v=  /u, v=   وفقط إذا كيان إذاا  uعةودل عل   u – v أنعل  ص ان مر ة  ت تعقيب:

  كون أخيراا . 𝒗|𝒖 بانرم  و رم  ن  uعل   v إ نننننننقان αuمشننننننناب   دع   عل  غوو  ة𝒗⊥𝑢 بانرم و رم  ن   uانعةود عل   v – u بنننننننة  
𝒗 = 𝒗|𝒖 + 𝒗⊥𝒖أل ألا  جرى تقبيي   v   مُتبامت )عل  خط مبتقيي واحد( والآخر ن أحدهما عةودل أإ  ج. 

v – u ةبحبنننننناب انقية البرها : , u  محدد  عدد  ننننننلةيمن أجل   كن ا ننننننت تاج انشننننننرن انذل من أجل   كون اتداء انداخلي 
 :مباو اا نل فر

〈𝒗 − 𝛼𝒖, 𝒖〉 = 〈𝒗, 𝒖〉 − 𝛼 〈𝒖, 𝒖〉 = 〈𝒗, 𝒖〉 −  𝛼 ‖𝒖‖2 
 .2u/u, v=  انعدد وفقط إذا كيان  وانذل  باول ان فر فقط إذاا 

 :إعاد  كيتابة انعمعة كيةا  ليمن خمل انبابس ببهونة الإ قان في مقام عالاون  2u كن أن  فهي انب ت انذل ععل 

𝒗|𝒖 = 〈𝒗,
𝒖

‖𝒖‖
 〉 
𝒖

‖𝒖‖
 

لا تختلف باختمف  𝒗|𝒖 وبشكل عام فإن عيةة u المقيبة من انشعاععل  ان ب،ة  vإ قان هو لافب   uعل   vإ قان وبانتالي فإن 
 :أل uنلشعاع  انت يرات انعدد ة

𝒗|𝛽𝒖 =
〈𝒗, 𝛽𝒖〉

‖𝛽𝒖‖2
𝛽𝒖 =

〈𝒗, 𝒖〉

‖𝒖‖2
𝒖 = 𝒗|𝒖 

(6.5) 

ر ننننني  كن  ان  لاعقد ة نك   أ ضننننناا متا  من أجل انفضننننناءات انشنننننعاعية ان ℝ2 جللأ (2.5)انشنننننكل  مسانننننح او  تفس بشنننننكل وهذا 
 :كيانتاليℝ2   كن أن  كتت عالاون انتجيت في انفضاء الأشكال اله د ية فيها ببهونة.

cos(∠ (𝒖, 𝒗)) =  〈
𝒖

‖𝒖‖
,
𝒗

‖𝒗‖
〉 (7.5) 

وان  ترافس أل فضننننناء جداء داخلي هي  ℝ2 توجد لاتيجة أخرى معروفة في انفضننننناء .(u, v)من  المقيبنننننةوهو جداء داخلي نل بننننن،ة 
 فإن:  ن متعامد vو uإذا كيان  لامر ة فيثاعورث:

‖𝒗 + 𝒖‖2 = ‖𝒗‖2 + ‖𝒖‖2 (8.5) 
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 ن:إوبانتالي  كن انقول 
〈𝒗 + 𝒖, 𝒗 + 𝒖〉 = 〈𝒗, 𝒗〉 + 〈𝒗, 𝒖〉 + 〈𝒖, 𝒗〉 + 〈𝒖, 𝒖〉 

  لا تبنناول( شننوارت ت ا ن )أو . إن لهذه ان مر ة لاتيجة هامة  يلس عليها ا نني (4.5)حيث ت عدم الحدود المتقا عة مما  ؤدل إ  المعادنة 
 ان  لا ي ها أدلااه.

 فإن:عقدل شعاعان في فضاء اتداء انداخلي الحقيقي أو ان v  uبفرض أن  .(Schwarz inequality) 1.2.5 نظريةال
|〈𝒗, 𝒖〉| ≤ ‖𝒗‖ ‖𝒖‖ (9.5) 

متعامد ن  فإن المعادنة  𝒗|𝒖 وبشكل مشاب  𝒗⊥𝒖 وااجة في خمف ذن . ولامراا نكون (9.5)كيون المعادنة   u  0لافتض أن  البرها :
 ت ذ أن: (8.5)

‖𝒗‖2 = ‖𝒗⊥𝒖 ‖
2 + ‖𝒗|𝒖‖

2 
‖𝒗|𝒖‖و ا أن 
 موج ة تماماا فإن: 2

‖𝒗‖2 ≥ ‖𝒗|𝒖‖
2
= |
〈𝒗, 𝒖〉

‖𝒖‖2
|

2

‖𝒖‖2 =
|〈𝒗, 𝒖〉|2

‖𝒖‖2
 

 .(9.5)وهي مكافئة نلةعادنة 
  كن أن تكتت بانشكل انتالي: شوارت عير ان فر ذ فإن لامر ة  u  vمن أجل انشعاعذ 

|〈
𝒗

‖𝒗‖
,
𝒖

‖𝒖‖
〉| ≤ 1 

 .1انتجيت هو الحد الأعمةي نتابس  نإتكافئ انقول  شوارت فإن لامر ة  ℝ2في انفضاء 
   فإن المعادنة أدلااه هي لاتيجة م بية ن مر ة شوارت :(6.5)وكيةا هو مواح في انتةر ن 

‖𝒗 + 𝒖‖ ≤ ‖𝒗‖ + ‖𝒖‖ (10.5) 

 
 𝓛𝟐فضاء الجداء الداخلي لتوابع  3.2.5

 في هذه اعةوعة كيانتالي: v  uبفرض ند  ا مجةوعة من الأمواج انعقد ة محدود  انياعة فإلا ا لاكتت عمعة اتداء انداخلي نلشعاعذ 
〈𝒗, 𝒖〉 = ∫ 𝑣(𝑡)𝑢∗ 𝑑𝑡

∞

−∞

 
(11.5) 

ا دقس أغبعد لا  كن أن تبننننننننتعةل نبرهان ذن  لألا ا لم لابرهن  شننننننننوارت إن لامر ة هو مت اه دوماا.  v, uأن  (8.5)وعد بيّ ا في انتةر ن 
ونكن عل  أ ة حال فإن أول فراننننننيتذ في فراننننننيات اتداء انداخلي ت تجان من وجود ومحدود ة اتداء . فراننننننيات فضنننننناء اتداء انداخلي

 .ℒ2 وهاتان ان فتان مفيدتان وحيو تان من أجل ( (11.5))أل انتكامل في انعمعة  انداخلي
,𝒗〉 نعل  أانفراننننننننية الأخير   ت ص 𝒗〉  ≥ انفراننننننننية لا دقس شننننننننرون الأمواج . هذه v = 0ع دما مس وجود انتبنننننننناول ع دما وفقط  0

ن أن تباول ان فر  عل  انرعي م  اعت فهذا  ع  أن في كيل مكان تقر  اا  صفر اا  v(t)إذا كيان انتابس   ألا  ابقاا لألا ا وجدلاا  انياعة مت اهية
 .تابعاا صفر اا انتابس نيل 

ل هذه ح شنننكّل ذن  إشنننكانية انننةن بعير المبنننتو ات  إلا ألا ا لا نمل  خيار إهمال بعير انفرانننيات لأغا فقط عير م ا ننن ة.  كةن 
ع اصنننر فضننناء اتداء ع  نننر من  كيلأن  . وهذا  ع  ℒ2 بذ توابسعل  ألا  تبننناو  ℒ2 في فضننناء اتداء انداخلي انتبننناولالمشنننكلة بتعر ف 

ذات انياعة ابس و انت صنف وه  انتعادل ان نفرل عل   ن يل المثال لمتبناو ة تقر  اا في كيل مكان. صنفا ℒ2  كافئ صنف توابس ℒ2انداخلي 
 ت  ح بهذا انتعد ل كيافة فرايات اتداء انداخلي صالحة. نلتابس ان فرل.مكافئ  ℒ2 لأن كيما م ها هوان فر ة 

وابس أيس انت كيونفكر    تجر دل جداا ومثير نم ت راب. حيث تعد ℒ2 افئ نتوابس  دو نلوهلة الأو  أن ان مر نشعاع عل  الا  صف مك
عل  ان مر إنيهةا تت فإلا   ت بعير ان قان المع ونة في ن فقط ان مختلفامة من فكر  ألا  إذا وجد تابعءأكيثر ممةاقلة ان نننننفر ة مت ياعةذات ان
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 . لفانتأغةا مخ
 تدتممتعامد  تو ننننننننسأل  في كن أن تمثل  عاممت )في غج ان ننننننننفوف هذا(  ℒ2 توابس ومن وجهة لامر أكيثر عةلية  نننننننن جد لاحقاا أن

 uولهذا فإن كيل ع  ننننر  ℒ2  فيذمتكافئ إذا كيالاامتعامد  تو ننننسفي  هال تابعذ المعاممت لافبنننن كون لأوبانتالي  .ℒ2 انفضنننناء ه عبرع اصننننر 
𝑢𝑘} المتعامد  انتو ننننعاتالا ننننتياعة من  مت اهية رت ط بعمعة واحد نواحد مس  ننننلبننننلة  ℒ2 من فضنننناء اتداء انداخلي  ; 𝑘 ∈ ℤ}.  وبذن 

لتقي وبذن    ةانتابس إ نلعود  من انبنلبنلة ولا تتوفر  ر قة جيد   ℒ2  نلبنلة واحد  من المعاممت تقابلتوابس قالاو ة  وجودتج ت   كن
 الحل اله د ي وانر اايات مس بعضهةا بعضاا مر  أخرى.

  ومس هذا انفهي  كن توظيف  ع د انضرور  فقط ℒ2 ؤفضاء جداء داخلي ولاشير نفكر  تكاف وه ℒ2 أنإ  ف اعداا  الآنمن    مر 
 كيافة أدوات فضاءات اتداء انداخلي  ا  تضةن الإ قان وفراية شوارت .

 
 الفضاءات الجزئية في فضاء الجداء الداخلي 4.2.5

الأعداد  )عبربحد ذالا  اا ل فضنناء شننعاعيان  تشننكّ  𝒱 مجةوعة ج يية من الأشننعة اننةنهو  𝒱 من انفضنناء انشننعاعي 𝒮 انفضنناء ات يي
𝒖و 𝒱 خر مكافئ هو ألا  من أجل كيلآ وجد تعر ف  (.𝒱 انفضاء في المبت،دمة انبلةية لافبها ∈  𝒮  فإن الاجتةاع الخييαv + βu في 

𝒮  الأعدادمن أجل كيل α  β .فإذا كيان 𝒱  ببننننهونة أن  ذّ فضنننناء جداء داخلي فهذا  𝒮  تعر ف  بتوظيفأ ضنننناا فضنننناء جداء داخلي هي
 .𝒱 المبت،دم في  اتداء انداخلي لافب

v  =صفوف –3أل فضاء جداء داخلي مكون من ، ℝ3 ند  ا فضاء جداء داخلي حقيقي نيكن .(ℝ3)الفضاء الجزئي  1.2.5 مثال

)3, v2v, 1v( .3 ثمقةان ة شننعة انواحدالأب معرفةمتعامد   إحداقياتقمقة اتجاهات عل  ألا  فضنناء ن  ذن   إ ن مر ا ه د ننياا  كنe, 2e, 1e. 
1e1v=  v :  كون بحيثفي كيل اتجاه من الاتجاهات انثمقة  vددد  ول انشننعاع  3v, 2v, 1v من المرت ة انثانثة tuple-3وبانتالي فإن ان ننفوف 

3e3v+  2e2v+  
  w من كلالخيية ن انتاكييتالمكون من كيل  ℝ3وبفرض ند  ا انفضننننناء ات يي   ذ قابتذشنننننعاع w = (0, 1, 1)و u = (1, 0, 1) نيكن

u: v = αu + βw  يلس عبر  كيةبنننننتو.  ثل هذا انفضننننناء ه د نننننياا  w  u  0  وفي هذا الم،يط فإن كيما منv  u وأن  2√ تملكان انيو لة
〈𝒗, 𝒖〉 = 1 . 

هو فضاء  𝒮 وفس انتعر ف  نذن  𝒮 نيل من المضار ت انعدد ة نلآخر  فإغةا مبتقمن خيياا  و تدان عبر wأو  uلامراا لأن أل من 
 .{u, w}ج يي ق ايي ان عد أ ا   

𝒖|w  عي  بانعمعة wعل   uإن إ نننننننننننننننقان   = (0,1/2, 𝒖⊥w : عي  بانعمعة wمس  uكيةا أن تعامد   (1/2 = (1,−1/2, 1/2)   
 .2R الأشعة في ه د ياا ب فل ان مر  ان  لا مر إ  𝒮 إ  انفضاء مر  كن أن تبت،دم نل 𝒮 نلفضاءمتعامد   باا هذه الأشعة أ  تشكل

أشعة  wو uفضاء جداء انداخلي عشوايي عير زهيد حقيقي أو عقدل  ونتكن  𝒱نتكن  .)عام ثنائي البعد )فضاء جزئي 2.2.5 مثال
   كيةا وتشننكل {u, w}ذل أ نناس  𝒱 فضنناء ج يياا ق ايي الأبعاد wوu من تراكييت الأشننعة  𝒮 تكون ع ديذ مجةوعة .متابيةعشننوايية عير 

𝒖|w , 𝒖⊥w نلفضننننناءأ نننننا ننننناا متعامداا 𝒮.  نننننوف لارى عر  اا أن هذا الإجراء نتونيد فضننننناءات ج يية وأ نننننبننننناا متعامد  في فضننننناء جداء داخلي 
 عشوايي من زوج من الأشعة  كن تعةية  عل  الأ ل المتعامد  نلفضاءات ات يية ذات الأبعاد انعشوايية. 

فإن اعةوعة المكولاة من  ℂ2 عقدلبفرض ند  ا فضنناء شننعاعي  .)2ℂ في فضااء جزئييسات مجموعة جزئية لكن ل ℝ𝟐) 3.2.5 مثال
إن . ℂ في بالأعداد انبننننننننلةيةنكن هذه اعةوعة لا ت درج دت عمعة انضننننننننرب  ℂ2 الم ننننننننفوفة ق ايية ان عد الحقيقية هي مجةوعة ج يية من

  وانذل لا  ثل م فوفة (i, 2i)هو انشعاع  iu بانعددنكن انضرب  ℂ2 عل    يل المثال  هي ع  ر من u = (1, 2)الم فوفة ق ايية ان عد 
 الأعداد انبلةية.تعتةد عل  ماهية  ةالخيي انتاكييتحقيقية ق ايية ان عد. وبشكل أكيثر عةومية فإن فكر  

انعقد ة والحقيقية دون تعقيد المواننننوع بشننننكل هايل )كيةثال ببننننيط  ا ننننت،دام أشننننكال  ℒ2 لا  ك  ا تج ت انتعامل مس كيل من أمواج
 .الموجات اتي ية وانتجي ية نتجو ل فور ي  و ننلبننلت (. كيةا ألا  لا  كن تج ت انتعامل أ ضنناا مس فضنناء اتداء انداخلي دون مضنناعفات كي ير 

يت كيإن كيلفة ذن  كيل  هو الخلط المتكرر فيةا بذ الأعداد انبننلةية الحقيقية وانعقد ة.    ننح انقارئ نلأ نن اب الم ي ة بتوخي الحذر مس انتا 
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 الخيية وانتعامل بواو  مس ماهية الأعداد المدرو ة من حيث كيوغا حقيقية أو عقد ة.
 

 الإسقاطونظرية الم ستنظَم التعامد  سأس 3.5

 :إذا كيان Orthonormalومُبت مةة  في فضاء اتداء انداخلي متعامد  ... ,1, 2مجةوعة الأشعة  تكون
〈𝜙𝑗, 𝜙𝑘〉  {

 0 ;    𝑗 ≠ 𝑘
 1 ;    𝑗 = 𝑘

 
(12.5) 

ة.  حدا لة و  و  ) قيل( إ ن كيل شننننننعاع   بننننننط إهي أشننننننعة متعامد  عير صننننننفر ة حيث معيار اا إن اعةوعة المتعامد   ىخر أ بكلةات
 فإن اعةوعة معيار اا    متعامد 2u, 1u... ,  ألا  إذا كيالات مجةوعة الأشعةوهذا ما   ذّ 

 𝜙𝑗 =
1

‖𝒖𝑗‖
 𝒖𝑗   

 تقييل ل نقيام بع د اانتعامد  ةا اافمان عل غإ فذمدان عير صفر اذا كيان ند  ا شعاعان متعإلاحظ ألا   .معيار اا  أ ضاا متعامد هي 
 .ذشعاعان أل من في

  عي  بانقالاون ان بيط انتالي: الإ قانأن ت ص  ان عدأحاد ة  الإ قانفإن لامر ة  مقيل عل  شعاع  vانشعاع أ قط فإذا 
𝒗|𝝓 = 〈𝒗, 𝝓〉 𝝓 (13.5) 

𝒗⊥𝝓 ان مر ة عل  أنإانافة  ت ص  = 𝒗 − 𝒗|𝝓  متعامد مسانشنعاع إ نقانعل   الإ نقانلامر ة  عةي الآن. لا 𝒗 ϵ 𝒱  عل  أل فضناء
 .𝒱 من 𝒮 مت اهي الأبعادج يي 
 
 الأبعادمحدودة  الإسقاطات 1.3.5

 شنننننعاع عل  ألا  𝓢 عل  v انشنننننعاع إ نننننقانيذ دع  لاعرف 𝒗 ϵ 𝒱 وانشنننننعاع 𝒱 هو فضننننناء ج يي من فضننننناء اتداء انداخلي 𝓢 إذا كيان
𝒗|𝒮 ϵ 𝓢  نإبحيث 𝒗 − 𝒗|𝒮  كيل الأشننننعة اننننةن  مس متعامدهو شننننعاع 𝓢 .ت ذ هذه ان مر ة أن 𝒗|𝓢   موجود دايةاا و ل  عيةة فر د  تعي

  وفقاا نل مر ة.
  تد ان عد أحادلفضننناء ج يي عل  أغا  𝓢 خاصنننة نلجانة عيد اندرس في هذه ان مر ة حيث تؤخذهو حانة  نلإ نننقان انبنننابسانتعر ف 

بت مَي بانتالي u ة انشعاع ابو 
ُ
𝜙 )تكون أ ل انتعامد الم =  𝒖 ‖𝒖‖⁄). 

,𝜙1} وبفرض أن 𝒱 من فضننناء جداء داخليبعد  n اذ اا فضننناء ج يي 𝓢 نيكن الإسااقا (.نظرية ) 1.3.5نظرية  𝜙2, … , 𝜙𝑛} لأ ننن يه 
𝒗〉 وبحيث 𝒗|𝒮 ϵ 𝓢  وجد شنننننعاع فر د 𝒗 ϵ 𝒱 من أجل كيل شنننننعاع  ع دها فإلا  𝓢 فضننننناءلمبُنننننت ميَ نتعامد  − 𝒗|𝒮 , 𝓢〉 =  كيل من أجل 0

𝒔 ϵ 𝒮 فإن. إاافة  𝒗|𝒮:عي  بانعمعة  

𝒗|𝒮 = ∑〈𝒗, 𝜙𝑗〉 𝜙𝑗

𝑛

𝑗=1

 
(14.5) 

 مت اهيو ننوف لارى لاحقاا أن أل فضنناء جداء داخلي   كي  ننلمعيار اا  تمل  مجةوعة أشننعة متعامد   𝒮 تفتض هذه ان مر ة أن تنويه:
 .ن هذا الافتاض لا  قيد عةومية ان مر ةإمُبت مَي  مما  دعو نلقول  تعامد لوذو أهمية  ل  أ ضاا أ  الأبعاد

𝒘 بفرض البرها : = ∑𝑗=1
𝑛 𝛼𝑗𝜙𝑗  شنننعاع عشنننوايي انننةن𝒮  وأن انشنننرن عل  w    انذل  كون  وجv – w   كيافة الأشنننعةمتعامداا مس 

𝒔 ϵ 𝓢.  كن أن لابرهن أولاا أن v – w متعامد مس كيل 𝒔 ϵ 𝒮  وفقط إذا كيان: إذاا  
〈𝒗 − 𝒘,𝜙𝑗〉 = 0         for all 𝑗, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 

 أو بشكل مشاب  إذا كيان وفقط إذا كيان:
〈𝒗, 𝝓𝑗〉 =  〈𝒘,𝝓𝑗〉       for all 𝑗, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 (15.5) 
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𝒘و ا أن  = ∑ℓ=1
𝑛 𝛼ℓ𝜙ℓ :و ا أن 

〈𝒘  𝝓𝑗〉 =∑𝛼ℓ 〈𝜙ℓ, 𝜙𝑗〉 = 𝛼𝑗          for all 𝑗, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛

𝑛

ℓ=1

 
(16.5) 

𝛼𝑗  إذا كينان وفقط إذا كينان 𝒔 ϵ 𝒮 متعنامند مس كينافنة v – w  فنإن (15.5)بندمج ذنن  مس المعنادننة  = 〈𝒗,𝝓𝑗〉 من أجنل كينلj  أل إذا 
𝒘 كيان وفقط إذا كيان = ∑ 〈𝒗,𝝓𝑗〉𝝓𝑗𝑗وبذن  فإن . 𝒗|𝒮  هو انشنننننننننننننننعاع المتفرد (14.5)كيةا هو معي  بالمعادنة 𝒘 𝜖 𝒮  انذل  كون في 

𝒗 − 𝒗|𝒮 متعامداا مس كيافة 𝒔 ϵ 𝒮. 
𝒗 انشنننننننعاعلاشنننننننير إ   − 𝒗|𝒮 وفس 𝒗⊥𝒮 أل انعةودل من  v   إ𝓢  و ا أن 𝒗|𝒮 ϵ 𝓢 ذفإن انشنننننننعاع 𝒗⊥𝒮 و𝒗|𝒮 تؤكيد هذه  .متعامدان

𝒗  ن متعامد نأج   إ  متفرد كن أن  قبننننني بشنننننكل  vان مر ة أن  = 𝒗⊥𝒮 + 𝒗|𝒮حيث الإ نننننقان   𝒗|𝒮 انننننةن 𝒮  والمركي ة المتعامد 𝒗⊥𝒮 
 .𝒔 ϵ 𝒮 تتعامد مس كيافة أشعة

 
 الإسقاطنظرية  بديهيات 2.3.5

𝒘  نننقان.  عي  في الأو  مربسالإ نننقان ان  تتضنننةن معيار لامر ة الإ ذات أهمية في بد هيات وجد قمث  = ∑ 𝛼𝑗𝜙𝑗𝑗 من أجل أل   
   بانعمعة:n, ..., 1عدد  لةي 

‖𝒘‖2 = 〈𝒘,∑𝛼𝑗 𝝓𝑗

𝑛

𝑗=1

〉 = ∑𝛼𝑗
∗ 〈𝒘,𝝓𝑗〉

𝑛

𝑗=1

= ∑|𝛼𝑗|
2

𝑛

𝑗=1

 

𝒗| 𝑆  𝛼𝑗في ا ت،راج انعمعة انبابقة  نذن  من أجل الإ قان (16.5)حيث ا ت،دم ا انعمعة  = 〈𝒗,𝝓𝑗〉 :  وم   
‖𝒗| 𝑆‖

2
=∑|𝒗,𝝓𝑗|

2
𝑛

𝑗=1

 
(17.5) 

𝒗 ولامراا لأن = 𝒗⊥𝒮 + 𝒗|𝒮 ونكون 𝒗|𝒮  عةود اا عل 𝒗⊥𝒮 فإن:  (8.5)  وت عاا ن مر ة فيثاعورث 
‖𝒗‖2 = ‖𝒗| 𝑆‖

2
+ ‖𝒗⊥𝒮‖

2
 (18.5) 

‖𝒗⊥𝒮‖ وبب ت كيون
2
≥    فإلا ا لاكون عد بره ا ان د هية انتانية:0

 (norm bound) 1.3.5البديهية 
0 ≤ ‖𝒗|s‖

2
≤ ‖𝒗‖2 (19.5) 

  وفي اتالات الأ بننننننننر من المعادنة إذا كيان وفقط إذا  𝒗 ϵ 𝓢 كيان وفقط إذا كيانحيث تتجقس المبنننننننناوا  في اتالات الأ ن من المعادنة إذا  
 . 𝒮 متعامداا مس كيافة الأشعة في vكيان 

  وان  تعد أ ننننننننا نننننننناا نفهي تقارب Bessel’s inequality  فإلا ا غ ننننننننل عل  مت ا  ة )لا متبنننننننناو ة( ببننننننننيل (19.5)في  (17.5)بتعو ير 
بت مَةة.تو عات انتوابس المتعامد  

ُ
 الم

𝒮 أن بفرض ل(ي)تباين بساا 2.3.5البديهية  ⊆ 𝒱 فضنناء المبُننت مةَة المتعامد  الأشننعة مجةوعة من مكون ج يي {𝜙1, … , 𝜙𝑛}   ومن أجل
𝒗 كيل ∈ 𝒱:نجد   

0 ≤∑|〈𝒗,𝝓𝑗〉|
2
≤ ‖𝒗‖2

𝑛

𝑗=1

 

وفي اتالات الأ بنننننننر من المعادنة إذا كيان وفقط إذا    𝒗 ϵ 𝒮 حيث تتجقس المبننننننناوا  في اتالات الأ ن من المعادنة إذا كيان وفقط إذا كيان
  .𝒮 متعامد مس كيافة الأشعة في vكيان 
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  فإن vكيتقر ت إ   𝒔 ϵ 𝒮 . وبع ار  أخرى  با ت،دام بعيرvالأعرب إ   𝒮 هو انشعاع في 𝒗|𝒮 توصيف آخر مفيد نلإ قان هو أن
𝒗‖مربس الخي  هو  − 𝒔‖2ت ص ان د هية انتانية أن . 𝒗|𝒮  هو خيارs  انذل  عيي مربس الخي  الأدنىLeast squared error (LS). 
 فإن: 𝒔 ϵ 𝒮 كيلأل من أجل    v إ الأعرب  𝒮 فيهو انشعاع انفر د  𝒗|𝒮 الإ قان خاصية مربع الخطأ الأدنى() 3.3.5البديهية 

‖𝒗 − 𝒗|𝒮‖
2

≤ ‖𝒗 − 𝒔‖2 

𝒔 حيث  تجقس انتباول إذا كيان وفقط إذا كيان = 𝑣|𝒮. 
𝒗|𝒮 إ  vإذا عة ا بتفكي   البرها : + 𝒗⊥𝒮 ند  ا  كون 𝒗 − 𝒔 = [𝒗|𝒮 − 𝒔] + 𝒗⊥𝒮ولامراا لأن . 𝒗|𝒮 وs هي اننننننننننةن انفضنننننننننناء S  

𝒗|𝒮  كون − 𝒔:نذن  با ت،دام فيثاعورث   
‖𝒗 − 𝒔‖2 = ‖𝒗|𝒮 − 𝒔‖

2

+ ‖𝒗⊥𝒮‖
2
≥ ‖𝑣⊥𝒮‖

2
  

𝒗|𝒮‖ تتجقس المبنناوا  إذا كيان وفقط إذا كيان − 𝒔‖
𝒔   أل إذا كيان وفقط إذا كيان2 = 𝒗|𝒮 أن. و ا 𝒗⊥𝒮 = 𝒗 − 𝒗|𝒮  ي  تةّ   فإن ذن

 انبرهان. 
 

 Gram-Schmidt orthonormalization الم ستنَظَم  شميت –تعامد غرام  3.3.5

 لبننط ا ننت،دام أ نن  ُ  .𝒱 من 𝒮 بعد n لمن أجل أل فضنناء ج يي ذ }n, ..., 1{مُبننت مَي  تعامد لأ نن الإ ننقانلامر ة افتاننت 
بننننت مَي تعامدان

ُ
 .دود   كيةا ت نننن ح تل  الأ ننننل أكيثر فايد  في تو ننننعات الأبعاد عير اوبفضنننناءات اتداء انداخليتقر  اا  كيل ما  تعلس  الم

 يجدر بانذكير أن لامر ة الإ قان ت ق  صالحة لمثل هذا انفضاء ات يي.بعد اول أ ل تعامد مُبت مي  ف nلامراا نكون كيل فضاء ج يي ذا 
 S بعد n ل  من أجل فضننننننناء جداء داخلي ج يي ذ}ns, ..., 1s{ دأ من أ ننننننناس عشنننننننوايي عرام شميت وان  ت إجرايية ثل هذا انقبننننننني 

أن   ذ لألا   ة مر فايد  من ان احية اننك   أكيثر المبنننننت مي انتعامد  لأ ننننن لإعادمفيد  الإجراء. هذا S وت شنننننئ أ ننننناس تعامد من أجل كيل
 وام. دعل  انموجود  هذه انتعامد  لأ 

𝜙المبنننننت مي انتعامد  لأ نننننإن الإجرايية واانننننجة بان مر إ  انفقرات انبنننننابقة  حيث إن  = 𝒔1‖𝒔1‖  في فضننننناء ج يي أحادل  موجود
هذه  انثاني وبتكرارالمبنننننت مي شنننننعاع انتعامد  إعاد كن أحادل ان عد  عل  هذا انفضننننناء ات يي  2s بإ نننننقان. 1sانشنننننعاع   تد عبر Sان عد 

  .مُبت مَي كياملةتعامد  لأ ب اء  كن  انعةلية
فرض أن لا  بتف نننننننيل أكيثر

1S)2s(  2هو إ نننننننقانs  1 علS 2  ولامراا لأنs 1وs مبنننننننتقمن خيياا فإن 
1S)2s( – 2s=  

1S)2s(  لا  بننننننناول
𝜙1 لأن 𝜙1 ان نننفر  كيةا ألا  عةودل عل  ∈  𝑆1. قيل هذا الإ نننقان وفس  𝜙2 = (𝒔2)⊥𝑆1/‖(𝒔2)⊥𝑆1‖ .وبانتالي فإن كيل من 𝜙1 و𝜙2 

 .2Sو 1Sتمتد عبر انفضاء ن 
,𝒔1} انذل  تد عبر  𝑆𝑘 عد جرى ب اؤها من أجل انفضنننننناء ات يي }k, ..., 1{ لافرض أن أ ننننننل تعامد مُبننننننت مَي … , 𝒔𝑘} إن لاتيجة .

𝑆𝑘|(𝒔𝑘+1)هي  𝑆𝑘 عل  1ks+إ قان  = ∑  〈𝒔𝑘+1, 𝜙𝑗〉 𝜙𝑗
𝑘
𝑗=1.  تعي  المركي ة المتعامد (𝒔𝑘+1)⊥𝑆𝑘 = 𝒔𝑘+1 − (𝒔𝑘+1)|𝑆𝑘  :بانعمعة 

(𝒔𝑘+1)⊥S𝑘 = 𝒔𝑘+1 − ∑  〈𝒔𝑘+1, 𝜙𝑗〉 𝜙𝑗

𝑘

𝑗=1

 

(20.5) 

+وهذا انشنننعاع عير صنننفرل عل  اعت ار أن  1ks عير موجود  في 𝑆𝑘  مسولهذا انعمعة عير الخيية }k, ..., 1{ وبانقيام بعةلية انتقييل  
 نجد:

𝜙𝑘+1 =
(𝒔𝑘+1)⊥S𝑘
‖(𝒔𝑘+1)⊥S𝑘‖

 
(21.5) 

+ وبانتالي فإن انشننننعاعإن  1ks ل هو مجةوع خيي نلأ نننن+ 1k, ..., 1و  𝒔1, … , 𝒔𝑘  نلأ ننننل مجةوع خيي هيk, ..., 1  نذن  فإن 
+ 1k, ..., 1  نلفضاءمُبت مَي  تعامد لأ هي + 1ks المةتد عبر 𝒔1, … , 𝒔𝑘+1. 

,𝒔1} وأ نننل تعامد بعد n لذ S  كن تل،يص ما  ننن س ب لا  من أجل أل فضننناء ج يي … , 𝒔𝑛}   ليت تعيي أ نننشمفإن إجرايية عرام 
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,𝜙1} مُبت مَي تعامد … , 𝜙𝑘+1} نلفضاء S.  
وهو تركيي ة خيية نلأشننعة  jsنيبننت مبننتقلة بانضننرور   فإن الإجرايية  ننتجد تلقايياا أل شننعاع الأشننعة مجةوعة من كيالات لاحظ ألا  إذا  

 مثل هذا انشننعاع والمضنني عدماا. ولاتيجة نذن   فإن الإجرايية  ننتعثر عل  انبننابقة من خمل لامر ة الإ ننقانة ومن و  كن ب بننا ة تجاهل
 أ ل تعامد مُبت مَةة  من أجل انفضاء المةتد من ع ل مجةوعة الأشعة الأصلية.

 
 
 

ستنظَمة 4.3.5  𝓛𝟐في  توسعات أسس التعامد الم 

مثل تل  ان  المتعامد  من انتو نننعات عدد . كيةا عة ا بدرا نننة ℒ2محدود  في  تو نننعات تعامد مُبنننت مَةةنفهي انمزمة تيو ر الخلفية  يخّ 
 تضنننةن دو ل كيل ذن  إ  تو نننعات متعامد  مُبنننت مَةة ت يرات  .  وعيرهاالموزولاة sincلامر ة انعي ات و نننلبنننلة فور ي  وتوابس في تبنننت،دم 

 تقييل  فيفة.
نفضننناء انشنننعاعي ا   حيث  تيح م مورعامتو نننس متعامد مُبنننت مَي بنننت،دم  نننلبنننلة فور ي  نتوانننيح هذه انت يرات كيةثال عل   نننوف لا

𝜙𝑘(𝑡) لاعرف  فهي  ننننننننننلبننننننننننلة فور ي  عل  غو أعةس. = 𝑒
2𝜋𝑖𝑘𝑡/𝑇𝑟𝑒𝑐𝑡(𝑡

𝑇
𝑘 من أجل( ∈ ℤ  انتوابسوبانتالي فإن مجةوعة {𝜃𝑘(𝑡); 𝑘 ∈ ℤ}  

‖𝜃𝑘‖ تكون متعامد  مس
2 = 𝑇   بت مَةة انوبانتالي غ ل عل

ُ
   أل:𝑇/1√ المعاملب k كيل  تقييلعن  ر س  ةالموافقتو عات المتعامد  الم

𝜙𝑘(𝑡) = √
1

𝑇
 𝑒
2𝜋𝑖𝑘𝑡
𝑇 𝑟𝑒𝑐𝑡 (

𝑡

𝑇
) 

(22.5) 

𝑣(𝑡)}  اعننننالاو نننننننننننننننور  بنننن  ℒ2 لتننننابسنوبننننانتننننالي فننننإن  نننننننننننننننلبنننننننننننننننلننننة فور ينننن   ∶ [– 𝑇/2, T/2] → ℂ}ت ننننننننننننننن ح ∑ 𝛼𝑘 𝜙𝑘(𝑡)𝑘  حيننننث 
𝛼𝑘 = ∫𝑣(𝑡) 𝜙𝑘

∗(𝑡)𝑑𝑡 = 〈𝒗, 𝜙𝑘〉 . 0 <من أجل عدد صنننننننننننننجيح n وبفرض أن nS  1هو فضننننننننننننناء ج يي ذو)n+(2 الأشنننننننننننننعةب ممتد بعد 
{𝜙𝑘– 𝑛 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛}   انشعاعإ قان ومن خمل لامر ة الالاي اق فإن 𝒗|𝑆𝑛  :بانعمعة  عي  nSعل   vمن   

𝒗|𝑆𝑛 = ∑ 〈𝒗 𝜙𝑘〉 ∅𝑘

𝑛

𝑘=−𝑛

 

𝒗|𝑆𝑛أل أن إ نننقان   الخي  في انتقر ت انبننابس. –n ≤ k ≤ nان اجي عن تقر ت انتو نننس إ   vهو ب بنننا ة انتقر ت إ    
nS v – v=  

nSv 
𝒗|𝑆𝑛فإن LSالأصننن ر  والايمعاا من احتةانية الخي  nS عةودل عل  كيل شنننعاع في فإن انفضننناء  nومس ز اد    v إ  nS هي أعرب لاقية من  

𝒗|𝑆𝑛  ي  ح أكيبر و ت  ح nS ات يي 𝒗‖ )أل أن v إ أعرب    − 𝒗|𝑆𝑛‖  .)لا  ت ا د 
 تعامد  المتو ننعات  كن درا ننة الحانة انعامة كيون انتجليل انبننابس   ي س أ ضنناا وبشننكل جيد عل  أل تبننلبننل توابس من ان

ُ
. بننت مَةةالم

 ان تيجة انرييبة ذات الأهمية هي انتعةيي عير محدود الأبعاد ن مر ة الإ قان.

,𝜙𝑚} بفرض .(الأبعادغير محدود الإسقا  ) 2.3.5نظرية  1 ≤ 𝑚 ≤ وبفرض  ℒ2 اةنالمبُت مةَة  لبلة من الأشعة المتعامد   {∞
ℒ2 اةن uبانتالي  وجد شعاع فر د و  ℒ2 شعاع عشوايي اةن vأن 

 واقس انعمعة: m عةودل عل  كيل u – v بحيث  كون 76

lim
𝑛→∞

‖𝒖 − ∑ 𝛼𝑚 𝜙𝑚

𝑛

𝑚=1

‖ = 0    where    𝛼𝑚 = 〈𝒗,𝝓𝑚〉 
(23.5) 

 
‖𝒖‖2 =∑|𝛼𝑚|

2 
(24.5) 

                                                           
 .هي صفوف تكافا، وهذا ا تف د  حدد فقط صف ا تكافا و  س وظ ف  محددة ضمن ذ ك ا صف ℒ2 ذك  هنا أن الأشع  في صفوف ا توابع  76
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;𝛼𝑚} من أجل أل  ننننننننننننننلبننننننننننننننلة عقد ة نذن  1 ≤ 𝑚 ≤ ∑ وبحيث {∞ |𝛼𝑘|
2 < ∞𝑘  فإلا   وجد شننننننننننننننعاع وحيدu من تابس ℒ2  اقس

 انعمعتذ انبابقتذ.

بننننننننت مَةةأن انعل  ان مر ة  ت ص :تاَعْلِيق
ُ
∑ تو ننننننننعات المتعامد  الم 𝛼𝑚𝜙𝑚𝑚 شننننننننعاع  إ  تنَقَارَبتu تابسلن ℒ2  ّره لاحقاا  وانذل  نننننننن فبنننننننن

,𝜙𝑚} عبر المةتد Sالأبعاد عل  انفضنناء ات يي عير محدود  v كيإ ننقان 1 ≤ 𝑚 ≤ بننت مَةةان. إن {∞
ُ
في حانة  ننلبننلة  تو ننعات المتعامد  الم

 ع نندهننا بننانعمعننة u عي  حيننث   [T/2, T/2–]  واونندد  زم ينناا بنناعننال ℒ2 نتوابسفضنننننننننننننننناء ات يي ان ل  تمتنند عبرفور ينن  عل   ننننننننننننننن يننل المثننا
𝑣(𝑡) rect (𝑡

𝑇
𝑣(𝑡) وانفرق ( − 𝑣(𝑡) rect (𝑡

𝑇
 .mوبانتالي متعامد مس كيل ]–T/2, T[2/ عبر للصفرمكافئ  ℒ2 هو (

 عي   nSعل   v إ قانفإن  الأبعادمحدود   الإ قانومن خمل لامر ة  }n, ..., 1{ممتد عبر هو فضاء ج يي  nSبفرض أن  البرها :
∑=𝒗|𝑆𝑛 بانعمعة αk 𝜙k

n
k=1 .نجد أن:ن المعادنة وم 

‖𝒗|𝑆𝑛‖
2
=∑|αk|

2   where   αk = 〈𝒗,𝜙𝑘〉

𝑛

𝑘=1

 
(25.5) 

 لفضنناءت تةي ن vعل  اعت ار أن  اا انذل  كون محدود 𝒗‖2‖ د الأعل  هوالحومن خمل ت ا ن با ننيل فإن  nهذا المقدار لا   داد ب  اد  
ℒ2  وبانتالي من أجل ألn < m وأل n  : فإلا 

‖𝒗|𝑆𝑚 − 𝒗|𝑆𝑛‖
2
= ∑ |αk|

2

𝑛<|𝑘|≤𝑚

 ≤  ∑  |αk|
2 
𝑛→∞
→   0

|𝑘|>𝑛

 (26.5) 

𝒗|𝑆𝑛}   دلّ ذن  عل  أن الإ قا ات ;  ∈ ℤ+}تتقارب مس بعضها بعضاا ع دما 𝑛 →  بدلانة فرق  اعتها.  ∞
Fischer-Riesz. لامر ة بلبلة كيوشيتتقارب حدودها مس بعضها بعضاا ب  انبلبلة ان  تبةّ 

هي محور ة نلتجليل وان  ت ص عل   77
𝒖هي هذا الحد  أل  u وبانتالي بفرض أن. ℒ2 بانفضنننننننننننناءمحدود   ℒ2 أن أل  ننننننننننننلبننننننننننننلة كيوشنننننننننننني من أمواج = lim

𝑛→∞
𝒗|𝑆𝑛 فيكون ند  ا  

 78.(24.5)و (23.5)المعادلات 
 . … α1 α2م تديذ بانبلبلة  (24.5)و (23.5)المعادلات   ول عل الح Riesz-Fischer وفر الا ت،دام لافب  ن مر ة 

∑فضننناء انتوابس )أو بشنننكل أدق ان نننفوف المكافئة( ان   كن أن تمثل وفس  Sنيكن  α𝑘𝜙𝑘(𝑡)𝑘 عبر كيافة انبنننم نننل α1 α2 … بحيث 

∑ |α𝑘|
2 < ∞ 𝑘.  بنننننننننننت مَةةة انبنننننننننننلبنننننننننننل  تد عبرفإلا ا  كن أن لارى أن ذن  هو فضننننننننننناء جداء داخلي وهو فضننننننننننناء

ُ
امد  المتع المتعامد  الم

{𝜙𝑘: 𝑘 ∈ ℤ}. عير محدود   دادالامتومجةوعات  الأبعادعير محدود   الإ نننننقانر ا نننننت،دام لامر ة  نننننلبنننننلة فور ي   فبنننننّ  وانبرهان انتالي ن مر ة
 أ ضاا. لأبعادا

𝑣(𝑡)}بننننننننننننننننننننننن عرف مُ  ℒ2 من اعت ا ينيكن ند  ا تابس  :1.4.4 برها  النظرية ∶ [−𝑇/2, 𝑇/2] → ℂ} وجدلاا نلتو أن .v(t)  هيℒ2  أنو 
�̂�𝑘انعمعة  =

1

𝑇
∫ 𝑣(𝑡)𝑒−2𝜋𝑖𝑘𝑡/𝑇𝑑𝑡  موجود  وأغا تبننننننننننننننناول|�̂�𝑘| ≤ ∫|𝑣(𝑡)| 𝑑𝑡 كيافة  من أجل 𝑘 ∈ ℤ تابس  (2.3.5).  وجد من ان مر ة

ℒ2  اقس انعمعننة𝑢(𝑡) = l. i. m. ∑ �̂�𝑘𝑘 𝑒2𝜋𝑖𝑘𝑡/𝑇 rect (𝑡/𝑇) كون  بحيننث v(t) – u(t)   عةودل عل𝜃𝑘(𝑡) =  𝑒
2𝜋𝑖𝑘𝑡/𝑇 𝑟𝑒𝑐𝑡(𝑡/𝑇) 

𝑘كيل   من أجل ∈ ℤ. 

𝜃𝑘(𝑡)}من انتوابس المتعامد  لافة اعةوعة الآإن  79أ ننننننا ننننننية إاننننننافية:غتاج الآن إ  حقيقة  =  𝑒
2𝜋𝑖𝑘𝑡/𝑇 rect(𝑡 𝑇⁄ ); 𝑘 ∈ ℤ} تمتدّ في 

. 𝜃𝑘(𝑡)كيل   مس متعامد [T/2, T/2–]انفت  انننننننننننةن  موج ة  اعة للا  وجد أل تابس ذ أل   [T/2, T/2–]خمل انفت   ℒ2 انتوابس فضننننننننننناء
 ولهننننذا فننننإن وهو  بنننننننننننننننننناول ان نننننننننننننننفر في كيننننل مكننننان تقر  نننناا. صنننننننننننننننفر ننننة  نننناعننننة لنننن   v(t) – u(t) فننننإن  بننننا نننننننننننننننتعةننننال هننننذه الحقيقيننننة

𝑣(𝑡) = l. i. m. ∑ �̂�𝑘𝑘 𝑒2𝜋𝑖𝑘𝑡/𝑇 rect (𝑡/𝑇) أما ات ء الأخير من ان مر ة فإلا    جي  .(24.5)  وتت ج معادنة انياعة بعد ذن  من انعمعة
 . (2.3.5)عن ات ء الأخير من ان مر ة 

                                                           
 .Rudin [26] مكن ا عودة لأي م جع  تعلق با تحل ل ا حق قي وا عقدي مثل  77
 هو فضاء ه لب /. ℒ2أن  Fischer-Riesz قال عن فضاء جداء داخلي تكون ف ه كل سلاسل كوشي محدودة، إنه كامل و سمى فضاء ه لب /.  ذ ك تنص نظ     78

 . مكن ا عودة لأي م جع  تعلق با تحل ل ا حق قي وا عقدي 79
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  ك ها أن تؤمن براهذ مفيد  وببننننننننننيية لهذه ان ها ات الأبعادعير محدود   الإ ننننننننننقانمن خمل انبرهان انبننننننننننابس فإن لامر ة كيةا رأ  ا 
  ل.ير ولامر ة برالاش( aliasing) ت  يفلامر ة انو انعي ات  لامر ة أخذ لجس هذه ان مر ة نبرهان م بت،دم وانتقر ت المقت  من هذه ان ها ات. 

بننننتانافة لمعاتة كي اا م تمة اا  ر ق من خمل ت مذا ننننت،دام ان مر ة  عةملاية فيالأكيثر ات ء  كةن 
ُ
. وكيةا هو  مَةةتو ننننعات المتعامد  الم

بنننت مَةة  اعةوعة المتعامد المةتد عبرفإن ان مر ة لا تؤمن سمات ببنننيية نلفضننناء  نننابقة انذكير  الحال في برهان  نننلبنننلة فور ي  
ُ
 بننننولح .الم

ذات الح مة انقاعد ة.  ℒ2 فضننننننننننننننناء توابس تدّ عبر  Tمت اان ار  اذ sinc ذ أن تابس ت [T/2, T/2–]اتيبي  تد عبر نتابس الحظ فإن معرفة أن ا
 .ℒ2 تمتد عبر sincوانتوابس اتي ية الموزولاة بتابس  T-spacedتوابس وبشكل مماقل فإن كيلّ 

 
 الملخص 4.5

أهمية من  عد يخ تيو رها وان تيجة الأكيثر الإشننننار ان    مر إنيها عل  أغا أشننننعة في فضنننناء جداء داخلي  عرف بفضنننناء  ℒ2لامر ة أمواج 
بنننت مَةة في 

ُ
ل  مثالاا ع  نننلبنننلة فور ي  حيث تعد  كن ان مر إنيها كيإ ار مشنننتك  ℒ2وجهة ان مر هذه هو أن أيس انتو نننعات المتعامد  الم

  .ذن 

بنننت مَةة ات يي حدودي ألا  رعي إانننافة لاتيجة هامة أخرى ه
ُ
 تت ا دفإن انتو نننعات ات يية  ℒ2 لموجة ةإانننافية إ  انتو نننعات المتعامد  الم

 دما ع  ل  الأمواج محدود  الا ننننننتياعة هي ألاع انتكيي انبنننننن ت انرييل نتقييد .  عود ℒ2الأع نننننن  نلفضنننننناء  من الحدمقتبة   ر صنننننن ير  دا ق
ة أعل من تقارب لأن هذه الا ننننننتياعان نم لاوعمما  رتت إلاتاج   (انتو ننننننسمعاممت أل ا ننننننتياعتها بدرجات متفاوتة من الحر ة ) تبننننننتهل 

 ععل هذا الحد الم ذ أعمه من هذا الحدس أكيثر دعة.  درجات م ا ر  من الحر ة.ن المتاحةالا تياعة 
 يية جتو ننعات متعامد  مُبننت مَةة مقربة إ  متعامد  أو متعامد  مُبننت مَةة تو ننعات كيتمثل   ℒ2 توجد لاتيجة أخرى هي إدراك أن توابس

عد انتو نننننعات  truncateوباني س فإن كييفية الاقياع . ℒ2 مثل انتكافؤ فيمعقد  نلتعامل مس عضنننننا ا ر اانننننية  إانننننافيةتوجد حاجة لا نذن  
 .الم قيعة ذالا هي أكيثر ببا ة و هونة انتو عات  إلا أن معقد  ر ااياا تكون 
 

A5 المتممات والبراهين :ملحق 

انف ننننننننل انرابس.  ان مر ات المتعلقة بتجو مت فور ي  في  ةبرهب ية الملجس لاتايج اتداء انداخلي لهذا انف ننننننننل  من  بننننننننت،دم ات ء الأول
المبننننت،دمة في انف ننننل انرابس وات ء الأخير  aliasing ت  يفان)الاعتيان( و  بننننت،دم ات ء انثاني اتداء انداخلي نبرهان لامر ة أخذ انعي ات و 

   اعش الأمواج انكرو ة. وبانتالي فإن هذا  ؤمن لامر  إاافية عن درجات الحر ة في م يقة عرض الح مة وان من.
 

1.A5  نظرية بلانشريلPlancherel 

تكون   وان تو عات متعامد  مُبت مَةةإ   u ة م يان ةانبرهان هي تو يس الموجإن انفكر  من  (:Plancherel 1) 1.5.4ظرية النبرها  
  .�̂�أل  u لةوجةن ℒ2 دو لعل  أغا لهذه انتجو مت بانتالي  ℒ2 غا ةعرف ة تذات دو مت فور ي  معروفةمجاميعها ات يية 

المتعامد  وانتوابس  ℒ2 انتو س عبر اهذ  تد. T 1 =  با ت،دام spaced-Tقيس  في الامتداد اتيبي الم ℒ2من  t(u( تابس كييفي لاشر أولاا ا
)m – t(rect πikt2e   1 =ن معيار اا لأمتعامد T .2.3.5:80الأبعاد اودد بان مر ة مت اهي مالإ قان ان وهكذا  كون 

𝑢(𝑡) = lim
𝑛→∞

 𝑢(𝑛)(𝑡)     where    𝑢(𝑛)(𝑡) = ∑ ∑ �̂�𝑘,𝑚 𝜃𝑘,𝑚

𝑛

𝑘=−𝑛

(𝑡)

𝑛

𝑚=−𝑛

  

𝜃𝑘,𝑚(𝑡) =  𝑒
2𝜋𝑖𝑘𝑡  𝑟𝑒𝑐𝑡 (𝑡 − 𝑚)   and    �̂�𝑘,𝑚 = ∫𝑢(𝑡) 𝜃𝑘,𝑚

∗  (𝑡) 𝑑𝑡  

 ف وفس:معرّ مبتةرّ ن  دو ل فور ي  وبانتالي  ℒ2 بانفضاءمحدود زم ياا   𝑢(𝑛)(𝑡) ا أن 

                                                           
;𝜃𝑘,𝑚} لاحظ أن 80 𝑘,𝑚 ∈ ℤ} نه من أجلإح ث  ط  ق هي مجموع  معدودة من الأشع  ا متعامدة، و د  تب/ ب 𝑛 ∈ ℤ+ ا تي  كون ف ها، فإن كل ا حدود n≤  k وn≤  m 

  أتي  بل كل ا حدود الأخ ى.ت
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𝑢(𝑛)(𝑓) =  ∑ ∑ �̂�𝑘,𝑚 𝜓𝑘,𝑚

𝑛

𝑘=−𝑛

(𝑓)

𝑛

𝑚=−𝑛

 
(27.5) 

𝜓𝑘,𝑚(𝑓) حيث = 𝑒
2𝜋𝑖𝑓𝑚sinc (𝑓 − 𝑘)  هو الحدk, m  بنننننت مَةة من مجةوعة

ُ
-Tالمتقيعة و  sincبتابس لاة و الموز انتو نننننعات المتعامد  الم

spaced  مسT = 1 .الأشننننعة  ننننلبننننلة تقارب ت  (2.3.5)ن خمل ات ء الأخير من ان مر ة م�̂�(𝑛) إ  انشننننعاع �̂�  منℒ2  انفئة المكافئة من(
 قس:دو  u(t)لتابس دو ل فور ي  نان  ترم  إ   انتوابس(

lim
𝑛→∞

‖�̂� − �̂�(𝑛)‖ = 0 (28.5) 

ℓ في ان مر ة. بدا ةا من أجل كيل عدد صجيح  �̂�𝐴(𝑓)و 𝑢𝐴(𝑡)مس انتوابس  ذن وعت ربط  > 𝑛  :لاعرف 

�̂�(𝑛,ℓ)(𝑓) =  ∑  ∑ �̂�𝑘,𝑚 𝜓𝑘,𝑚

ℓ

𝑘=−ℓ

(𝑓)

𝑛

𝑚=−𝑛

 

(29.5) 

 حيث:  �̂�(𝑛)(𝑓)ات يي مكتةل أكيثر من  انتو سوذن  لأن هذا 
‖�̂� − �̂�(𝑛)‖ ≥ ‖�̂� − �̂�(𝑛,ℓ)‖ 

ℓواعل الحد  → 𝐴 من أجل 𝑢𝐴(𝑡)من �̂�𝐴(𝑓)  هو دو ل فور ي  نن �̂�(𝑛,ℓ)  فإن ∞ = 𝑛 + 1

2
 :  نجد(28.9). واةس هذا مس 

lim  
𝑛→∞

‖�̂� − �̂�
𝑛+
1
2
‖ = 0 

(30.5) 

 معادنة انياعة ذات الأبعاد الم تهية  كون ند  ا: ب خذأخيراا  

‖𝑢(𝑛)‖
2
= ∑ ∑ |�̂�𝑘,𝑚|

2
= ‖�̂�(𝑛)‖

2
𝑛

𝑚=−𝑛

𝑛

𝑘=−𝑛

 

ℒ2  ‖𝒖‖2 معادنة انياعةحيث غ ل عل   = ‖�̂�‖2مهر هذا أ ضاا أن  .‖�̂� − �̂�𝐴‖   مكررmonotone  حبتA  ن المعادنة إبحيث
 :المعادنة كن أن تبت دل ب (30.5)

lim
A→∞

‖�̂� − �̂�
𝑛+
1
2
‖ = 0 

.𝑙   لامحظ أن(1.5.4)من خمل ازدواجيننة ان منيانتدد مس ان مر ننة  (:Plancherel 2) 2.5.4برهاا  نظرياة  𝑖. 𝑚.𝐵→∞ 𝑢𝐵(𝑡)  موجود
المكافئ نلتابس الأصلي  ℒ2هو عاكيل هذا المفور ي  انوحيد المت قي هو أن لابرهن أن دو ل  الأمر. ℱ−1(�̂�(𝑓)) عل  هذا من خمل ولارم  ن 

)t(u . بدا ةا أن دو ل فور ي  ننننننننننننلاشير )t(= rect )t(0,0  هو)f(sinc المعرف أعمه  هو عاكيل وأن انتجو ل المℒ2 تابسمكافئ ن )t(rect. 
 أن   جي عن ذننننننن . �̂�(𝑛)(𝑓) تننننننابسل  المعرف أعمه  نعنننننناكيلهو انتجو ننننننل الم t()n(u( مس الإزاحننننننات ان م يننننننة وانتدد ننننننة  نجنننننند أن

lim𝑛→∞‖ℱ
−1(�̂�) − 𝒖(𝒏)‖ = ℱ−1(�̂�)‖ وبانتالي نجد أن  0 − 𝒖(𝒏)‖ = 0. 

ولها دو ل  ℒ2و ℒ1 هي hفيةا عدا ذن . وعلي  فإن  عيةة م عدمةوذا  (1 ,0)هو ن بننننننننننن ة في ا h(t)وكيةثال ن مر ة بملاشنننننننننننير ل  نيكن 
ℎ̂(𝑓) فور ي  =  .h(t)و باول  م عدمهو أ ضاا عاكيل . انتجو ل المℒ2و ℒ1 بتةر فيالم 0

إلا   ℒ1 فيصننفرل  عيرانذل  كون  ℒ2 ننفرل.  نني اعش المثال انتالي انلتابس نمكافئ  ℒ2 لألا  اا الم ذ أعمه  مع  بد هي h(t)نلتابس إن 
 المكافئ عير مبتةر  في أل مكان وعير محدود  في كيل مجال. صف كيل أعضاء )مكولاات(   أن

ون  دو ل فور ي  مبنننتةر  نكن كيل انتوابس في  ℒ1 .  عد هذا انتابس(1 ,0)حقيقي وعير صنننفرل في اعال  ℒ2 لاا عن تابسالا اعش الآن مث
هذا المثال كييف  كن أن  كون نلتوابس   واننننننننننح. (1 ,0) مفتو  اننننننننننةن أل مجال في  في أل مكان وعير محدود  فئت  المكافئة عير مبننننننننننتةر 

  .ℒ2 بت،دم هذا لاحقاا نشر  بعير خواص توابس     كيةاوبانعكلة متق ( دو مت فور ي  Bizarreان ر  ة )
( حينننننث لا  ننننند المقنننننام أل: 0,1لاقوم أولاا بوانننننننننننننننس عنننننايةنننننة بنننننانكبنننننننننننننننور انننننننننننننننةن اعنننننال ) .الغريبااااة  𝓛𝟏و  𝓛𝟐 : توابعA5.1مثااااال 
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𝑎1 = 1/2 , 𝑎2 = 1/3 , 𝑎3 = 2/3 , 𝑎4 = 1/4 , 𝑎5 = 3/4 , 𝑎6 =  لاعرف انتابس:و   …1/5
𝑔𝑛(𝑡) =  {

1             for         𝑎𝑛 ≤ 𝑡 ≤ 𝑎𝑛 + 2
−𝑛−1

0                                               Otherwise
 

𝑔(𝑡) = ∑𝑔𝑛(𝑡)

∞

𝑛=1

 

)gفإن  وبذن  t)  و متبننننارع عل  غإ  ان ننننفر  كيل م ها   ت اه  عرض ثل كيل واحد م ها أحد انكبننننور و  ثل مجةوع توابس مبننننتييلة
)gتكامل انتابس  حباب كن بانتالي  .(3.5)انشكل في  ذ هو مكيةا عيةة دنيل انكبر  مس ز اد   t) انتالي: عل  ان جو 

∫ 𝑔(𝑡) 𝑑𝑡 =  ∑∫𝑔𝑛(𝑡)𝑑𝑡 =  ∑2−𝑛−1 = 
1

2

∞

𝑛=1

∞

𝑛=1

1

0

 

)gوهكذا فإن  t)  هو تابسℒ1   (3.5)كيةا هو م ذ في انشكل. 

 
 .t(igi( ا حدود ا سبع  الأو ى من :3.5الشكل 

2] انفاصنننل بدرا نننة
3
, 2
3
+ 1

8
 وجد  ا أن انفواصنننل ان م ية انكبنننر ة م د ة عل  اوور الحقيقي   .في انشنننكل 3g لمبنننتييلبا انذل  تعلس (

t(g ( كون  و ة انواحدة وعلي بام jgو 3gو 1gعيي في  كيافة جد د تكون فاصل   في دأ انفاصل ان م    ا اةن هذ jaبانتالي عدد كيبرل 

. ′𝑎𝑗 اتد د انذل اول كيبننننراا ونيكنان م   كن تكرار ان هج لافبنننن  اننننةن هذا انفاصننننل وهكذا  .اتد دانفاصننننل ان م   ااننننةن هذ 3 ≤
𝑎𝑗 وجد بانتالي عدد كيبننرل 
 و ة انواحدة وعلي بننام ′𝑎𝑗و jgو 3gو 1g عييفي  كيافة جد د تكون فاصننل   في دأ ان م     ا انفاصننلاننةن هذ ′

 .g(t) ≥ 4  كون
2] نجد بانتالي أن انفت إذا كيررلاا ان قاش انبنننابس فإلا ا 

3
, 2
3
+ 1

8
نكن في عشنننوايية عيي كي ير   g(t) تتضنننةن فتات ج يية   خذ ع دها انتابس (

,𝑎1 منانواعس وع د أخذ غا ة كيل  𝑎3, 𝑎𝑗 , 𝑎𝑗′, عل   ما  نننن س ك  ا تي يس   . وأكيثر من ذن ∞ = g(a) كون ع دها  aد لاقية غا ة نج  …
ε وبشنننننننننننننكل أكيثر وانننننننننننننوحاا ومن أجل 81.نفت ا خذ عيي لاغايية انننننننننننننةن هذه ت t(g( ن  ذ أن (1 ,0)أل فاصنننننننننننننل مفتو  بذ  > وكيل  0

𝑡 ∈ 𝑡| كون في   't   وجد زمن (0,1) − 𝑡′| < 𝜀  و𝑔(𝑡′) = )g. إن ذن   ع  أن ∞  t)  عير مبنننننننننننننننتةر وعير محدود في كيل م يقة من
)g. وانتابس (0,1) t)  اةن موجود أ ضاا ℒ2 أدلااه كيةا هو مواح: 

∫ 𝑔2(𝑡)𝑑𝑡 =∑∫𝑔𝑛(𝑡) 𝑔𝑚(𝑡) 𝑑𝑡

𝑛,𝑚

1

0

 
(31.5) 

=∑∫𝑔2(𝑡)𝑑𝑡

𝑛

+ 2 ∑ ∑ ∫𝑔𝑛(𝑡) 𝑔𝑚(𝑡) 𝑑𝑡

∞

𝑚=𝑛+1𝑛

 
(32.5) 

≤
1

2
+ 2 ∑ ∑ ∫𝑔𝑚(𝑡) 𝑑𝑡

∞

𝑚=𝑛+1𝑛

=
3

2
 

(33.5) 

                                                           
ℝ  س في ا حق ق  تابع  t(g(سوف  لاحظ ا قا ئ ا حذ  أن  81 → ℝ نما هو تابع من ا تي  t. مجموع  –و إ ى ا مجموع  ا موسع  من ا ق م ا حق ق   بما في ذ ك  ℝ، وا 

. كما  ت تب عدم ا خلط ب ن تابع  أخذ   م  لامتناه   في نقط  معزو   مع تابع استجاب  واحدي Lebesgueومقاس صف ي  مكن تجاهله في تكامل  g(t) =  كون ف ها 
unit impulse ول حول ا صف  من أجل نقط  ا تف د في تلك ا نقط .  تكامل الأsingularity  1، في ح ن أن ا ثاني هو تابع معمم  تكامل با تع  ف  لق م. 
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𝑔𝑛 كيونحقيقة   (33.5)يث ا ت،دم ا في انعمعة ح
2(𝑡) = 𝑔𝑛(𝑡) 1 ≥وأن  في الحد الأول )t(ng .في الحد انثاني 

 فاصننننل زم .محدد  اننننةن كيل  لاقانلاغايية ع د    خذ عيةاا في كيل مكان و نك   عير مبننننتةر  ℒ2و ℒ1 هو g(t) أنلابننننت تج مما  نننن س 
) �̂�(𝑓) rectنلتابس  t(Bg(عاكيل انتجو ل الم. ℒ1 نك   نيل ℒ2 وهو اا مبنننننننتةر  �̂�(𝑓) انتجو ل  كونبي ةا  𝑓

2𝐵
مس  ℒ2في و تقارب مبنننننننتةر  (

)t(g  ع دما  B ع دما .k= 2 B انتابس   قرب)t(Bg  إ )t(kg) + … + t(1g. بحيث  كون ذا حواف عير حاد   
  خذان  انلذ ن h(t)و g(t) بعير انشيء. لامحظ أن انتابعذ اا عر   اا كيبا عمانذل  ل  دو ل فور ي   �̂�(𝑓) هذا مثال جيد عل  انتابس

وعل   .(1 ,0)الحي   كولاان عير مبننتةر ن اننةن هذا خارج هذا الحي    0وانقيةة  (1 ,0) من أجل الأعداد انكبننر ة او ننور  بذ 1انقيةة 
أما  .رلانتابس ان نفة هو عر ت بالمع  ان ن عي  وهو من أجل معمي الأعراض لافل وفي هذه الحان 0  خذ انقيةة  h(t)أ ة حال فإن انتابس 

  لا  كن ت ييره اةن مجةوعة محدد  من ان قان.فهو أكيثر عرابة في مع اه الأ ا ي  حيث  g(t)انتابس 
لم، ننننن نننننة ير مقررات انر اانننننيات ا    ي ألا  بنننننت تج المرء من هذا المثال ألا  لا  كن انوقوق بالحدس  أو ألا  من انضنننننرورل درا نننننة بع

نيل ة اندرا نننننننننننننة انعليا كيي  شنننننننننننننعر بانثقة في انتعامل مس انتوابس.  كن نلةرء أن  بنننننننننننننت تج عل  أ ة حال  أن ان بنننننننننننننا ة في ان تايج المتعلقة 
بت مَةة نتوابس

ُ
 .ℒ2 اةن صف عير عاد ة حقاا عل  اوء انتوابس ان ر  ة الم ضو ة ℒ2 بتجو مت فور ي  وانتو عات المتعامد  الم

من  انموجود يدو ل فور ي  وانتجو ل انعكبالأول:  :أمر ن أ ا يذن لامر ة بملاشير ل عد عدمت ن ا إوبشكل مخت ر   ك  ا انقول 
الحي  (  الما أن ℒ2 )عل  اوء تقارب جيد  عشوايياا   أص جت انفتات الم تهية وتقر  ات عرض الح مة اودودانثاني:  .ℒ2أجل أيس توابس 

 .اا كيبر ت داد  عرض الح مة ان م  و 
 
2.A5 والتزييف  أخذ العينات تانظريAliasing 

دتول هنننذه انفقر  عل  براهذ لامر   أخنننذ انعي نننات وانت  يف. إن هنننذه انبراهذ مهةنننة إلا أغنننا عير متننناحنننة في أل مكنننان آخر بهنننذه 
  كون ذا أهمية ن عير انيل ة أو خلفيتهي انعلةية.ان ي ة  حيث ت يول هذه انبراهذ عل  دليل ر ااي دعيس عد لا 

  ومن خمل [W, W–]خارج اعال  0وانذل   خذ عيةة  ℒ2 ثل تابس �̂�(𝑓) بفرض أن  )نظرية أخذ العينات(: 2.6.4برها  نظرية 
   ا كيتابة:ك  Lemma (1.5.4)وب خذ عمعة  ℒ1 هو �̂�(𝑓)فإن  (2.3.4)ان مر ة 

𝑢(𝑡) = ∫ �̂�(𝑓) 𝑒2𝜋𝑖𝑓𝑡  𝑑𝑓
W

−W

 
(34.5) 

𝑡ان  تكون محققة من أجل  ∈ ℝ لارعت بإظهار كيون تو نننننس لامر ة أخذ انعي ات محققاا أ ضننننناا ع د .t  ومن خمل لامر ة   نذنDTFT 
  ك  ا كيتابة:

�̂�(𝑓) = 𝑙𝑖𝑚
ℓ→∞

�̂�(ℓ)(𝑓),    where     �̂�(ℓ)(𝑓)= ∑ 𝑢𝑘�̂�𝑘(𝑓)

ℓ

𝑘=−ℓ

 

(35.5) 

�̂�𝑘(𝑓) نإحيث  = 𝑒
2𝜋𝑖𝑘𝑓/(2W)rect (𝑓/2W)  أن:و 

𝑢𝑘 =
1

2W
∫ �̂�(𝑓) 𝑒2𝜋𝑖𝑘𝑓/(2W)𝑑𝑓

W

−W

 
(36.5) 

2W𝑢𝑘نجنند أن  (35.5)و (34.5)و قننارلاننة انعمعتذ  = 𝑢(
𝑘

2W
 �̂�(ℓ)(𝑓) فننإن اعةوع الم تهي ℒ1 في  موجود �̂�𝑘(𝑓) ابسو و ننا أن انت  (

 لهذا فإن دو ل فور ي  انعكبي: .ℒ1 اةن أ ضاا  قس 

𝑢(ℓ)(𝑡) = ∫ �̂�(ℓ)(𝑓)𝑑𝑓 = ∑ 𝑢 (
𝑘

2W
) sinc (2W𝑡 − 𝑘)

ℓ

𝑘=−ℓ

 

𝑢(𝑡) فإن انفرق𝑡 ϵ ℝ . ومن أجل t عرف ع د كيل لاقية  − 𝑢ℓ(𝑡) :كتت كيةا  لي  
𝑢(𝑡) − 𝑢ℓ(𝑡) = ∫ [�̂�(𝑓) − �̂�(ℓ)(𝑓)]𝑒2𝜋𝑖𝑓𝑡𝑑𝑓

W

−W
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�̂�(𝑓) لتابعذهذا انتكامل كيجداء داخلي ن  كن أن   مر إ  − 𝑢(ℓ)(𝑓) و𝑒−2𝜋𝑖𝑓𝑡rect[ 𝑓
2W
 ك  ا   شنننننننننننوارت نذن  ومن خمل ت ا ن  [

 كيتابة انعمعة:
|𝑢(𝑡) − 𝑢(ℓ)(𝑡)| ≤ √2W ‖�̂� − �̂�(ℓ)‖ 

ℓ من أجل  0انقيةة مننبنننننننننننننننابقة اانيرف الأ ن من انعمعة    قتب DTFT من ℒ2 تقاربمن خمل  → انيرف  قتب وبذن    ∞
   مما  ؤدل إ  تقارب ع د كيل لاقية.tمن أجل كيل  0الأ بر انقيةة 

) 𝑢}أن انبنننننننننننننننلبنننننننننننننننلننننة  ةمعي نننن Wلافتض من أجننننل  .)نظرياااة أخاااذ العيناااات ل رسااااااااااااااال( 3.6.4برهاااا  نظرياااة  𝑘
2W
); 𝑘 𝜖 ℤ}   دقس

∑ |𝑢( k
2W
)|
2
< ∞𝑘  ولاعرف𝑢𝑘 =

1

2W
𝑢( 𝑘

2W
عير صنننننننننننننننفرل  �̂�(𝑓) فإلا   وجد تابس ترددل DTFT. ومن خمل لامر ة 𝑘 𝜖 ℤمن أجل كيل  (

 u(t)ن خمل لامر ة أخذ انعي ات أن دو ل فور ي  انعكبنننننننني م نجد. (61.4)و (60.4)وانذل اقس انعمعتذ  [W, W–]فقط اننننننننةن اعال 
  ل  المواصفات المرعوبة. �̂�(𝑓) نلتابس

�̂�𝑚(𝑓);𝑚} تردد ة شرايحإ   �̂�(𝑓) بف ل ك  ا ان دء  .(Aliasing Theoremتزييف )نظرية ال 1.7.4برها  النظرية  ∈ ℤ}: 
�̂�(𝑓) = ∑�̂�𝑚(𝑓),

𝑚

     �̂�𝑚(𝑓) = �̂�(𝑓) 𝑟𝑒𝑐𝑡
† (𝑓𝑇 − 𝑚) (37.5) 

1− من أجل 1ب لا   بننننننننننننننناول  f(†rect(  عرف انتابس
2
< 𝑓 ≤ 1

2
إلا ألا   عيي ا  f(rect(مكافئ نلتابس  ℒ2  وهو خمف ذن  0وانقيةة  

 انتالي:عل  ان جو  nعدد صجيح  كيلمن أجل   �̂�(𝑛)(𝑓) عرف انتابس. لا(37.5)مباوا  لاقية ن قية في المعادنة 

�̂�(𝑛)(𝑓) = ∑ �̂�𝑚(𝑓)

𝑛

𝑚=−𝑛

= { �̂�(𝑓)                 for 
2𝑛−1

2𝑇
< 𝑓 ≤

2𝑛+1

2𝑇

2𝑛 + 1

2𝑇
0                                                          otherwise

   
(38.5) 

 فإن ذن    يول عل : (38.5). ومن خمل انعمعة ℒ1هو   �̂�(𝑓)تبتل م أن   �̂�(𝑓)أن انشرون المفتاة عل   (16.5)  ذّ انتةر ن 
lim
𝑛→∞

∫ |�̂�(𝑓) − �̂�(𝑛)(𝑓)|𝑑𝑓 = 0
∞

−∞

 

�̂�(𝑓)و ا أن  − �̂�(𝑛)(𝑓)  موجود  اةنℒ1 كيل ع د كيل عيةة ا عفإن دو ل فور ي  المt :اقس 

|𝑢(𝑡) − 𝑣(𝑛)(𝑡)| = |∫ [�̂�(𝑓) − �̂�(𝑛)(𝑓)]𝑒2𝜋𝑖𝑓𝑡𝑑𝑓
∞

−∞

| 

≤ ∫ |�̂�(𝑓) − �̂�(𝑛)(𝑓)|𝑑𝑓
∞

−∞

= ∫ |�̂�(𝑓)|𝑑𝑓
∞

|𝑓|≥2𝑛+1/2𝑇

 

 ند  ا: t كيلوهكذا ومن أجل   .nمس ز اد   قتب من ان فر فإن انتكامل ان هايي انبابس  ℒ1موجود في  �̂�(𝑓)و ا أن 
𝑢(𝑡) = lim

𝑛→∞
𝑣(𝑛)(𝑡)     (39.5) 

 م احة غو ح مة عاعد ة  أل: �̂�𝑚(𝑓) ةتردد  كيشراة  ŝ𝑚(𝑓)لاعرف الآن 
ŝ𝑚(𝑓) = �̂�𝑚 (𝑓 −

𝑚

𝑇
) = �̂� (𝑓 −

𝑚

𝑇
) rect†(𝑓𝑇) (40.5) 

    ح ند  ا: 𝑣𝑚(𝑡)وبتي يس لامر ة أخذ انعي ات عل  
𝑣𝑚(𝑡) = ∑𝑣𝑚(𝑘𝑇)sinc(

𝑡

𝑇
− 𝑘)𝑒2𝜋𝑖𝑚𝑡/𝑇

𝑘

 
(41.5) 

𝑠𝑚(𝑡) نجد أن (40.5)وبتي يس عمعة الإزاحة انتدد ة عل  انعمعة  = 𝑣𝑚(𝑡)𝑒
−2𝜋𝑖𝑓𝑡  :ولهذا  كون 

𝑠𝑚(𝑡) =∑𝑣𝑚(𝑘𝑇)𝑠𝑖𝑛𝑐(
𝑡

𝑇
𝑘

− 𝑘)    
(42.5) 
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�̂�(𝑛)(𝑓)الآن لاعرف  = ∑ �̂�𝑚(𝑓)
𝑛
𝑚=−𝑛  نجد أن  (40.5)ومن انعمعة�̂�(𝑛)(𝑓)  هو لابنننننن،ة رد فة من�̂�(𝑛)(𝑓)  وذن  كيةا هو مواننننننح

 كيل بانعمعة:ا عالمفور ي  دو ل وبذن   عي   .(10.4) في انشكل

𝑠(𝑛)(𝑡) = ∑ ∑ 𝑣𝑚(𝑘𝑇)sinc (
𝑡

𝑇
− 𝑘)

𝑛

𝑚=−𝑛

∞

𝑘=−∞

 
(43.5) 

لجالميو ة  بنننننننننننن،ة ان نيكون �̂�(𝑓) لاعرف  . أخيراا اا  كون محدود m ع داتةس لامراا لأن  صننننننننننننجيجاا   عدنقد عة ا بت يير نمط اتةس وانذل 
foldedمن لج �̂�(𝑓)  ان  تجةس عبر كيافةm:أل   

�̂�(𝑓) = lim
𝑛→∞

�̂�(𝑛)(𝑡) (44.5) 

نيل تابعاا  �̂�(𝑓)مثالاا عن حانة كيون  (38.4) وفر انتةر ن  أ ضنننننننننناا. ℒ2وهو  �̂�(𝑓)أن هذه ان ها ة تتقارب مس تابس  (16.5)  ذّ انتةر ن 
ℒ2 إذا لم  تجقس انشرن lim

|𝑓|→∞
�̂�(𝑓)|𝑓|1+𝜀  = 0. 

 انعمعة: اقس s(t)فإن لامر ة أخذ انعي ات تمهر أن انتجو ل انعكبي ..  خارج اعال  0عيةة  و  خذ ℒ2اةن   قس �̂�(𝑓)  ا أن
𝑠(𝑡) =∑𝑠(𝑘𝑇)sinc (

𝑡

𝑇
− 𝑘)

𝑘

 
(45.5) 

 نجد أن: (43.5)ذن  مس انعمعة وبدمج 

𝑠(𝑡) − 𝑠(𝑛)(𝑡) =∑[𝑠(𝑘𝑇) − ∑ 𝑣𝑚(𝑘𝑇)

𝑛

𝑚=−𝑛

]

𝑘

sinc (
𝑡

𝑇
− 𝑘) 

(46.5) 

lim نجد أن: (44.5)ومن خمل انعمعة 
𝑛→∞

‖𝒔 − 𝒔(𝑛)‖ =  ولهذا  كون: 0
lim
𝑛→∞

∑|𝑠(𝑘𝑇) − 𝑣𝑛(𝑘𝑇)|2 = 0

𝑘

 

𝑠(𝑘𝑇)هذا اقس  = lim
𝑛→∞

𝑣(𝑛)(𝑘𝑇)  من أجل كيل عدد صجيحk.  ند  ا أ ضا (39.5)ومن خمل انعمعة 𝑢(𝑘𝑇) = lim
𝑛→∞

𝑣(𝑛)(𝑘𝑇)  
 ند  ا: 𝑘 𝜖 ℤ ولهذا فإلا  من أجل

𝑠(𝑡) =∑𝑢(𝑘𝑇)

𝑘

 sinc (
𝑡

𝑇
− 𝑘) 

(47.5) 

∑ ف بت تج أن ℒ2في  موجود s(t)و ا أن . (47.5)دقس  (44.5) أن انعمعة هذا   ذّ  |𝑢(𝑘𝑇)|2𝑘 < نعمعة افإن وبشكل معاكيل  . ∞
 .(47.5) كيةا تواح انعمعة انبابقة  �̂�(𝑓) تابسمكافئ نل ℒ2  كونعت أن   فر د ولهذا فإن دو ل فور ي ℒ2تعرف تابس  (47.5)
 
3.A5 المتطاولة  ةرويّ الك   الأمواجProlate Spheroidal Waveforms 

بننننننننننننت مَةة هي مجةوعة من انتوابس المتعامد  ( [29])الامر  المتياونة انكرو ة الأمواج
ُ
الحر ة  درجات ندرا ننننننننننننة دعةس أكيثر اي ر  توفروان  الم

فإن هذه انتوابس تشننننننننكل مجةوعة  ]–2T/2, T/[وانفت  ان م ية  W. فةن أجل كيل اختيار نعرض الح مة الأ ننننننننا نننننننني 2.7.9 بانفقر المواننننننننجة 
تمل  هذه انتوابس أعمي ا ننننننننننتياعة ممك ة في اعال  ]–T/2, T[2/انفت  ان م ية بالحقيقية واودود   ℒ2 من توابس }t(1), t(0{,... ,(متعامد  
 بالحب ان.  [T/2, T/2–]مس أخذ عيد انفاصل ان م    [W, W–]انتددل 

 عرف انعمعة:  لاt(n( هو دو ل فور ي  نلتابس �̂�𝑛(𝑓)لافرض أن  n 0 ≤فةن أجل وبشكل أكيثر دعة  
�̂�𝑛(𝑓) = {

�̂�𝑛(𝑓)      ;   −W < 𝑡 < W

0              ; otherwise         
   

(48.5) 

عل  ألا  لاتيجة   𝜃𝑛(𝑡)وبشنننننننننننكل مكافئ   كن ان مر إ  ة )–W, W(المقيوع تردد اا انننننننننننةن اعال  n)t( هو انتابس  𝜃𝑛(𝑡)إن انتابس 
 خمل مرشح تمر ر تردد م ،فير مثالي.  t(n( تمر ر
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:𝜙0(𝑡)نيكون لابنننن،ة م بننننية من انتابس t(n( اختير انتابس (−𝑇/2, 𝑇/2) → ℝ    عيةة نم ننننتياعة في أعمي انذل  عيي𝜃0(𝑡)   إلا
  عدا عن كيولا  ذا 𝑇 rect(𝑡/𝑇)/1√نقيةة ااكيي اأن ااول  𝜃0(𝑡)فإن انتابس   عل  أ ة حال ألا ا نن لا جث في كييفية حل الأمثلة هذه.

 خارج اعال. تقس  ياعة انلإلاقاص انحواف مبتد ر  في محاونة 
:𝜙𝑛(𝑡)} من انتابس اختير نيكون لاب،ة م بية t(n( فإن انتابس n 0 < لل كيمن أجوبشكل مشاب    (−𝑇/2, 𝑇/2) → ℝ}   تعامد الم

  . 𝜃𝑛(𝑡) في  عيي أعمي ا تياعةكيةا   n<  m كيل  من أجل t(m( عل معيار اا 
𝜆𝑛لاعرف   وأخيراا  = ‖𝜽𝑛‖

1وبانتالي  كن أن نجد أن  2 > 𝜆0 > 𝜆1 > اودد   nفي  ات ء من الا نننننننننتياعة عل  أغا 𝜆𝑛 . لافبنننننننننر⋯
 ع دها كون وان   n لةتجولأكيبر عيةة ن عل  ألا   [W, W–]و [T/2, T/2–] عرف عدد درجات الحر ة في  .[W, W–]باعال انقاعدل 

𝜆𝑛 أعرب إ  انواحد. إن عيي 𝜆𝑛  تعتةد عل  اتداءTW  نذن   كن أن  رم  لها بانرم 𝜆𝑛(𝑇W)  وبانتالي فإن ان تيجة انرييبننننننننننننننة نلأمواج
 فإن:  > 0 هي ألا  من أجل ألنن لاقوم ببرهاغا انكرو ة وان  

lim
𝑇W→∞

𝜆𝑛(𝑇W) = {
1             ;     𝑛 < 2𝑇W(1 − 𝜀)

0             ;     𝑛 > 2𝑇W(1 + 𝜀)
 

وانذل من أجلهي تكون معمي الا نننننننننننننننتياعة في معيار اا تابس متعامد  2TWكي ير  فإلا   وجد ما  قارب   TWهذا  ع  ألا  ع دما تكون 
 انبةة.كي ير  متعلقة بهذه أهمية  ذات  معيار اا    وجد توابس متعامد نكن لا انتوابس اودود  زم يا أ ضا محدود  تردد اا 

 خرى لاذكير بعضها:نرايعة الأبعير المي ات ا t(n( المتياونة لأمواج انكرو ةاتمل  توابس 
 تقا س صفرل. nو وجد  مبتةر t(n(فإن انتابس  n أ ا كيالات •

 فرد ة. nزوجية وفردل ع دما  nزوجي ع دما  t(n(انتابس • 
  ثل مجةوعة متعامد  من انتوابس. t(n(انتابس • 
𝜃𝑛(𝑡) بانعمعة: [T/2, T/2–] عي  هذا انتابس خمل انفت  ان م ية •  = 𝜆𝑛𝜙𝑛(𝑡). 
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5.E تمارين 

1.5 (basis ) ان  د انثاني. برهنتان  د الأول ومن و خوارزمية  برهنتباعتا  خوارزمية  (1.1.5)برهن ان مر ة 
2.5 (basis)  امتنداد  كن أن  كون ج ءاا من مجةوعنة  0أظهر أن انشنننننننننننننننعناعSpanning  نكن لا  ك ن  أن  كون ج ءاا من مجةوعنة خيية

 مبتقلة.

3.5 (basis)  برهن ألا  إذا كيالات مجةوعة الأشننعةn  فضنناء الأشننعة  متفردت شننر بشننكلv   أن كيل  ع 𝒗 ∈ 𝒱  ن  تمثيل وحيد كيجةس خيي
 .nبعد  لفضاء ذ في 𝒱خيية ومبتقلة وهي  nشعاع  و أن هذه الأشعة  nمن 

4.5 (a)  ّأن فضنننناء الأشننننعة بذ ℝ2  2{(انذل اول الأشننننعةv, 1v= ( v{  2من انشننننكل   انضننننرب انداخليذاتu2v+  1u1v = u, v  اقس
 بد هيات فضاء انضرب انداخلي.

 (b) ّفإن  ول  الإعليدل ألا  في المبتوى بذv ( إ   0المبافة من ألvهي ) v. 
 (c) ّأن المبافة من بذ v   إu هي v – u. 
 (d) ّأن بذ cos(∠(𝒗, 𝒖)) = 〈𝑣,𝑢〉

‖𝑢‖ ‖𝑣‖
‖𝒗‖ض أن اافت ب   > ‖𝒖‖و 0 > 0. 

(e) 2 ب ن تعر ف اتداء انداخلي عد ت ير وأصنننن ح وفس انعمعة: افتضu2v+ 2 1u1v = u, v .ال هذا انتعر ف اقس بد هيات   هل لا 
 انيور( ترت ط مس  ول وزاو ة إعليدس انتقليد ة؟وهل لا زانت معادنة انيول ومعادنة ان او ة )أل فضاء اتداء انداخلي؟ 

∑بانعمعة:  u, v وعرف ℂ𝑛اعتبر  5.5 𝑐𝑗  𝑣𝑗  𝑢𝑗
∗𝑛

𝑗=1 حيث nc, ..., 1c  أرعام عقد ة. حدد من أجل كيل الحالات انتانية  فيةا إذا كيانℂ𝑛 
 فضاء جداء داخلي أو نيل كيذن  مس انشر :

(a) 𝑐𝑗   الموجت لافبلرعي الحقيقي نكيلها مباو ة . 
(b) 𝑐𝑗  .كيلها أرعام حقيقية موج ة 
(c) 𝑐𝑗  .كيلها أرعام حقيقية نيبت  ان ة 
(d) 𝑐𝑗  لافب كيلها مباو ة نلرعي انعقدل عير ان فرل . 
(e) 𝑐𝑗  .كيلها أرعام عقد ة عير صفر ة 

6.5 (Triangle inequality برهن المتاججة المثلثية )(10.5) 2. تلةيح: الاشنننننننننننننننرu+  v حدود  وا نننننننننننننننت،دم متاججة شنننننننننننننننوارت   ةإ  أربع
(Schwarz  عل  كيل من ات )ن المتداخلذ.أ  

 .vو u شعاعذ في انفضاء ات يي المةتد من ع ل vvx+  uux=  xو vv+ w uu= w w ونتكن ℂ𝑛 أشعة متعامد  في انفضاء v ,u نتكن 7.5
 (a) إذا كيالاتw وx  أشعة في انفضاء ات ييℂ𝑛أوجد   w, x. 
 (b)الآن وإذا كيالات w وx  أشنننعة في انفضننناءℂ𝑛 1جل أمن  ..حيث .. أن   أل  j  nاحبنننت . w, x  وأظهر ب ن اتواب  توافس

 انة انبابقة.الحمس جواب 

:𝑢(𝑡)} بحيث ℒ2 ( نيكن انفضننننناء انشنننننعاعي نلتوابس ℒ2)انننننرب داخلي 8.5 ℝ → ℂ}. ونيكن v وu شنننننعاعذ ممثلذ بانشنننننكل v(t) وu(t) 
 وأ ضاا  عرف اتداء انداخلي بانعمعة 

〈𝒗, 𝒖〉 = ∫ 𝑣(𝑡) 𝑢∗(𝑡) 𝑑𝑡
∞

−∞

 

 (a) افتض أن𝑢(𝑡) = ∑  �̂�𝑘,𝑚 𝜃𝑘,𝑚(𝑡)𝑘,𝑚  حيث{𝜃𝑘,𝑚(𝑡)} مجةوعة توابس متعامد  وافتض أن 𝑣(𝑡)    كن تو ننيع  بشننكل مشنناب 
  أن: بذّ 

〈𝒖, 𝒗〉 = 𝑇∑ �̂�𝑘,𝑚
𝑘,𝑚

�̂�𝑘,𝑚
∗  
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 (b) ّأنبذ  u, v  تبننت،دم متاججة شننوارت   لأن الهدف من هذا انتةر ن هو إظهار أنمت اه. لا ℒ2   وتقوم هو فضنناء جداء داخلي
ا نننننننننننت،دم ان تيجة في الحانة انبنننننننننننابقة مس خواص الأعداد انعقد ة ) كن عل  كيوغا افتاض فضننننننننننناء جداء داخلي. متاججة شنننننننننننوارت  

  .(1ℂ ا ت،دام متاججة شوارت  من أجل فضاء شعاعي وحيد ان عد
 (c)لماذا هذه ان تيجة ارور ة لإظهار أن ℒ2 هو فضاء جداء داخلي؟ 

,𝒖1 نيكن ند  ا انشكمن الموجيان 9.5 𝒖2 ϵ ℒ2 ونتكن 𝒱  1مس  لتباو الم عد ان ذاتمجةوعة أيس الأشكال الموجيةu 2وu : وعلي   

𝒱 = {𝒗 ∶  ‖𝒗 − 𝒖1‖ = ‖𝒗 − 𝒖2‖} 
 (a) هل𝒱 هو شعاع فضاء ج يي من ℒ2؟ 
 (b) ّأن:بذ  

 𝒱 = {𝒗 ∶ ℜ(〈𝒗, 𝒖2 − 𝒖1〉) =
‖𝑢2‖

2−‖𝑢1‖
2

2
} 

(c) أق ت أن (𝒖1 + 𝒖2)/2 ϵ 𝒱 
 (d) نن اا ه د ي اا أعط تفبير 𝒱. 

:ℒ2 {𝑢(𝑡)من أجننننننل أل تننننننابس  10.5 [−W, W] → ℂ}   ولأجننننننل ألt ونتكن  𝑎𝑘 = 𝑢(
𝑘

2W
𝑏𝑘ونتكن   ( = sinc(2W𝑡 − 𝑘)بذّ أن   

∑ |𝑎𝑘|
2 < ∞𝑘 و∑ |𝑏𝑘|

2 < ∞𝑘. لإق ات  ذن  ا ننننننننت،دم∑ |𝑎𝑘𝑏𝑘| < ∞𝑘  وا ننننننننت،دم ذن  أ ضنننننننناا لإق ات أن اتةس في عةلية أخذ
 .tانعي ات  تقارب مس كيل 

 نتكن مجةوعة انتوابس انتانية: 11.5
𝑢0(𝑡) = {

1, 0 ≤ 𝑡 ≤ 1
0 otherwise

 
⋮ 

𝑢𝑚(𝑡) = {
1, 0 ≤ 𝑡 ≤ 2−𝑚

0 otherwise
 

⋮ 
𝜙0 بانعمعة ع هالاعبّر  بت مَةةةمُ  0u لاحظ أن الحقيقية. ℒ2 في فضاء الأشعة 1u, 0u ,... اعتبر هذه انتوابس كي شعة = 𝒖0. 

(a) 1وجد إ قان أu  0 عل أل  (𝒖1)|𝜙0   تعامدأوجد انو (𝒖1)⊥𝜙0   وكيذن  ان ي ة 
ُ
. ار ي كيما من هذه 𝜙0⊥(𝒖1) نن 0بت مَةة الم

 . tانتوابس بدلانة 

 (b)عن بّر ع 𝑢1(𝑡 −  𝑢1(𝑡) انتابعذالمةتد ب ℒ2عبر )كيممياا( عن انفضاء ات يي الحقيقي نن . 𝜙1 و 𝜙0نكل من  كيتكييت خيي  (1/2
𝑢1(𝑡و −   ؟1و 0 والمةتد بوا ية ℒ2 الخاص نن  𝑆1 هو انفضاء ات يي ما .(1/2

(c)  2أوجد إ نننننننننقانu  1 علSأل   (𝒖1)|𝑆1   تعامدأوجد انو (𝒖1)⊥𝑆1كيذن  ان ننننننننني ة   و 
ُ
اعتبر ان ننننننننني ة  .𝑆1⊥(𝒖2) بنننننننننت مَةة منالم

 
ُ
  .t كيتابس نل من 𝜙2,0 ار ي يتَّضح عر  اا   ت ا ت،دام صي ة م دوجة ه ا.   𝜙2,0 بت مَةة لهذا انتعامدالم

 (d) أوجد إ ننقان𝑢2(𝑡 − 𝑢2(𝑡 تعامدأوجد ان  و 𝑆1 عل  (1/2 − 1/2)⊥𝑆1.  اعتبر ان نني ة 
ُ
 𝜙2,1 . ار نني𝜙2,1 لهذا انتعامدبننت مَةة الم

,𝜙2,0〉 و اشر  لماذا tكيتابس نن  𝜙2,1〉 = 0  . 
 (e)عبر عن 𝑢2(𝑡 − 𝑢2(𝑡و (1/2 − ,𝜙0}عل  أغةا تراكييت خيية نكل من  (3/4 𝜙1, 𝜙2,0, 𝜙2,1}.  اعتبر𝑆1  فضننننننننننننننناء ج يي نلج ء

,𝜙0}و تد بوا ية  ℒ2الحقيقي من انفضاء  𝜙1, 𝜙2,0, 𝜙2,1} .واشر  هذا انفضاء ات يي كيممياا 

 (f)أوجد إ قان 𝒖3   عل𝑆2 وكيذن  تعامد (𝒖2)⊥𝑆1 ان ي ة   و أوجد 
ُ
 .t بدلانة 𝜙3,0ار ي و  𝜙3,0بت مَةة الم

 (g) أوجد تعامد𝑢3(𝑡 − 𝑗/4)⊥𝑆2   عل𝑆2  وأوجد ان ننني ة 
ُ
 ومن و اشنننر  انفضننناء ات يي  j = 1, 2, 3جل وذن  من أ 𝜙3,𝑗بنننت مَةة الم

𝑆3  ة االمةتد بو 𝜙0, 𝜙1, 𝜙2,0, 𝜙2,1, 𝜙3,0, … , 𝜙3,3.  
 (h)تكرار هذه انعةلية إ  ان نننننني ة ب عي𝑆4, 𝑆5,  ℒ2تابس حقيقي أل اشننننننر  إ ننننننقان و ؟ اشننننننر  هذا انفضنننننناء ات يي  𝑆𝑚ما هو بعد   …

 .𝑆𝑚عل   (1 ,0)مقيد بانفت  
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كيل  متعامد  مس 𝑣 ϵ 𝒱 عل  ألا  مجةوعة أشننننعة حيث ⊥𝑆عرف   𝒱خاص بفضنننناء اتداء انداخلي  Sمن أجل أل فضنننناء ج يي  12.5
𝒘 ϵ 𝑆. 

 (a)ق ت أن أ𝑆⊥ ج يي من عل  ألا  فضاء 𝒱. 
 (b) باعت ارS أق ت ألا  أل مت اهبعد  اذ  𝑢 ϵ 𝒱   كن تفكيكها إ 𝒖 = 𝒖|𝑆 + 𝒖⊥𝑆  حيث𝒖|𝑆 ϵ 𝑆 و𝒖⊥𝑆 𝜖 𝑆

⊥. 
 (c) باعت ار𝒱 بعد محدود  أق ت أن  اذ𝒱 عاعد   تشكلة اعيشعانقواعد اناعد متعامد  حيث بعير و لها عS  تشكل قواعد انوباعي𝑆⊥. 

sinc(𝑡}: متعامد في مجةوعة انتوابسمتعامداا معيار اا  اا باعت اره لاشر  sinc(3t/2)و س انتابس  13.5 − 𝑛); −∞ < 𝑛 < ∞} 
14.5  (a)ق ت أن ان  ضاتأ 𝑔𝑛(𝑡)  في المثال(1.A5)  انفقر من (1.A5)  عير كياملتتداخل مس بعضها بشكل كيامل أو. 

 (b)  عي بتعد ل كيل لا ضة𝑔𝑛(𝑡) إ  ℎ𝑛(𝑡) حبت انتالي: اعتبر ℎ𝑛(𝑡) = 𝑔𝑛(𝑡)  إذا كيان∑ 𝑔𝑖(𝑡)
𝑛−1
𝑖=1 و  اا زوجيℎ𝑛(𝑡) = −𝑔𝑛(𝑡) 

∑إذا كيان  𝑔𝑖(𝑡)
𝑛−1
𝑖=1  أق ت أن  اا.فرد∑ ℎ𝑖(𝑡)

𝑛
𝑖=1  من أجل كيل  [0,1]مح ور بذ𝑡 𝜖 (0,1) وكيل 𝑛 ≥ 0. 

 (c) أق ت ألا   وجد عدد معدود ومحدود من ان قانt  وان  ع دها لا تكون∑ ℎ𝑛(𝑡)𝑛 .متقاربة 
. ا ننننننننت،دم لافل الم يس انذل يّخ ا ننننننننت،دام  لإعاد معادنة انياعة في برهان لامر ة ℒ2من أجل توابس  (44.4)برهن عمعة بار ننننننننيفال  15.5

 بملاشيرل.

limوأ ضاا  ℒ2هو  �̂�(𝑓)افتض أن  16.5
|𝑓|→∞

�̂� (𝑓) |𝑓|1+𝜀 = 𝜀لأجل بعير  0 > 0.  
 (a) ع دما  أق ت ألاA > 0 فإن |�̂�(𝑓)|  ≤ |𝑓|−1−𝜀  من أجل |𝑓| > 𝐴. 
 (b) أق ت أن�̂�(𝑓)  هوℒ1.  تلةيح: من أجلA  أعمه  عبننننننننننننننني انتكامل∫|�̂�(𝑓)| 𝑑𝑓  إ  تكامل من أجل|𝑓| > 𝐴  وآخر من أجل

|𝑓| ≤ 𝐴 . 
 (c) أق ت ألا  من أجل𝑇 =  دقس:أغا  (44.5) المعرفة في �̂�(𝑓)   فإن1

|�̂�(𝑓)| ≤ √(2𝐴 + 1)∑ |�̂�(𝑓 + 𝑚)|2
|𝑚| ≤𝐴

+∑ 𝑚−1−𝜀
|𝑚| ≥𝐴

 

 (d) أق ت أن�̂�(𝑓) هو ℒ2  من أجلT = 1 لإق ات أن  قييلا ت،دم انت�̂�(𝑓)  هوℒ2  من أجل ألT > 0.
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 الأقنية والتعديل وكشف التعديل. 6
 

 مقدمة 1.6

إلأ ال للنا الوتا  الونابللب للإ بللاا ًر  قناا الازصللاا. ن للف الزت فا ال قو  )هت ز وفك ال.ناا( فت ًولفع ز تفا ززارم  وتك ال يا 

ا إلأ )وم ا زواا تات  الهافج( ززارم  قنااالزت فا ) ن ف الز وفك( ف  التولفع الو.ارلع ر  الوبز.ر ا تززليص رز تفا ال نا الوتا  الوبز.ر 

بفع.  با بزي اد ززا ى  وتك )رزات( ال يا الأ براب ا صا الأتا وناق ع ه ص   وتلتوات غف  و    ر  الف ارم ال وك )الرز ( ن ار  رفب و

 البان  تالبالث ناق نا نفففع ز وفك ي ج الوص   رز تفله إلأ ززارم ال وك. تقناا ازصاا غف  و   ا تر  الفصا

الوونب  نت فب روبر  الفصلللفب الوذ زتهللف ه وب الأ للناا الوتافع. نوا زد   الإ للا ا ز تف   ؤفع ر اغ ال ارم تالياوس زد   فبر  الفصللل

. ًن  t(x( فُنل  إلأ هوباا فذه الأ للتع نزتارم ز.لف فع رالنبللرع للكوب .ℒ2 وب نتع 82ً. فعهت  زوبفا ال.ناا تالأ للناا الوتافع نأ للتع  .ف.فع

 فونب زوبفله نوا فل : t(x(، رإب الزارم ℒ2 وب هاا }1)t(2), t{... ,( الزالفع: وت رع الأبس الوزتاو ا وتفا فال 

𝑥(𝑡) =∑𝑥𝑗𝜙𝑗(𝑡)

𝑗

 
(1.6) 

بع هًله رز. فبx(t)ر نا ونف   وب الزارم  (1.6) الوتا لعر   xj باب  فزد   بل تر ءال  ذلم ًلتا ًلأ. x(t)هوب الزارم  ℒ2 ، تز.تد ال

∑ وب هي ززارم فزتارم وم الوتا لع |𝑥𝑗|
2
<  ∞𝑗  رهنام زارمx(t)  وب نتع ℒ2  وم الز. فب إلأ (1.6)فزتارم وم الوتا لع ℒ2 .  تفذا فتر

 وا رفب الزتارم الكونفع تالزتارم ال قوفع.   ف.ع ًاوع تربف ع وب الانز.اا

الوتافع الأ ناا ايزفا  واوتًع وب ر  وتلد  الات الزت فا رإنه فزد  
 

), ...t(2), t(1 باس ل (1.6)الوتا لع   ر تلنب  ℒ2 لللللللفس نأ

هت  كوع زو ف   wوب الزتارم ل كوع هبابفع و   ا هوب الز    الوباتي إلأ الوااا  واتًعن ℒ2  وب  اغات الاكئفعفلرتض ال 83سنأبا

بزي اد ززارم وب الأ ناا الوتافع غف  الوزتاو ا. فونننا النل  إلأ نا وب  و   ا لرتض واالات ز   فع وتفنع. فبز بب ر  رتض ال الات ا

صلع. لذلم رإب  ا ا ن ف الزت فا ز.تد رز تفا  الإ ا اا تز تف  قوفع إ ا اإلأ  (bitالرزات ) ز تفا ال قوفع إلأ  نا وتا  نو ا ا ونف

بز.را إلأ باتفع إلأ ال يا  الإ ا اتززارم وب  ال نا الوتا  الو بز.رلع تالز  ر ت فا زز تا إلأ ززارم وب الرزات، وم الأوا رأب زنتب و الو

فزد ت ،لوت ا رزات  يا ت  ا الز وفك ا ت ا ا ن ف الزت فا فت التصتا إلأ ال  اع التلوأال ئفس ًن  زصوفد  ا ا الوت  . اله فالإبنائ 

الزأي  الكون  ت  اع الزت.ف  ت  اع الزتارم وم ال.فد  ًا ا تر.ال للز نفك ًلأ ال اقع الو بلللع تً ض ال كوع. ًولفال فنام هفهللال ز نفك ذلم

 اوا رفوا رت . تلنب لب ن نك ًلأ فذه التت ،الوتفا فع ....الخ

. T ر   ا ا الز وفك يلا كوب ل ل  رزراً  فبللاتي إلأ إ يالهاززارم وب ال وتك البنائفع زد  هبنوباا ًول  ربللف  نفز ض  1.1.6مثال 

 النازج الززارم ًن  ذلم فزد ز تفا، 1–إلأ  1ت +1إلأ  0 .ف.فع رابللللزي اد الز تفا هت الزتافه  إً ا وب الوونب ز تفا فذه ال وتك إلأ 

, ...,2u, 1u للأ قاد ال .ف.فع إلأ ال نا الوتا  الو ا  إ باله: 

𝑢(𝑡) =∑𝑢𝑘sinc (
𝑡

𝑇
− 𝑘)

𝑘

 
(2.6) 

. وب الوونب هيذ التفنات ًن  t(u(الزياو  تغف فا وب التتاوا رإب ال نا الوتا  الوبز.را فت  ر  الوبز.را تًن  ً د تات  الهافج ت

 إلأ ال وتك البنائفع الأصلفع. تإًا زهتالذي رالزال  فزد رم ز وفكه  u1u,2 ,,...لابز  ا    2T, 1T…,الكوب 

                                                           
كال موج   موج   حق ق   ضمن حزم  تم    مع ن ، وا تي  تم تمث لها كأش أشكالكما تم توض حه أعلاه، فإن الأشكال ا موج   ا فعل   هي حق ق  . وعلى كل فهي تعتب  عادة  82

 ذا/ حزم أساس   عقد  .
 غ   ا صف   . jxو كن هناك بعض ا ماش ا/ ا تي تحدد   م  ℒ2كأساس  ا  t(2), t(1... ,( بصو ة متكافأ و  مكن اخت ا   83
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 ا ات  قوفع لإ 84ف زتي الوباا هًله ًلأ صفغ هتلفع لو  لزفب هت وبزتففب تق  زوت وناق زه هًله. الأتلأ تف  ز تفا ال وتك البنائفع

ر   Tيلا الكوب  sincلوونب ابللزر اا الواوتًع الوؤلفع وب الزتارم تالبانفع ز تفا ززارم الإ للا ات إلأ  للنا وتا . ر للنا ًاد رإنه وب ا

 –1إلأ  1ت +1إلأ  0الوزتاو ا )هت  زأ زتارم غف  وزتاو ا(. فونب هفهال زتوفد ًولفع الز تفا  تذلم رأفع واوتًع وب الزتارم (2.6)الوتا لع 

وب الأ قاد ال .ف.فع  nوب ال وتك البنائفع تالز  رالزال  زز تا إلأ  للل ائح وب نتع  bوب يلا زاكئع الززارم هت الز رم إلأ  للل ائح وب نتع 

  .زوتهم )ز   ( الإ ا ا تالنازاع ًب ًولفع الز تفا فذه، b2 تالت. فع. زبوأ الواوتًع تالوؤلفع   ائح ً  فا

ر  الوتا لع  u(t) وك لل كوع الأبللابللفع، وباا ذلم د رز تفا ال للنا الوتا  الوتززهللوب ًا ا ت  ات الزت فا الو  لع البالبع تالز  ز.

ال لنا  إًا ازد ر  ت  ا رم الز وفك ف. x(t) = {u(t)e2ufct} ال اواال لنا الوتا  ل كوع الزو ف  تالز  ززو نك ًن  ز     إلأ (2.6)

الوتا  ل كوع الزو ف  فذه إلأ ال كوع الأبابفع تذلم قرا انااك ًولفات هي ى وب رم الز وفك. ف لم ًلأ ًولفع الز تفا الز   ي فذه ر  

فا تت  ا الز وفك تت  ا رم الز وفك، رتولفز  الزت فا ترم الزت فا لنب الأنب   للللفتًال ر  فذه الأفاد ابللللزي اد نلوع زت فا لناوا ًولفع ز 

 الو ا ا البلث فذه. (1.6)الرزات إلأ الأ ناا الوتافع. فتهح ال نا 

توم ذلم رإب نلاد  ازااه تا   فر ه ًا ا وب الونرم تفنزه  ر  الوصللللب.ي الزتهللللفح رفوا بللللرم رأب ال.ناا ًرا ا ًب وبللللا  ذ ل.  زد  

ن. ع هي ى تف.تد رابللز.راا رفانات وب زلم الن. ع. زبللوأ  الازصللالات فتوا هللوب وبللا فب ر فث ف.تد رإ بللاا الرفانات وب ن. ع وتفنع إلأ

 الت  ا الففكفائفع تالز  زتوا وتال ًلأ ز وفك الوصلل ل ات الو بلللع ًر  ال.ناا تزتوا هفهللال ر للنا وتنتس ًلأ رم ز وفك الوصلل ل ات

لع الآزفع وب ال.ناا،  ال.ناا  لفصا الأتا رفونب ابزي اد الزغذفع التنبفع ًلأنوا فت وتهح ر  ا )نبرع إلأ الزت فا ترم الزت فا(. الوت دالوبز.ر 

الازااه الأواو ، تلنب ذلم ف  ث ًولفال ناكء وب ابللز ازفافع ًولفع  لب إًا ا  اتر  الازااه الوتنتس ن لب لإًا ا الإ بللاا ًلأ ال.ناا ذ

( رإب ذلم فزفح واالال (ARQ لتنبللفع الأنب  ز ت ال وب(. ًن  اا اء الاوم رفب ًولفع الز وفك تابللز ازفافات الزغذفع ا(ARQالإ بللاا الآل  

 للأر اث النل فع ر  هنلوع الازصالات تالوتلتوات تلنب لب فزد وناق زه فنا للأبراب الزالفع:

 ب نفهد نلاد الازصالات رابزي اد وبا  تا   قرا الز  م إلأ   ابع الوبا فب الأنب  زت.ف ال.هوب الوهد • 

  (.[28])انل   لا زكف  وب بتع ال.ناا ر   الع ال.نتات النوتذافع إب الزغذفع التنبفع •

 زتزر    ابع ن ف الأي اء الربف ع تإًا ا الإ باا ف  الأرها نوتهتع ر   رنات الوت فات.• 

 
 ا تعد ل )وحدة ت م ز ا قناة( ووحدة فك ا تعد ل )وحدة فك ت م ز ا قناة( وحدةم احل  :1.6لشكل ا

 إلأ ززارم وب تلال هالز لللارهفع  الإ لللا افنام ز لللاره وبف  للفزواد رفب ًولفع ز وفك الونرم تالزت فا ال قو . ر   الع ز وفك الونرم زز تا 

ارئع لأ  ف ونوب ال وتك ال ال لفصرح ززارت الإ ا اتالزتاو ( تفزد زنوفد فذا الززارم وب  ال .ف.فع تالت. فع )وباا ذلم الوتاو لت ر  زو   الأ قاد

ا ا. إب الرزات إلأ ززارم وب زوتهللللم الإ للللل وتفنع، تهيف ال ز تا فذه ال وتك إلأ ززارم بنائ ، رفنوا ر  الزت فا رفزد ز وفك )ز تفا( ززارم

ص  فذه  هوب رت  تا   هت ً ا هرتا . فز تا ززارم ن.ا   الإ ا اًنا ذلم   تًن ئذ إلأ  نا وتا الإ ا اًرا ا ًب ن.ا   .ف.فع هت ً. فع 

                                                           
في مختلف م اجع الاتصالا/  لتعب   عن ا  موز أو الأشع  أو الأشكال ا موج   أو أي شيء آخ     باً من ذ ك. نحن نستخدمها  لتعب   أو  إشا ةغا باً ما تستخدم كلم   84

، في t(u( م ا حق ق    لشكل ا موجي تحدد ا ق 2u,1u…,  م  ( ا ق م ا شا ا/ )الإ (2.6)إ ى الأ  ام ا حق ق   أو ا عقد   وفقاً لأهم   ا خصاأص ا   م  . مثال ذ ك، في  الإشا ة
 .1أو  0ح ن أن  مز ا دخل ا ثناأي  مكن أن  كون "أ  س" أو "بوب" بقد  سهو   
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 .زبلبارانتناس ًولفع ز تفا ال نا الوتا  إلأ 

 

 (PAM)التعديل السعوي النبضي  2.6

. فزد ز.بفد  وتك ال يا البنائفع إلأ واوتًات، نا واوتًع ع الزت فاهرب  هنتا (PAM) 85البتتي النره  الزت فا فتزر  فذا النتع وب

2a, 1a= { A ,... , إلأ زوتهم الإ ا ا = b2 M. رت  ذلم فنام ًولفع ز تفا لت   وب الواوتًات الو زولع ً  فا bوؤلفع وب رزات ً  فا 

}Ma .فع قاد ال .ف. نا هب  وب الأ  زارم  Rإذا اًزر  رإب ز لم  فع، ًن  ذ بان نا  زات ر   ً   الر زه  فع تالز  ت   نائ يا الب ل  ف  وت ا  وتك ا

ا  Mً  فا  إ للا اتالوؤلف وب وصللفترع ت 2u,1u …تالززارم الو.ارا b)نا واوتًع وؤلفع وب رزات ً  فا  الواوتًات sR  =ز تي الوت  

R/b    ً رت  ذلم إلأ ال للنا الوتا   الإ للا اتر  البانفع. فز تا ززارم  الإ للا اتتالز  ت  زهu(t) كا ات الكونفع  ع ابللزي اد الإارتبلل

 :p(t)ابفع لل نا الوتا  للنرهع الأب

𝑢(𝑡) =∑𝑢𝑘𝑝(𝑡 − 𝑘𝑇)

𝑘

 
(3.6) 

صع ًن وا  T = 1/ Rsب إ فث  صا الكون  رفب إ ا ات وززالفع. فنام  الع يا بوأ ًن فا رإ ا ا  b =1زوبا الفا . هوا البنائفع PAMتز

بوأ  b > 1ًن وا زنتب  بفع  إبالبنائفع  فث  PAMوبالال لإ ا ا  1.1.6. نا  ر  الوباا الوزت  ا PAM ا ا إرز با هع الأ  p(t) نا النر

ب إًرا ا ًب  الع ياصللع وب الزت فا ال قو ،  فث  PAM إ للا انا  هب  (3.6)تالوتا لع  (1.6). ًن  و.ا نع الوتا لع sincًرا ا ًب زارم 

 . T. ا  ززراً  ًب رتهها كونفال رو p(t)فزد ابزر الها رزتارم ًرا ا ًب زتارم هبابفع  t(2), t(1... ,(واوتًع الزتارم 

هم  الف. زفبنناقش ر   بد زوت بزتى اليا ا  ر  ال نا  الإ ا االزالفزفب وب فذا ال. تالف. ا البالبع زناقش ًولفع  (1.6))الو  لع هت الو

هع  ب ع ر  ال نا  t(p(ايزفا  ال نا الوتا  للنر ًرا ا ًب ال نا الوتا  ل كوع  t(p(، رإب 86ر  وتلد ال الات (.1.6)الو  لع الوزت

ا النازج  بفع تال نا الوتا  الوت   با بزتى ال ايل  ر  ال نا u(t)ال يا الأ بد (1.6 فوبا ال نا الوتا  ل كوع الزو ف  )الو . تفناقش ال.

 الزت فا وب  كوع ال يا الأبابفع إلأ  كوع الزو ف  ترالتنس.  (4.6)

 

  الإشارةتموضع  1.2.6

باتفع  b2 = M( وب هً ا   .ف.فع ً  فا 2.6)انل  ال نا  PAM-M  ا االإفزألف زوتهم  تزتا  ر نا وزنال   )d(توزراً ا ر.فد وز

  تا الوص  :

𝐴 = {
−𝑑(𝑀−1)

2
, … ,

−𝑑

2
,
𝑑

2
, … ,

𝑑(𝑀−1)

2
} 

 . Mف  نفس الن.ا  الووبلع ر  ت  ا الزنوفد الت  ي للن.ا  الوزنال ا تً  فا  الإ ا اي ، رإب ن.ا  آروتنأ 

 
 PAM-8مجموع  الإشا ة  :2.6الشكل 

)تالز  فونب ز. فرها ر للنا اف  وب يلا  إذا نانت رزات )يانات( ال يا ًرا ا ًب  وتك وبللز.لع تً للتائفع رنبللب ا زوالات وزبللاتفع

لذلم  Aزوبا ًفنع وب الوز تا ترنبرع ا زواا وزباتفع ًر  الزوتهم )الأ  ف الأرا فع(  ku إ ا ارإب نا  الز وفك الفتاا للونرم(، ًن  ذلم

ع رنا ق"ال ا هت الإ لا ارإب ال.فوع الوزتبل ع لو رم  (1.6)فت وبلز.ا توتكع ر لنا وز ارم. نوا  هفنا ر  الزو فب  2U ,1U,... ,رإب الززارم 

                                                           
ن ا مشكل     م   فإي الاتصالا/ اتعود ا مصطلحا/ إ ى ا تعد ل ا سعوي )ا مطا ي( ا تماثلي، ح ث  تم تعد ل إشا ة حزم  ا دخل الأساس    تصبه إشا ة حزم  تم   . ب نما ف 85

 أكث  اهتماماً من خلال تحو ل ا تدفق أو تتابع ا بتا/ إ ى شكل موجي عند حزم  ا دخل الأساس  .
من أنواع تقن ا/ ا تعد ل ا جد  ة بالاهتمام ح ث أن ا شكل ا موجي ا م سل هو بالأساس نظام  لحزم  الأساس   ذا/ ا ت دد  (UAW) عتب  ا تعد ل ذو ا حزم  ا واسع  جداً  86

 من مضاعفا/ غ غا ه تز. وهذا ما س تم ش حه بشكل ملخص في ا فصل ا تاسع.
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𝐸𝑠 إ ا ا" = E[𝑈𝑘
 زت   رالتلقع الزالفع: [2

𝐸𝑠 =
𝑑2(𝑀2 − 1)

12
=
𝑑2(22𝑏 − 1)

12
 

(4.6) 

 ًلأ الزتال . 42d/4, 212d5/4, 2d=  sE/ ربفنتب M 8 ,4 ,2 = وباا ذلم إذا ناب ل فنا

. 4رتاوا فبلللاتي إلأ  sEفؤ ي إلأ اك فا  ر   b، لذا نا  هنه ًن  اك فا  نا ت  ا ر  b22 لزصلللرح b 2 <وب هاا  1 b22 ز. فب فزد  

 .نرف ا bفز لب  اقع نرف ا ًن وا زنتب قفوع  Rترالزال  ركفا ا الوت ا 

براب ايزفا   بارع  Mتوا ف  التتاوا الز  ه ت إلأ ايزفا  قفاس الزوتهم  PAMالوتفا ي وب هاا  M-PAMقرا   ح ه ، لار  dتالو

 اا. لأ   ح وليص لتفتب ال.نًوب الز  م 

 

 نظرة أولية - النقاط السلبية في القناة 2.2.6

هافج. هم ال.نتات رفكفائفال تر نا  ائد إلأ زأيف  الانز ا  تالاهو لا تال بلنفع ززأب  رهذه التتاوا ال إب نبف  زي ر. ،  وب ال.نتات ال

 ع التتاوا صا الزابم. بنز  م ر  فذه الف. ا إلأ وناقرفنوا ال.نتات اللبلنفع رززأب  رالإهارع إلأ ذلم رتتاوا هي ى بززد وناق زها ر  الف

 البلث الوذنت ا هنفال.

ا(. فيهم ال نا الوتا  لإإب كوب الزأيف  ر  ت  ا الابز.راا )الوبز.ر ا( ف ارم نبرفال وبفله ر  ت  ا ا ر  الو با  u(t) باا )الو ب 

ا تنا للف الزت فا. لذلم تتر.ال لكوب الو بللا رإب إلأ زأي  الانز للا  رالإهللارع إلأ زأيف ات هي ى رالو  لل ات ر  ا زله  ًن   u(t)لوت  

ًب كوب الو با، ر  فذه ال الع رإب ال نا الوتا   t زوبا الزأي  النل . ًن  زأيف  كوب الوبز.را ر.فوع  ،  فثu(t  ) الوبز.را رال نا

. رهذه ال  ف.ع فونننا اًزرا  هب ال.ناا نوتذافع تلا ز تي هي زأيف  توب الوونب زربللف  التلقات ال فاهللفع الو زر ع u(t)الوبللز.ر ا بللفنتب 

 إهلللارعرذلم. فرفب فذا الزتهلللفح لواذا ف.تد وهن بللل  الازصلللالات ًا ا رنوذاع الو  للل ات ر  الوت ا تنا لللف الزت فا  فث وب الوونب 

بوأ الابزتا ا الكونفع.  الإ باام رفب كون  إلأ الف  0الابزاارات قرا الكوب  بز.را و نلع فاوع ز تالابز.راا، فتزر  الزأي  البارت ًن  الو

 تلنب فذه الو نلع رتف ا نا الرت  ًب ابزتا ا الوتلتوات الو بلع.

ر  هنلوع الازصللللالات. إب   وعات ا اليه   التتاوا الز  ف لم ًلفها  تتف ،إب و اا الزأيف  فتزر  ًاولل فاوال ر  هنلوع الازصللللالات

بفع لنلاد الز  صالات ر   ل.ع الزغذفع التن بوتفع تفتزر  ر  غافع الأفوفع ًن وا زنتب الاز صالات ال د نًاوا الزأيف  ر نا ًاد فاد ر  الاز

نرم ترم أيف  ر  ز وفك الور  الكوب ال .ف. . رالإهلللارع إلأ الزأيف  البارت ر  الكوب الو ات  رفب الوت ا تنا لللف الزت فا، فنام هفهلللال ز

صا ر  الوت ا تنا ف الزت فا. ر  نل  الز وفك بب ناكء وب الزأيف  ال ا هارفال ق  هتلا ق  ف ز ص فح الأي اء زأيف ال إ هفف الز وفك لز ف

لزت فا. إب ت ا تنا لللف اغالرال وا زنتب هنر  رنبف  ووا نا ه ر  الو الأي اءال الزفب رإب   اع الزأيف  ر  ز وفك الونرم تالز وفك لزصللل فح 

ر  الو  للل ات    اع الزأيف  الأيف ا فونب هب زنتب فاوع تلنب ًا ا لفبلللت ذات هفوفع هتلفع. ًن  اك فا  بللل ًع ال.ناا رإب   اع الزأيف 

 زصرح هقا هفوفع.

ا تنا ف الزت فا. إب الاهو لا الز  زتان  ونه ب فت نازج ً الإ بااًولفع  ًا ا وا فزد قفاس الو الات هوب ن ام ويزلف ًن  الوت  

 رح الزنرف ،  رح الهتائ  الورا للل ، يبلللائ  الانز لللا ... إب ًولفع ز  ف  ًتاوا ال رح تاليبلللائ  فذه )هت  روا زغفف فد(، زبلللوأ " ار  

. لذلم رإب يبلائ   10g10 loفت أ رالتلقع الزالفع:  الو.ارا ل رح ال.  ا  (. إب ً   ال فبلفراdBالوفكانفع". تز بلب  ائوا ر  ال فبلفرا )

 الافاار . إب ابزي اد ال.فاس اللتغا فزو  فبوح راوم ويزلف ونتنات ال رح ر لال وب ه رها.  dBالبلر  ت رح ال.  ا ف.ارا  dBال.  ا ز.ارا 

باس البنائ  فت  بفرا ر لال وب اللتغا فزد ال رفت  هت اللتغا فزوات ذات الأ بزي اد ال ف بارفع التولفات ا إا اء إونانفعإب ال ارم ت اء ا ل 

. روا هب dB 9فباتي  8ت dB 6تفباتي  4فباتي إلأ  2². لذلم رإب dB 3تفزد ز. فره إلأ  log 1010 3.010 = 2 فت 2ذفنفال. ًاوا الت   

 تفنذا. dB 13فنارئ  20. تربهتلع نا  هب dB 7هت  10/2زباتي  5 هب، رهنا نا  dB 10 فباتي 10

بفرا ف  ه راح ق  ا. لذلم إذا ناب  فت اليفا  الاف  M-PAMا قرا ال  ح لواذ بع رال ف فتر  ًب  gوب الوهد هب نزذن  رأب الأ راح الو.ا

 . dB g 1020 logتالذي ف ارم ر ت ه:  2gوهاًف ال رح ر  الإ ا ا، رهذا فزتارم وم  رح فباتي 

 ى، لذلم رإب و.فاس الو اا ًن  الوُ بلللا ًا ا وا فزد وتاف زه وم فونب رصلللا  ار  الوفكانفع ر  نلاد الازصلللالات زواوال ًب هوت  هي
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 وبفله ر  الوبز.را.

ب ال للنا الوتا  لل كوع إ فث  وب يلا ًلج الاهللو لا تالزأيف  رصللت ا ونفصلللع ًب ًولفع الزت فا، ن صللا ًلأ نوتذج لل.ناا

. رت  ز تفلها ر نا وتانس ًن  الوبز.ر ا إلأ ال كوع الأبابفع، رإب ًلقع ال نا إ بالهازز تا إلأ  كوع زو ف  توب بد فزد  u(t)الأبابفع 

بفع ر  هنلوع الازصالات  z(t)زُتر     فث v(t) = u(t) + z(t)الوتا  الوبز.ر لع زصرح:  ًب الهافج. إب الهافج فوبا ه   الو انا الأبا

غف  الو غترع ًلأ الوُبللز.ر ا. ر  الفصللا البللارم بللن  س وفهتد ال للنا  اتتالإ للتاًتفن للأ نزفاع ً ا ًتاوا ززهللوب الزأبف ات ال  ا فع 

ربلللفز  م إلأ رم ز وفك الإ لللا ات ترتات   الوتا  للهلللافج وب يلا ز  ف ه رتفنات ً  فع وب ًولفات ً لللتائفع. هوا الفصلللا الباوب

بزت ض فنا فذه  بن هافج.  صا  لن ى نفف زؤب  ًلأ ايزفا  زوتهم الإ الأرنا ال ًوت فع ًلأ اوفم إكا ازها  p(t) ا ا إذا نانت ترايز

فونب ابللزتا زها وب ال للنا الوتا  لل كوع  2u, 1u...,، ًن ئذ تر تب تات  الهللافج رإب الإ للا ات الو بلللع Tوهللا فب ال.فوع   عارتبلل

 وب يلا التولفع الزالفع: u(t)الأبابفع 

𝑢𝑘 = ∫𝑢(𝑡)𝑝(𝑡 − 𝑘𝑇)𝑑𝑡 

 فونب هب زصرح نوا فل : هوا رتات  الهافج رإب نفس التولفع

𝑣𝑘 = ∫𝑣(𝑡)𝑝(𝑡 − 𝑘𝑇)𝑑𝑡 = 𝑢𝑘+ 𝑧𝑘 
(5.6) 

 .ًلأ النرهع الوكا ع t(z(زوبا وب.   z =  kz)dt) kT  t(p) t بإ فث 

 بف. نوا فت ورفب ر  الفصلللالوُهللاف الأرفض صهللافج غتنوتذج ( للهللافج فبللوأ ولءوعالأنب  تًا ا إب النوتذج الأنب   للفتًال )

ذات ال.فوع  ت للللتائفعال صوزغف ات غتل قفد التفنعالنوتذج ًرا ا ًب  ر  فذا }ℤ  k; kz{آنفال الوذنت ا  وتاولتالبلللللارم تالباوب رإب ال

;𝑍𝑘}، (iid)وتكًع رانزلاد الوُبلللز.ل ع تالوزتبللل ع الصلللف فع تال 𝑘 ∈ ℤ} فر.أ فذا الزترف  صللل ف ال رغض النل  ًب نفففع ايزفا  الزتارم .

بزنلوع الوزتاو ا 𝑝(𝑡} الو − 𝑘𝑇); 𝑘 ∈ ℤ} ،بز.لع ًب الوزغف ات الت تائفع للإ ا ا هال و ;𝑈𝑘} تفذه الوزغف ات الت تائفع هف 𝑘 ∈ ℤ}.  فرفب

 فاالزت  نا فالونابرع للنز.اا وب ال نا الوتا  إلأ ززارم الإ ا ا ر  ت  ا  ال  ف.ع ف  (5.6)الفصا الباوب هفهال هب التولفع ر  الوتا لع 

  .1.6ال نا ر   ر. ال 

بنأيذ  برابرفوا فل   هافج ًلأ ايزفا  نا وب رال  بزتت  لللهت  ر  . PAM ر  ت  ا زت فا dت M زأبف  ال بلع  روا هب الإ ا ا الوُ 

بز.ر ا وم وزغف  غاتس الت تائ  تالز  هُهففت لها، لذلم رإب هي و اتلع لابزتا ا  بزز لب  87وم   اع ا زواا ي أ kVوب  kUالوُ صغف ا 

ر  قفوع  ان  اراتً ا  dرأب ززااتك   .Mقفوع  رإهارع قف  الابز اًع، فُ   ت، dوتفا فع للهافج. لذلم رإب الهافج ف      اع ن 

-Mوزت  ا الوبللزتفات لواوتًع  PAMزبللاً  التلقع رفب ا زواا الي أ تالزراً  الن.   للإ للا ا، ر  زتهللفح واففع ابللزي اد هنلوع 

PAM رب انيفاض نبارع غاتس رب ًع نرف ا وم اك فا  الوبارع، رإب ا زواا الي أ نزفاع اليل  رفب هق ب الن.ا  با فع تر نا بارت. رالوتف

بزنيفض هفهال ًلأ ق د الوباتاا ترب ًع. لذلم رإب   اع ا زواا الي أ زهفوب ًلأ الن.ا  الوز.ا رع رفوا رفنها ر  الزوتهم.  ذا إالوزاات ا 

وب هاا ً   وتفب وب  sEالوبارع الصغ ى رفوا رفنهد، ًن  ذلم نل ل رأنه فزد ز .فم ال.  ا الصغ ى  d لإ ا ا و.ف ا رأب زنتبنانت ن.ا  ا

 88.الوتفا فع PAM-M ع واوتًع ارتب Mالن.ا  ر  

 ،  فث ايزف ت ق  ا ى ايزفا فا لزنتب  d، نفز ض هب kZ للهللللافج  𝜎2تالزرافب  M، dر  التلقع رفب ترالزتوم ر للللنا هنر  

 (4.6)، رإب الوتا لع PAMكا هللوب نا إ للا ا ًب ً   الرزات الو و   bتر  ز،  فث b= 2 Mًن  ذلم وب هاا  لاتا الن للف هنب  تاقتفع.

 زصرح:

                                                           
 لتابع تعتمد على الانح اف  مع ا ي  dنه ومن أجل أي نظام ت م ز  تصح ه ا خطأ فإن   م  أ إلاستصبه أصغ ،  d، فإن   م  PAMعند استخدام نظام ا ت م ز ا خطأ مع  87

kZ. 
)انظ  ا ق اس    ن تكون نموذج   بشكل كامل  PAM-M، من أجل احتمال خطأ محدد، فإن مجموع  sE تصغ    Mبصو ة أخ ى إذا  منا باخت ا  مجموع  من نقاط الإشا ة  88

 (.3.6ا تم  ن 
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𝐸𝑠 =
𝛼2𝜎2(22𝑏 − 1)

12
;       𝑏 =

1

2
log (1 +

12𝐸2
𝛼2𝜎2

) 
(6.6) 

أنه توب هاا ً ض ن ام ونابب رفذه الوتا لع ز ره إلأ    نرف  صفغع  انتب للبتع ًن  إهارع هافج غاتس الأرفض، تالز  ز.تا 

بتع الإ ا ا زت أ رالتلقع الزالفع: PAMر   𝐶 رإب  = 1

2
log(1 + 𝐸𝑠

𝜎2
 وب لار    لذا ، فت هنه فاب كفا ا (6.6)الف م الهاد ر  الوتا لع . (

برعل b قفوع زيففض صغف ا لن برع ا زواا الي أ. وب نا فع هي ى رإب نزفاع نل فع  انتب زرفب رأنه وب الوونب ال صتا ًلأ قفوع   ز.لفا ن

هارع إلأ ذلم نا  هب نلزا الوتا لزفب ز    C ا زواا الي أ لأي ً   وب الرزات ر  نا إ ا ا ر فث فنتب فذا الت   هقا وب قفوع   ال نا . رالإ

ح رأنه وب اهع هي ى. هفها نلزا الوتا لزفب زته   2/sEج إ ا ا وب اهع تنبرع الإ ا ا إلأ الهاف فب ً   الرزات ر  ناالأباب  للتلقع ر

فاب هب زنتب صغف ا  d)الوبارع  ا ال  ال ، ًن ئذ رإب ً   الرزات الو بلع ر  نا إ ا ا فونب هب فنتب نرف )2 (0 = ًن  ً د تات  الهافج

 . الازصالات(. لذلم فنزج ًب نل الوتا لزفب رأب الهافج فوبا ال.فت  الأبابفع ر  هنلوع ا ال 

 

 اختيار التعديل النبضي 3.2.6

 PAMوت ا  هااتذلم وب ، kT t (pkuk) = t(u( فزد ز  ف  ال لللنا الوتا  لل كوع الأبلللابلللفع الو بللللع، (3.6)نوا لا لنا ر  

  .ℒ2ال .ف.فع  t(p(تنرهع الزت فا  T الكون الإ ا ا صا اتر A ع نا وب زوتهم الإ ا ا ارتب

 زوبا ابزاارع فذا الو  ح رالنبرع لززارم وب النرهات رزراً  t(u(ننرهع ابزاارع لو  ح ي   كونفا. ًن ئذ  p)t(وب الوفف  هب نزصت  

T)} kTt( ku{ .  إب وبللألع ايزفا)t(p  وب هاا قفوعT   ونفصلللع ر للنا نرف  ًب ًولفع ايزفاA  زر.أ وبللألع ًولفع ايزفا .)t(p  ذات

 هنر . هفوفع تز    

 : p(t)ز    الن.ا  الزالفع   ت  ايزفا  

  0 =فاب هب زنتب p(t)  ًن واt <  لوز تا وب هاا قفد وتفنع ل لول لع ذلم ن.ز ض هب .kth  الز  زوبا ال لللنا الوتا  لإ لللا ا

فا ر  الكوب ف  ا، فزد زتل ت   ن  الو يا ً ل  ر ه و لللللا نع   kT ا نا الوتا  الو بلللللا ku، تز فع t(u( هللللوب ال لللل ر ا ن    ر.  ً

kT    تالذي فتن  هلللونال ،p(t) = 0  ًن واt <    نوا ذن نا. فذا فبلللزرت  يفاsinc(t/T)  وب هااp(t)  ًلأ ال غد وب إونانفع(

 لز .فم ال   (.  t =  ًن   sinc(t/T)ز. فم 

 ر  وتلد ال الات رإب �̂�(𝑓)  كوعو   ا رت ض  قاً فعنتب  كوع زفاب هب  bB 1 هنر  ر.لفا وب
2𝑇

نتب زفونب هب  تبن ى لا .ال رأنه لا. 

1 و   ا رأقا وب قاً فع كوع 
2𝑇

ربرب ال.فت  النالوع ل كوع الزو ف ، هت للبواح لرتض هقنفع الإ باا ر  ال كد  bB ًا ا، بوع    هًلأ لللل 

1 إذا ناب فذا الز  ف  هنر  رنبف  وبالواات ا. 
2𝑇

 ا الإ باا. وت   فك ا  ترالزال   ،T، ًن فا فونب هب زك ا  قفوع 

 إب ًولفع ابز ااع الززارم {𝑢𝑘; 𝑘 ∈ ℤ} لهافج، فاب هب زنتب ربف ع توتبتقع نبرفال. ر   الع وب ال نا الوتا  الوُبز.ر ا تالوزهوب ا

;𝑢𝑘}ً د تات  الهافج رإب  𝑘 ∈ ℤ}  ا.  فر.أ و   ال  ر نا ونف   وب ق را ال نا الوتا  الوبز.ر 

برفال. لز .فم ال    البان  ًلأ تاه اليصتص رإب نل فع رال    [20]فن   -إب ال    الأتا فاتا ًولفع ز .فم ال    البان  صترع ن

، فت هب ف .م ز تفا رت ففه رفه t 0 > غف  صلف ي فبلاتي إلأ الصلف  ًن وا ℒ2 وب نتع t(p(زنص رأب ال ل   الهل ت ي تالنار  لزارم 

 الوتا لع الزالفع:

∫
|ln|�̂�(𝑓)‖

1 + 𝑓2

∞

−∞

 𝑑𝑓 <  ∞ 
(7.6) 

باتي الصف  وب هاا اوفم قفد  ℒ2 فليص الاوم رفب فذه ال الع ت    الإكا ع لز تفلت رت ففه، رأب هي زارم وب نتع توب  t < ف

فونب هب زنتب و   ا رنفس التقت ر   . إب ذلم فرفب ر  التاقم رأب الزتارم لا(7.6)و   ، راب هب ف .م  لللل   الوتا لع   هاا كوب زأيف 

تزُله  نزفاع هي ى  هلا فنتب صلللف ال.فاب  �̂�(𝑓)، ًن ئذ t <  ًن وا p(t) = 0 رأنه إذا (7.6)الكوب تالز   . زرفب رتض نزائج الوتا لع 

 ر نا هنر  ر.لفا وب الزكاف  الأب .  f فاب هب فزناقص إلأ الصف  وم زكاف  �̂�(𝑓) رأب

و  ت  هت لا  .  فث نا  هتلال هنها زوفك وا إذا ناب الزأيف  الكون  p(t)فن  لأب زنتب ً فوع الفائ ا نأ اا لايزفا   زز تا  الع رال  
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، ًن ئذ (7.6)رغض النل  ًب  ℒ2وب نتع  p(t)زت   إ لللللا ا ًب قفوزها ًن وا زنتب و  ت ا. بانفال، إذا زد ايزفا  الزارم  نهائ ، تلنب لا

ر فث زنتب   زيففض قفوع الي أ النازج ًب الزاكئع )الز. فم( وب يلا ايزفا  قفوع ℒ2 . وب الوونبt <  ًن وا صلللف ال فزاكه لفصلللرح 

 t  ر نا وزبا ع ًن وا 0ر فث زصا إلأ  p(t)نرف ا نبرفال. فزد ز بفب الوفاهلع رفب الي أ النازج ًب الزاكئع تالزأيف  الكون  رايزفا  

. 

 ز. فب زدفلذا  .t   ر فث ز.ز ب وب الصللف  ر للنا وزبللا ع ًن وا p(t)بللنبللزر ا ال لل   الأتا هًله رايزفا   رإننارايزصللا  

𝑝(𝑡) ↔ �̂�(𝑓)  فذا فتن ، تإلأ نرهع الإ باا رفوا رت �̂�(𝑓) 1 ن ام و    ًن  ز    هنر  وب افاب هب فنتب ذ
2𝑇
. 

ر تب تات  الهافج. قاد رز لفا فذه ال الع فا ي  t(u( بهتلع وبر 2u, 1u,... , ننز.ا رت  ذلم إلأ ال    البالث، لابفوا ابز  ا  الززارم

 فنتفبت لار  وب الز  م إلأ ت  ا ن ف الزت فا. ا. قرا النل  إلأ نزائج ن1928وب يلا ن  ا ًلوفع ر  ًاد  [19] فنتفبتان

 

 PAMكشف تعديل  4.2.6

البللتع ًن  الوُبللز.را ر فث فنتب ال للنا  هللافج ال.ناا رأنه ق  زد ايزفا  الكوب الو ات  تن ام زاافاتوم  ال افبنفز ض ر  التقت 

. تفنا ففز ض هفهللال هب لا تات  u(t)الوتا  لل كوع الأبللابللفع ر  الو بللا  الأبللابللفع ر  الوُبللز.را فز ارم وم ال للناالوتا  لل كوع 

 ال.ناا. للهافج ًر 

 ابللللز.راله وب ال للللنا الوتا  الذي زد 2u, 1u,... , الو للللنلع ًن  ت  ا ن للللف الزت فا ف  إذال ابللللز  ا  الإ لللللا ات الو بلللللع

 𝑢(𝑡) =  ∑ 𝑢𝑘𝑘 𝑝(𝑡 − 𝑘𝑇)  الو  لع التب أ وب ن ف الزت فا    PAM   وب يلا راصا الإ ا ا الكونT  )ا )زواوال نوا ر  الوُت  

هفع . ℒ2 وب نتع q(t)تال نا الوتا   بزاارع نر بزي اد و  ح وم ا ا را بز.ر  ف.تد نا ف الزت فا هتلال رز  فح )رلز ا( ال نا الوتا  الوُ

q(t) توب بد هيذ ًفنات الي ج ًن  رز ات كونفع وزراً ا ر.فوع .T:رهذا رإب ال نا الوتا  الوُبز.ر ا رت  الز  فح فت . 

𝑟(𝑡) = ∫ 𝑢(𝜏)𝑞(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏
∞

−∞

 
(8.6) 

 ... r(T), r(2T) ف تالتفنات الوُبز.رلع 

ًن ئذ رإب  2u, 1u,... , اله ف لاوفم اليفا ات وب. تإذا وا ز .م فذا kوب هاا نا  kT(r = (ukر فث  q)t(ت p)t(إب ف رنا فت ايزفا  

. فونب ال.تا يلف ذلم رأب الز ايا رفب ال وتك وتات . فاب ًلأ ال.ا ئ لا ف تي ز ايا رفب ال وتك، q(t)ت p(t)الوزهلللوب  PAMنلاد 

𝑝(𝑡) هب فر فب رأب = 𝑞(𝑡) = 1

√𝑇
 𝑠𝑖𝑛𝑐 (𝑡𝑇) . فت ال ا الت ف 

زله  ر  الر افع تنأنها وص نتع إلأ    وا. هتلال، ف.زص   نا الوُبز.را ًلأ و  ح  الإبنان يا االز إب وبألع ايزفا  الو   ات لزفا ي 

هنه إذا نانت ًولفع الن ف لنا إ ا ا، و   ا هت و.ف ا رصت ا ي فع ًلأ ال نا الوتا  الذي  (4.6) تفلفه ت  ا هيذ التفنات. فرفب الزو فب

ات نزد ابز.راله، ًن ئذ ذلم لب فنتب فنام يبا ا  .ف.فع ر نا ًاد ًن  كفا ا ز.فف  التولفع ر فث زصرح وؤلفع وب و  ح تزلفه ت  ا هيذ التف

 . فع. تفذا لا ففب  ز.فف  اليTرزراً  كون  ق  ه 

هافج ص نتع البانفع ف  إفواا ال برع ً    إفوااترالزال  . ر  اوفم الأ تاا الن. ع الو ا الرز  )ن ب  ًلأ الوت   با الز  ف  )الز.فف ( الأ

بألع الوص نتع فت، هتلال إب زانب الز يا فتزر  ن. ع فاوع ر  ايزفا   برب ر    ح فذه الو بف  ته، p(t)الرزات(. تال نفم تبانفال فنام  ا ر

 لهذه الوبألع. فتر  فذا ال ا هفهال اكءال ونه ًن وا فُأيذ الهافج رتفب الاًزرا .

𝑢(𝑡) ننا ق   هفنا هب =  ∑ 𝑢𝑘𝑘 𝑝(𝑡 − 𝑘𝑇) نبز فم التصتا إلأ الوتا لع الزالفع: (8.6) ترالزال  توب الوتا لع 

𝑟(𝑡) = ∫ ∑𝑢𝑘𝑝(𝜏 − 𝑇)𝑞(𝑡 − 𝜏) 𝑑𝜏

𝑘

 
∞

−∞

 
(9.6) 

𝑔(𝑡) هب 89إذا ارز هلللنا = 𝑝(𝑡) ∗ 𝑞(𝑡) = ∫𝑝(𝜏)𝑞(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏 تهب )t(g وب نتع ℒ2 (9.6) رفونننا ًن  ذلم زربلللف  الوتا لع 

                                                           
. سوف نجد عند د اس  ا ضج ج أنه لا ℒ2 من نوع q(t)و p(t)من ا توابع  t(g(ا طا   ا لانهاأ    لتابع  إنشاءبما  خص ا مجال ا ت ددي في ا بحث فإنه   س من ا صعب  89

 ،  ذ ك سنهمل هذا الاحتمال.g(t)لإنشاء ا تابع  يداع
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 لزصرح:

𝑟(𝑡) =∑𝑢𝑘𝑔(𝑡 − 𝑘𝑇) 
(10.6) 

ه q(t)ت p(t)إب فذا لا فنرغ  هب فنتب وفاائال. الو   ات  ههوا رت با وم رت بل لا زتزو  ًلأ هب اكء  r(t)ترالزال  رإب  ال فوا ًلأ الز

ا وب الهافج ر  ال.ناا رإب الايزفا  الف  ي لن إهارعوتفب وب الز  فح ق  زد ر  ه  فوا تاكء آي  ر  البان . ًن  الأيذ رالاًزرا  رفوا رت  

p(t) تq(t) .بفنتب ذت هفوفع 

فر.أ ذلم  (10.6) الذي فوبا ً  ال صلل ف ال، تهفهللال وب الوتا لع kوب هاا نا  u(t)  =r(kT)ب لب فنتب فنام ز يا رفب ال وتك إذا نا

 ، هتالوبالفع نافنتفبتغف  الصف ي. وم فذه الياصفع رإب الأ ناا الوتافع زتر  ًب  kوب هاا نا  g(kT)=  0ت g(0) = 1و.رتلال إذا ناب 

 .T نافنتفبت الوبالفع وم الفاصا الكون رزترف  ه م 

الو با  ر  uk تفونب زتلف  نا إ ا ا لباًع ًن  الوُبز.را ززأي  ر.فوع و   ا نبرع لوا فنال فا ر  الو با،ًلأ ال غد وب هب نرهع ا

𝑡فنزه  إلأ الصلللف  ًن وا  g(0) .تا رأبزز تي الياصلللفع الز   g(t) رفاب هب زر.أ ،kTًن  كوب و    قرا  < 𝜏 . نوا ذن نا بلللار.ال رإب

|𝑡| وزبا ع تذلم ًن وا إلأ الصف  ر نا g(t) ، بفزد ابزر الها ره ف هب زصاp(t)الإ باا ذات الزأي  الو     نرهع → تفنذا رإب . ∞

|𝑡| ًن وا تصتله إلأ الصف  ، تلننه غف  ونابب ربرب ر ءTفت نافنتفبت وبال  وم راصا كون   sinc(1/T) الزارم → ∞. 

توب الوونب زتلف ه وم قفوع زأيف  و   ا، تلننه  Tفوبا زارم نافنتفبت وبال  وم راصا كون   rect(t/T)تنوباا ربف  آي ، رإب الزارم 

 لفصرح  كوع هبابفع و   ا. ز. فره وب الصتب

ر فث زنتب نافنتفبلللت وبالفع تلنب رنفس التقت  كوع هبلللابلللفع و   ا ز. فرفع. فؤوب وتفا   g(t)رايزصلللا ، رإب ن غب رإفاا  زتارم 

بع زتارم نافنتفبت نافنتفبت تالذ بزي د فذه الووفكات ل  ا بززد وناق زه ر  الف. ا ال.ا وع، ووفكات ز    وفف ا لزارم نافنتفبت وبال . ز ي 

 رصت ا ز. فرفع.  الوبالفع تالز  ف   كوع هبابفع و   ا ز. فرفع تو   ا رالكوب هفهال 

 

 معيار نايكويست 3.6

ون .ع الزت ج  . فذا فت   رأب النزائج  تاTالوزراً ا ر.فوع  g(t)ز  ف  ياصللفع نافنتفبللت الوبالفع وب يلا ًفنات ال للنا الوتا   فزد  

 ، هي هب:g(t)فتر  ًب  نا وتا  ل كوع هبابفع و   ا زد زتلف فا وب يلا ًفنات  s(t)وب الوفز ض هب زنتب نبرفع. لنفز ض هب 

     𝑠(𝑡) =∑𝑔

𝑘

(𝑘𝑇)𝑠𝑖𝑛𝑐 (
𝑡

𝑇
 – 𝑘) 

(11.6) 

. رصت ا s(t) = sinc(t/T)ًن  ذلم  k = 0رإب اوفم ال  ت  ر  الوتا لع البار.ع زُلغأ رابزبناء ًن وا  ال زارم نافنتفبت وبالف g(t)إذا ناب 

بت وبال . ًن   g(t)، ًن  ذلم رإب s(t) = sinc(t/T)وغاف ا إذا ناب  بن ى  (11.6)ز تفا رت ففه للوتا لع  إفاا فاب هب فنتب زارم نافنتف

 فت نافنتفبت وبال  إذا تر.  إذا:  g(t)رأب 

�̂�(𝑓) = 𝑇 rect(𝑓𝑇) (12.6) 

 توب نل فع الزت ج:

�̂�(𝑓) = l. i.m.∑𝑔(𝑓 +
𝑚

𝑇
)

𝑚

rect(𝑓𝑇) (13.6) 

 . (13.6) ت (12.6) وتفا  نافنتفبت فوبا نزفاع الاوم رفب الوتا لزفب

|lim|𝑓→∞|�̂�(𝑓)|𝑓 ن توافس مس انشنننننننننننر  �̂�(𝑓) أن ن فتض (نايكويساااااااات)معيار  1.3.6نظرية 
1+𝜀 = ع د ذن  فإن    0 ع دما 0

 من أجل معيار لاا كو بت توافس مس  �̂�(𝑓) اوفقط إذ إذا T هو لاا كو بت مثالي مس فاصل زم  �̂�(𝑓) نلتابس t(g( عكل دو ل فور ي 
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T  من المعادنة إعاده  90و تي: 
l. i.m.∑𝑔(𝑓 +𝑚/𝑇)

𝑚

rect(𝑓𝑇) = 𝑇 𝑟𝑒𝑐𝑡(𝑓𝑇) (14.6) 

. ر للللنا ووابا رإب ز تفا ℒ2فت  (11.6) ر  الوتا لع s(t): وب يلا نل فع الز  ج الكون  رإب ال كوع الأبللللابللللفع الز. فرفع البرهان

فنارئ  .ℒ2 وب نتع ŝ(f) . تفذا فتن  هبs(t) = sinc(t/T)نافنتفبت وبال ، ًن  ذلم  g(t) . إذا ناب(13.6) فزتارم وم الوتا لع ŝ (f) رت ففه

T rect(f T)فتن  هب (14.6) نللافنتفبللللللت . ًلأ التنس وب ذلللم، رللإب زتارم وتفللا (14.6) ، تالللذي رلل ت ه فزتارم وم الوتللا لللع 

�̂�(𝑓) = 𝑇 𝑟𝑒𝑐𝑡(𝑓𝑇) . تفذا ف.ت  إلأ هبs(t) = sinc(t/T) . ووا فتن  هنه نافنتفبت وبال 

ف  وب اليفا ات وب ت  اا فنام ال فع اليفا ات الأنب  تلنب  (14.6)ز .م التلقع  ĝ(f)   ه لم الو  ت اهفو نا وب ال كوع ف  ز  ر  

غف  و     g(t)هب  ،نوا  هفنا ،تالذي فتن  ًلأ ن ت صللللا د،و    ال كوع  ĝ(f)  اال الات الز  فنتب رفهرياص  نهزد ًلأ ن ت. تالكوب

بزي اد فذه الو   ات،  رتال، لار   وب ز. فتها لزنتب و  ت ا الكوب .ًلأ ن ت صا د الكوب ًلأ ن ت صا د. وب الغ فب هب نر ث  تقرا ا

ًب زتارم و  ت ا ال كوع ًلأ ن ت صا د تو  ت ا الكوب ًلأ ن ت ز. فر  رفوا الو لتب فت الوتانس، لنب البرب فت هب ال.ف  الز   ي فت 

 .رهت ًا ا هنب  و تنع تفونب ر هه رتصفه ز. فب الأنب  هفوفع. هوا ال.ف  الكون 

 

 تناظر حافة الحزمة  1.3.6

 فونب. T= 1/(2 bW(ترم التلقع الزالفع:  Tوم راصللا كون   PAMالز  زوبا نرهللع  g)t(الو زر ع وم  زُ    قفوع  كوع نافنتفبللت

فع 91الن ام ز  ف  ً ض |𝑓| ًن وا 0f ( ĝ = ( نأصللللغ   قد ر فث bB الفتل  لل كوع الأبلللللابلللل >  𝐵𝑏 .نه  ل لن  إذا نابفنا ه

 (f) = 0ĝ ًن وا |𝑓| >  𝑊𝑏 ،فبلللللاتي الصللللف  رابللللزبناء ًن وا  (14.6) ًن ئذ رإب ال  ف الأفبلللل  وب الوتا لعm = 0لذلم رإب ، 

𝑔(𝑓) = 𝑇 𝑟𝑒𝑐𝑡(𝑓𝑇).  فذا فتن  هبb≥ W bB ،ص ف ع إذا تر.  إذا ناب باتاا  بار.ال، T/t) = sinc (t(g( تزر.أ الو . نوا  هفنا 

 t(g( . لذلم فاب ايزفا sRالإ لللا ات  إ بلللاا، روتنأ اك فا  وت ا )نبلللرع( bW ًن  ذلم فونب كفا ا ،bBهصلللغ  رنبف  وب  bWناب إذا 

 .bW2<  b≤ B bW ر.لفا. ًولفال فاب هب ن نك ًلأ bWقفوع  bBر فث ززااتك قفوع 

|𝑓| وب هاا 0f ( ĝ = ( زتن  هب Wb2هصلللغ  وب  bB إب ارز اهلللفع > 2𝑊𝑏 إذال ًن وا f  ≤ Wb  ≤ 0  رإب (𝑔(𝑓 + 2𝑚𝑊𝑏)  

 فصرح:  Tر  فذا الز    الوتاب للفاصا  (14.6) نافنتفبت ترالزال  رإب وتفا . m = 1ت m = 0 فونب هب فنتب غف  صف ي ر.  ًن وا

𝑔(𝑓) + 𝑔(𝑓 − 2𝑚𝑊𝑏) = 𝑇                for       0 ≤ 𝑓 ≤ 𝑊𝑏 (15.6) 
 ذت قفوع  .ف.ع هفهال، لذا  g(t)ذت قفوع  .ف.فع رهذا فتن  هب  q(t)ت p(t)روا هب 

𝑔(𝑓 − 2𝑚𝑊𝑏) = 𝑔 ∗ (𝑓 − 2𝑚𝑊𝑏)  

=∆ وم ارز اض هب (15.6) ًن  زتتفض فذه الوتا لع ر  𝑓 −𝑊𝑏 زصرح نوا فل : (15.6) رإب  

𝑇 − 𝑔(𝑊𝑏 + ∆) = 𝑔 
∗(𝑊𝑏 − ∆) 

ال لللنا الاكء  فتهلللح  .ف. . ر  ال الع التاوع ĝ ( f) رال الع النوتذافع وم ارز اض هب (15.6) زتهلللف ال للوتا لع (3.6) ب ال لللنافرف  

 نتب: ت فث فزتارم الاكء الزيفل  وم ،ĝ ( f)  ال .ف.  وب

𝔉{�̂�(𝑊𝑏 + ∆)} =  𝔉{�̂�(𝑊𝑏 − ∆)} 

                                                           
∑ مكن ا ملاحظ  بأن  90 𝑔𝑚 (𝑓 +

𝑚

𝑇
. إن ا ق ام بذ ك من شانه أن  جعل ا حد في ا وسط لا معنى (14.6)  مكن حذفه من كلا ا ط ف ن في ) f Trect(هو دو ي  ذ ك فإن  (

 ا نظ   . معنى ه وس فقد أ ضاً 
ف ي خ   ا محدد، فإن ا تابع ا ت ددي ا ناتج س كون غ   صأن بعد ا تجزأ  )الا تطاع( ا ض و ي  لتإ. ح ث نطاقأن نطلق على هذا بتصم م ع ض ا  الأفضل د  كون من  91

 بأنه  جب ا تعامل مع عمل ا/ ا تق  ب بعنا  . (9.6) ، إذا كان/   م  ا تأخ   كب  ة.  ب ن ا تم  نbBا طا   خا ج  إهمالع ذ ك  تم في كل مكان تق  باً. م
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0 ذا كااان، إΔذو   ماا  حق ق اا : من أجاال كاال  ĝ (f) من أجاال تناااظ  حااافاا  ا حزماا توضاااااااااااااا ه  :3.6 الشاااااااااكال ≤ ∆≤ 𝑊𝑏 فااإن 

�̂�(𝑊𝑏 + ∆) = 𝑇 − �̂�(𝑊𝑏 −  )T,bW(2/ حول ا نقط  د ج  مأو   bW ≥f  180 ا منحني وا ذي ف ه من  ا قسااااام  دو عند ت. (∆

 .  bW ≤f من أجلا منحني  من ساوي ا قسم الأخ  

رفب ال وتك )الز ايا ال وكي(.  تذلم لإر اا زأبف  الز ايا bW ≥ bB فاب هب فزتارم وم الوز اا ع bBرأب  (3.6) ن ى ر  ال للللنا

تفباتي  roll off factor92وص لح وتاوا الان  ا  فذا الزااتك  . فُ لم ًلأbWلت ض ن ام نافنتفبت  bBتنذلم هفهال زيففف زااتك 

1) bW bB(الان  ا  ر  ال نا للزارم  قفوع وتاوا ًا ا ننبرع وئتفع. لذلم رإب ، تفُتر  ًنه) f ( ĝ  30% ز. فرال  ف. 

رفب  αوب هاا هي قفوع الز  زت أ رالتلقات الزالفع  الوزكاف ا عالز   ف cosineًا ا تر للنا ًول  ز تي ز تفلت  PAMإب و  لل ات 

  :1ت 0

𝑔α(𝑓) = {
𝑇,
𝑇
0,
𝑐𝑜𝑠2 [

𝜋𝑇

2𝛼
(|𝑓| −

1 − 𝛼

2𝑇
)],       

0 ≤ |𝑓| ≤
1 − 𝛼

2𝑇
    

1 − 𝛼

2𝑇
≤ |𝑓| ≤

1 + 𝛼

2𝑇
 

|𝑓| ≥  
1 + 𝛼

2𝑇
              

 

 
(17.6) 

  :((8.6))انل  الزو فب  𝑔∝(𝑓) لزارمل  تنبالب التلقع الزالفع ز تفا رت ففه زرف  

𝑔𝛼(𝑡) = 𝑠𝑖𝑛𝑐(
𝑡

𝑇
) 

cos (
𝜋𝛼𝑡
𝑇 )

1 − 4𝛼2 𝑡2 𝑇2⁄
 

(18.6) 

 𝑔∝(𝑓)رإب α=  1 . ًلأ تاه اليصلللتص تًن واsinc(t/T)وب هاا  t/1 ، رالو.ا نع ومt³/1تالذي فزناقص ر لللنا ز. فر  لفصلللرح 

 ًولفال رنبلللرع αفزد ابلللزي اد . Tت T ز.م رفب 𝑔∝(𝑡) توتلد  اقع T= 1/ bW2إلأ  T1/=  bW2غف  صلللف ي هلللوب الوااا وب 

الزأيف   ًب تر ز sinc(t/T) إلأ 𝑔∝(𝑡) إب نبرع .|𝑡| وم اك فا  sinc(t/T) إلأ الصف  رب ًع هنب  وب 𝑔∝(𝑡) فنز.ا النازج  %10-5

 ./α1 الوزنابب    ال وم

فاب  𝑔(𝑓) رب ًع وم الكوب، تلنب g(t) فنتب ناًوال لن  فزناقص هب فاب 𝑔(𝑓) هب   فتالو رتع  cosine نا  لابزي ادإب ال ارم 

، رإب زارم افب الزواد الو رتع (3.6) ر  ال نا نوا فله ت ؛α +(1 bW ( إلأ الصف  ًن  ال.فوع 1 bW)- α) عًن  ال.فو Tوب  هب فزناقص

rect(𝑓رربا ع ف ت   ان. اًات الي تا ر  الزارم  2𝑊𝑏⁄ وبزو ال را ز.ام وبزو ،  𝑔(𝑓)رفوا زاتا  تر  ف.ع ز ارل ًلأ وتفا  نافنتفب  (

1ًلأ ن ت ز.ا ر  وم  𝑔(𝑡)ترالزال  زهوب زناقص  𝑡3⁄. 

 
𝒑(𝒕}اختيار  2.3.6 − 𝒌𝑻); 𝒌 ∈  ℤ} مجموعة متعامدة معياريا  ك 

 (3.6) ال للنا بالوااا. نوا فرف   تًولفع الزنتفد،  فنال رزنال   ارع )  اع( αن ا تبلل  رفب  𝑔(𝑓) زتهللح الف. ا البللار.ع ايزفا 

 T الانز.اا وب فصرح بالرال هت يفالفال لاتا 𝑔(𝑓)  .ف.فال تغف  بالب )لواذا نز م 𝑔(𝑓) ا ي، لهواب هب فنتب إهار رلفس فنام ز نفك 

                                                           
. إن t(*q)t(p) = t(g(، بدلًا من ا ت ك ز على الإ سالأي على ع ض ا نطاق ا فعلي  قناة  ،p(t) الإ سالبق م  صغ  ة هو نت ج  ا متطلب على نبض   αإن اشت اط وجود  92

�̂�(𝑓)الاشت اط ا ضمني هنا هو أن  = 𝑔(𝑓)عندما  0 =  .هانفس α  م    ه كل منهما عادة بسع  متساو  ، مع ا ضمان بأن  هما. سن ى لاحقاً بأنه  تم اخت ا  كل من0
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𝑔(𝑓) ؟(. رت  ايزفا ناًوال  صلللف إلأ  ≥   فنال رز .فم التلقع  q(t)، تو  لللح الابلللز.رااp(t)زر.أ وبلللألع ايزفا  و  لللح الإ بلللاا  0

�̂�(𝑓) �̂�(𝑓) =  𝑔(𝑓) .الأرفض لا .ال بن ى رأنه فاب ايزفا  صًن    ابع هافج غت  �̂�(𝑓) ر فث فباتي  �̂�∗(𝑓)93 فنتب ل فنا: لذا 

|�̂�(𝑓)| = |�̂�(𝑓)| = √𝑔(𝑓) (19.6) 

�̂�(𝑓)ر  ف.للع ً لللللتائفللع، تلنب فللذه ال  ف.للع فاللب هب ز .م  𝑔(𝑓)  ت فونب ايزفللا   = 𝑔∗(𝑓)  .  ز .فم ال للللل 

�̂�(𝑓) �̂�(𝑓) = 𝑔(𝑓) ≥ زال  ز .فم  0 رال �̂�(𝑓) فتن   =   �̂�∗(𝑓) .ناب لم، إذا  رع إلأ ذ ئذ p(t) رالإهلللللا ن  �̂�(−𝑓)  .ف.  ً =

 �̂�∗ (𝑓) ، تالذي ف    ال ت  وب هااf  البلللالب تر.ال لل ت  الت لللتائ  ًن واf  > 0ًوتوفع  هنب ال الع  الونابلللب فنا هب زنتب . وب

  هب فصرح ً. فال. بنر فب رفوا فل  النل فع الهاوع الزالفع: p(t)للزارم تالبواح 

𝑔(𝑓) ر فث ℒ2 زارم وب نتع p(t) إذا ناب :()الإزاحات المتعامدة معياريا   2.3.6 نظرية = |�̂�(𝑓)|2  هاا  وب نافنتفبت فلر  وتفا

Tلذا رإب .  {𝑝(𝑡 − 𝑘𝑇); 𝑘 ∈ ℤ}ترالزال  رإب ،ًرا ا ًب واوتًع زتارم وزتاو ا وتفا فع |�̂�(𝑓)|2  نافنتفبت ف .م وتفا.  

𝑞(𝑡) : إذا نابالبرهان = 𝑝∗(−𝑡)ًن فا رإب ، 𝑔(𝑡) = 𝑝(𝑡) ∗ 𝑞(𝑡)،  : تفذا فتن 

𝑔(𝑘𝑇) = ∫ 𝑝(𝜏)
∞

−∞

𝑞(𝑘𝑇 − 𝜏)𝑑𝜏 =  ∫ 𝑝(𝜏)
∞

−∞

𝑝∗(𝜏 − 𝑘𝑇)𝑑𝜏 (20.6) 

 ً   صلل فح وب هاا نا زبللاتي الصللف  (6.20) فوبا نافنتفبللت الوبال  تالوتا لع g(t)ف .م وتفا  نافنتفبللت، رإب  𝑔(𝑓) إذا ناب

0 k ≠ تزبلللاتي التا   وب هاا ،k = 0  الزناوا ر.فوع  وز تا إكا ع. ًنjT فث  ،j بلللن ى هفهلللال هب(6.20) ر  الوتا لع ً   صللل فح ، 

∫𝑝 (𝜏 − 𝑗𝑇)𝑝∗(𝜏 − (𝑘 + 𝑗)𝑇)𝑑𝜏 = 𝑝(𝑡} م. لذلk = 1ًن وا  1تزبلللللاتي  k ≠ 0 ًن وا  0 − 𝑘𝑇); 𝑘 ∈ ℤ}  ف  واوتًع

𝑝(𝑡} . ًلأ التنس وب ذلم إذا ارز هلللنا هبوزتاو ا وتفا فال  − 𝑘𝑇); 𝑘 ∈ ℤ} زبلللاتي الصلللف   (6.20) ًن ئذ ،وزتاو ا وتفا فا واوتًع

 زتارم وتفا  نافنتفبت. 𝑔(𝑓)نافنتفبت وبال  تg(t) . لذلم رإب k = 0تزباتي التا   ًن وا  ≠ k 0ًن وا 

فع  ياصلللل را   اا  إكا عوم الأيذ رتفب الاًز فا فع وب ه و  الوت تا نا p(t)الز ل PAM  لللللا االوتا  لإ رإب ال لللل  ع تف الو بللللُ

𝑢(𝑡) =  ∑ 𝑢𝑘𝑘 𝑝(𝑡 − 𝑘𝑇)  نااكإ ًب زتبم الزتاو  الوتفا ي. وب الول ل رأنه فزد   فتر u(t)  بزي اد  q(t)وب يلا ًولفع الز  فح را

الو   ات رفوا رت  ًن  الز  م  بنناقش فذهت ؛p(t)وم  الزتار. رالو  ح  q(t). فُ لم ًلأ الو  ح kTالكوب  يذ التفنات ًن ؤتوب بد زُ 

 إلأ الهافج.

فونب ز.ففبللها  {𝑢𝑘}لز تي ًلأ  اقع تا  فع. لفس بوع هللفاع ر  الزتوفد فنا،  فث إب إ للا ات ال يا  p(t)لا ل هننا    نا النرهللع 

 اًزرا فال تلفس بوع  اع لأيذ وتاوا ز.ففس اًزرا   ر  نل الوتهتفب. 

وا 𝑔(𝑓)فنتب  ًن  = |�̂�(𝑓)|2 ،نا وب له �̂�(𝑓)ت �̂�(𝑓)ت 𝑔(𝑓) رإب ً ض الن ام الفتل  ل ناب. bB وزبلللللات تن وك   لذا إذا 

𝐵𝑏 <  نلفوا فاب زاكئزهوا )اقز اًهوا(. روا هب هبفتن   تالذي لا فز .م إلا وم زأيف  لانهائ ، q(t) ت p(t) رن ب ن ى هب نا وب ،∞

𝑞(𝑡) = 𝑝∗(−𝑡)  رفاب اقز اًهوا وب هااt اع تلذا رإب ي أ الاقز للزأي الاقز اع ًن  قفوع نرف ا  البلللرفع تالإفاارفع. ن ب نفز ض رأب 

ا فُهوا. وب الول ل هب الزأيف  النازج ًب نا ب  بز.ر ا )وب الكوب الذ وب و  ح الو  𝑢𝑘𝑝(𝑡 ي فر ه رفه زنتفبتالو − 𝑘𝑇)  ،با ر  الو 

 . p(t) لهيذ ًفنات ر  الوبز.ر ا( فباتي إلأ هتف الو ا الكونفع ل إلأ الكوب ًن وا فزد  

 

 وترميز المنبع التماثلي  PAMالعلاقة بين  3.3.6

إلأ  للنا وتا  ترالوبا رإب. الو  لع الأتلأ لز وفك الونرم  Tفت ز تفا ززارم إ للا ات ذات زراً   PAMناب الز نفك ال ئفس ر  زت فا 

نز ند  PAM. الف م ال ئفس فت هنه ر  زت فا Tالزوابل  ر  نبف  وب الأ فاب زتوا ًلأ ز تفا ال للللنا الوتا  إلأ ززارم ًفنات ذات زراً  

لوتافع ا الأ للناار  ز وفك الونرم وم هي رئع وب  الوتافع. ن ب نزتاوا الأ للنااترالزال  الز ند ررتض رئات  p(t)رنرهللع  PAM ًلأ و ى

                                                           
/  مثل ا سع  في ا تحو ل وا ذي  مثل ا جذ  ا ت ب عي  تحو ل نبض  نا كو س ، با جذ  ا ت ب عي  نا كو س/، با  غم من أنه(6.19) وا ذي  توافق مع ا معاد   t(p( سمى ا تابع  93

 ا مثا ي.
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 .افزواوناتالز  ز    ن. ع 

 الأبللابللفعرت ض الن ام الفتل  ر  ال كوع  bB رفنوا فونب زت فف، T1/(2 = bW( فت الابللو ر  نل النلاوفب رإب ً ض الن ام 

∑ التفنات: هيذ  لللل   هلللل ت ي ر   الع ز وفك الونرم، لز. فب b≤ W bB للأ للللناا الوتافع. فتزر  𝑢(𝑘𝑇)𝑠𝑖𝑛𝑐 (𝑡
𝑇
− 𝑘)𝑘  تذلم

بزي د نل فع الزت ج t(u(لابز  ا  ال نا الوتا   ر   الع  رالو.ارا. bW > bB لز لفا الي أ الز رفت  ًن وا ر  فذه ال الع ر نا وبال . زُ

PAM  رإب ال    اله ت ي لنا فPAM لابز  ا  ززارم PAM  فت  الأتلbW≥  bB. 

 ر  وبا رالاًزرا فنام يفا  ا ف   تالز  زوبا نافنتفبت الوبال . t(g(، لز .فم تز بفب النرهع bW > bBزُبزي د نل فع الزت ج ًن وا 

ر   t(p( هفنا هنه فونب ايزفا  نرهع الإ باا  . هيف ال ننا ق  bW >fت  bW <fفذه النرهع،  فث فزد ايزفا ه رابزي اد وبافوات وب نا وب 

PAM   ًر فث ز نا اكا ازها رزراT  .إب الزتارم وب نتع واوتًع الزتاو  الوتفا فعsinc  وب  ال لها فذه الياصفع، رالإهارع إلأ ذلم رإب نبف

 . tرفها ً ض الن ام هنر  ر.لفا، لها نفس الياصفع هفهال تلننها ززهاءا هب ع رنبف  وم الكوب  الأ ناا الوتافع تالز 

 
 الأساسية إلى حزمة التمرير وبالعكس التعديل: الحزمة 4.6

إلأ  نا وتا   .ف.  ً ض الن ام  ،Tر  الف. زفب البار.زفب، ز نك ًلأ ز تفا الززارم للإ ا ات ال .ف.فع رزراً   PAMنانت وناق ع 

إلأ  الأبلابلفعلل كوع . بلفزد الز نفك ر  فذه الف. ا ًلأ ز تفا ال لنا الوتا  T2/1=  bWهنر  قلفلل وب ً ض ن ام نافنتفبلت  bBرفه 

  كد هي ى.  إ بااال نا الوتا  ل كوع الزو ف  تالونابب للتب  الففكفائ ، تال.فت  الزنلفوفع، تزانب 

 

 التعديل السعوي ذو عرض الحزمة المضاعفة  1.4.6

 )f  (إكا ع، فت رربا ع cfال اوا  ز    هًلأ  تا يإلأ  كوع وااا ذ PAM ر  u)t(الغافع وب زت فا ال نا الوتا  لل كوع الأبابفع 

û ز   فال إلأ  tcπif2e)  f( ûلذا إذا ناب . )  f( û صف ال رابزبناء ال الع b≤  f ≤ B bB– رإب و. ا  الإكا ع بفنتب صف ال وا ً ا ال الع ،+  cf

bB  ≤  f ≤ bB c f الز  زُ بللا رتلفال.  الوتافع ال .ف.فع ف . إب ذلم لا فتوا زواوال لأنه فؤ ي إلأ  للنا وتا  ً. ي، ر   فب هب الأ للناا

 ، روتنأ هنه فنزج ًب ذلم ال نا الوتا  ل كوع الوااا الزال : tcπifexp (2)للزارم رالو ارم الت. ي  t(u(ه ب  تفنذا فزد  

𝑥(𝑡) = 𝑢(𝑡)[𝑒2𝜋𝑖𝑓𝑐𝑡 + 𝑒−2𝜋𝑖𝑓𝑐𝑡] = 2𝑢(𝑡)cos (2𝜋𝑖𝑓𝑐𝑡) (6.21) 

𝑥(𝑓) = �̂�(𝑓 − 𝑓𝑐) + �̂�(𝑓 + 𝑓𝑐) (6.22) 
  .ف.فال لذا فاب هب فنتب t(x(رنفس ال.فوع. روا هب  تنذلم فرت ال  cfر.فوع صللتت ا زنز.ا ز   فال  u)t(رإب  (6.4) وا فت ورفب ر  ال للنان

𝑥(𝑓) = 𝑥∗ (−𝑓) ، واوتًع الز   ات إكا عتهب الز   ات البالرع لا فونب زاافلها. وب الول ل هنه فزد [bB ,bB]   رو. ا ,cf + bB[

]cf+  bB  رو. ا  تفرت ال  صتت ال ]cf b B, cf  bB [ وم ارز اض هب( لذا .bB > cf رإب ً ض وااا الز   ات غف  الصف فع الذي ز غله )

x(t)  فباتي إلأ هتف ً ض وااا الز   ات الذي ز غلهu(t).  

 
. cfإ ى حزم  ا تم    بق م  ا حامل  وا م زاح صعوداً  t(u(تمث ل ا مجال ا ت ددي  لشكل ا موجي  لحزم  الأساس   : 4.6 الشكل

B  =  صبه  t(x(في  ع ض ا نطاق  حزم  ا تم     د تضاعف في u)t(في  bBنلاحظ بأن ع ض ا نطاق  لحزم  الأساس   

bB2. 
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باا. روا هب بزي وع ر  الإ  صالات روااا الز   ات الوتارع الوُ بلع فُت ف ً ض الن ام ر  هنلوع الاز ع،  .ف.ف الأ ناا الوتافع الوُ 

 بلللاره. تفذا فزفم وم ابلللزي اونا لل كوع  الاكء الوتاب تلنب لا فزد   ز  ف  الاكء البلللالب وب ز    فذه الأ لللناا الوتافع وب يلا رفزد  

، توم ابللزي اونا الا ف  (6.4) ر  ال للنا t(u(ًب ً ض الن ام لل للنا الوتا  لل كوع الأبللابللفع  bB زتر  الأبللابللفع رفوا وهللأ،  فث

 . 𝑥(𝑓) ًب ً ض الن ام ر  ، ره  زتر  = bB2Bللأ ناا الوتافع ل كوع الزو ف  ر فث 

ال كوع الوهاًفع. إب فذا الوص لح لد فأت وب  يفبوأ رالزت فا البتتي ذ (6.21) إب نلاد زت فا  كوع الزو ف  الوتهح  فاهفال ر 

ن كوزفب هبابفزفب،  ]bB + cf ,bB – cf[، تلنب ر لال وب ذلم ر.  هزأ وب cfااا الز    الوتاب  تا تلا وب و cf وااا الز    البالب  تا 

فا  ال كوع الاانرفع ل نفا t(u(النازاع وب الو نرات الز   فع الوتارع ر   ]b+ B cf ,cf[التل النازاع ًب  ]cf ,bB – cf[، تال كوع الاانرفع ا

  .ف.  رإب فازفب ال كوزفب روبارع كتائ  تفونب إًا ا ز نفلها ر  ف.ع هت رأي ى. u(t). روا هب u(t)الو نرات الز   فع البالرع ر  

ب نصف الوااا ًرا ا ًب كتائ . غالرال وا زنتب الكتائ  إنرف  ر  ً ض ان ام  فث  فتزر  الزت فا ذت ال كوع الوهاًفع وب رال إلأ     

 ز نفا هوباا زلم الكتائ  رابزي اد الز وفك ال قو . وب الهافج، تلنب فزد   ذات رائ ا نإهارع لل    

 تالذي بلللززد وناق لللزه ر  الف. ا QAMرت  الهذا النتع وب ً ض الن ام فت الزت فا البلللتتي الز  94ال ا الأربللل  تالأنب  ابلللزي اوال 

وب  كوع الزو ف   PAM، ترالزال  بززد وناق ع ن ف زت فا QAMتر نا ونابب ن الع ياصع وب  PAM كوع الزو ف   إلأال.ا وع. فُنل  

 . QAMإلأ ال كوع الأبابفع ر  نفس التقت ًن    ابع ن ف زت فا 

 

 بعياالتعديل السعوي التر 6.5

 ي ً. ي. لذلم رإب ال نا الوتا  الت. QAMر   u(t)لأبابفع ارابزبناء هب ال نا الوتا  لل كوع  PAMلنلاد  ووابلل  QAMإب نلاد 

QAM  فُكاح رو. ا )tcπif) exp (2t(u  ز تفا فذا ال للللنا الوتا  الت. ي إلأ  .ف.  وب إ بللللاله، تذلم رإهللللارع الو ارم الت. ي له. فزد

 الوتا لع الزالفع زوبا ال نا الوتا  ل كوع الزو ف  النازج ًب فذه التولفع:

𝑥(𝑡) = 𝑢(𝑡)𝑒2𝜋𝑖𝑓𝑐𝑡 + 𝑢+(𝑡)𝑒−2𝜋𝑖𝑓𝑐𝑡 (23.6) 
 .ف. . فونب نزارع ال نا الوتا   u(t)فت  الع ياصع تالز  رفها (6.21) ر  PAM الول لع رأب ال نا الوتا  ل كوع الزو ف فا   

 هوب التلقات الونارئع الزالفع: (6.23) ر  x(t) ل كوع الزو ف 

𝑥(𝑡) = 2ℜ{𝑢(𝑡)𝑒2𝜋𝑖𝑓𝑐𝑡} (24.6) 
𝑥(𝑡) = 2ℜ{𝑢(𝑡)} cos(2𝜋𝑖𝑓𝑐𝑡) −  2ℑ{𝑢(𝑡)} sin(2𝜋𝑖𝑓𝑐𝑡) (25.6) 

 ر  1/2قفوزه  لب ًاولل ، لذلم فز   ب اانرال تفت ًاوا قفاس ً للللتائ . لذلم فز نه رتض الوؤلف (6.25)ت (6.24) ر  نا وب 2التاوا 

 فبلللرب فذا التاوا ال.فابللل  )الوُيزا ( الزرابلللال . (6.23) ر  2√/1 رالاذ  الز رفت  له ترهذا فز لب 2تآي تب فبلللزر لتب التاوا . (6.23)

𝒙‖2‖فت  ال.فاس الوبزي د ر  فذه ال العت ،ًن  الز  م إلأ ال اقع ر  الأ ناا الوتافع ارفال إه = 2 ‖𝒖‖2 زُ ا الو نلع رابزي اد التاوا .

ر   2 وب اذت  (، تلننه فنزج ًب ذلم الت ف  وب الو لللللانا الأي ى، تلفس هقلها فت ً   غف  ًا ي2ال.فابلللل  )الاذ  الز رفت  للت   

 الوتا لات.

الت ف  وب الن.ا   ، تهفهللال QAMًب  هنب  زفصللفلل  زر.أ وب فذه الف. ا  لل  ال  وارف. د نر  رتض ال الات رإب ال.فاس وبللألع غف  فاوع. 

ا  .PAM تا  ا 6.5 )انل  ال لللنا QAMف تي وت   . ز.تد الو  لع الأتلأ رز تفا ززارم الرزات إلأ ززارم PAM( بلث و ا ا نوا ر  وت  

ز تفا الأيف  إلأ  للنا وتا   .ف.   ي، ترت  ذلم ز تفا الززارم الت. ي إلأ  للنا وتا  ً. ي لل كوع الأبللابللفع، تهيف ال الإ للا ات الت. 

ع إلأ ال نا الزو ف  الوبز.رل   رز تفا ل كوع ل كوع الزو ف . تلفس وب الوبزغ ب هب فناك نا ف الزت فا ًنس زلم التولفات،  فث ف.تد هتلال 

ب بز ااع ززارم الإ ا ات، تهيف ال الوتاب لل كوع الأبا بز ااع الأ قاد البنائفع.  فع، رت  ذلم ا وناق ع نا و  لع وب فذه الو ا ا ر بن.تدا

                                                           
تنا ص إ ى ع ض نطاق الإ سال   ا نظام ا بد ل هو تعد ل ا حزم  ا جانب   ا وح دة. في هذه ا حا    تم ت ش ه )فصل( إحدى ا حزمت ن ا عل ا أو ا دن ا خا جاً،  ذ ك فإن 94

 .QAM مقا ن  مع ا تماثل   و كن من ا صعب إنجازه في الاتصالا/ ا   م   با الاتصالا/ا نصف.  ستخدم هذا ا نظام بشكل واسع في 
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 . زراًال 

 
 QAMل وكاشف تعد ل معدِ  :5.6 الشكل

 QAMمجموعة إشارة  1.5.6

برع( قفوزه ف    ززارم رز   الز  زد ايزفا فا وب  ukإلأ ززارم الإ ا ات الت. فع  b تزز تا لرزات b/sرت ر  نا بانفع  Rات ال يا روت ا )ن

𝑀 إلأ رنوفع وزباتفع Aواوتًع الإ ا ا )الأرا فع، الز   (  = |𝐴| = 2𝑏. زال  رإب وت ا الإ ا ا فت:لترا R/b  =sR  إ ا ات ر  نا

 بانفع. sT= 1/Rبانفع، تراصا الإ ا ا فت 

 ال.فابللللفع QAMوب الأ قاد ال .ف.فع. زوبا واوتًع إ للللا ا  د ً. فع ر لال ، ًرا ا ًب ه قاQAMر   الع  ukإب الإ للللا ات الو بلللللع 

QAM ') M  ' M (  2 بإ فث') M= ( M، واوتًز  اصا ه ب  PAM '  M ،:هي هب  

A = {(a' + ia" ) | a'  A', a"  A' } 

  ب:إ فث 

A' = {  d(M'  1)/2, …,  d/2, d/2, …, d(M'  1)/2} 

ن.ا  إ ا ا ز.م ر نا وزنال   تا الو نك، نوا فت  b= 2 2) M'= ( M ر  فذه ال الع وب وصفترع و رتع وب Aززألف واوتًع الإ ا ا 

 . M = 16وتهح ه ناه ًن وا 

 

فت هتف وبزتى  sEإب وبزتى ال اقع لنا إ ا ا ذات رت فب تالز  ف وك لها  هفهال . dال وك فُ وك للوبارع الصغ ى رفب رت ي ن. زفب ر

 ال اقع لنا رت :

𝐸𝑠 = 
𝑑2[(𝑀′)2 − 1]

6
=  
𝑑2[𝑀 − 1]

6
 

)وفزاح إكا ع ال ت ( ززألف  M - ASKًب ال  ف.ع الوت تهع هًله. وباا ذلم ر   م لز زفب ن.ا  الإ ا ا رهلل ائالت ف  وب ال   فنام

. وب الول ل هب ن.ا  QAM = 4-PSK-4تفنذا رإب  توزراً ا رالزبللللاتي ًلأ  ائ ا تاقتع ر  الو نك. Mن.ا  الإ للللا ا وب ن.ا  ً  فا 

بزي د نلاد  Mًن وا زنتب قفوع  ال وب رتهها رته الإ ا ا ًلأ ال ائ ا زصرح ق فرع ا ال  فذه. وب نا فع   M ر   الع PSKنرف ا، لذلم وا ف

 بتع الإ ا ا البارزع تالونزلوع. ربربلها رتض الوكافا التولفع  PSKهي ى رإب 

صغ ى  PAMنوا ر   الع  بارع ال ب  للو با بزغ ب، هب زنتب dرإب ا زواا ي أ الز وفك زارم ر نا ه ي فع ر   اقع  sE. لفس وب الو

الإ لللا ا لل لللنا الوتا  ل كوع الزو ف . ف.زصللل  اله ف وب  اقع الإ لللا ا ر  الأنلوع اللبللللنفع ًلأ ال فال ًلأ  اقع الر ا فع تز .فم 
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ر اا الزأبف ات لإ ش ال ايل  ال اصا رفب الأبلم الوزاات ا، تهفهال فر  الأنلوع البلنفع ًلأ إر اا الز تالوز لرات الزنلفوفع. رفنوا ف.زص  

 اللي فع.

بب هب فزد   بز  براب وازوتع، روب الو . فنام Mت d نا وبوب هاا قفد وتفنع ل sEايزفا  ز    الإ ا ا ر فث زتوا ًلأ ز.لفا  لهذه الأ

بف ع تف  هنه فونب ال ب  لن.ا  الإ ا ا تذلم ًن وا  sE صتا ًلأ نزفاع ر ب ا بزي اد ال نا ال صغ  وب ال نا البنائ ، ًن  ا  Mر.فوع ه

التولفع، ف  و نلع بفئع تلنب  Mوب هاا قفد  sEللوبارع الصغ ى. للأبف إب الر ث ًب واوتًع إ ا ا وبالفع لز.لفا  بارزعتقفوع  نرف ا ا ال 

 وع.ًولفع الز.لفا لها رتض اليصائص الها

 QAM لب نصللل ف الوكف  وب التقت ًلأ فذا إلا هننا بلللنبلللزت ض رتض الزوا فب الياصلللع رذلم تبلللنفز ض ر.  واوتًع إ لللا ا

 . 'M'  Mال.فابفع

 

 QAMتعديل وكشف تعديل الحزمة الأساسية في  2.5.6

ف.تد الزارم .  Tللإ ا ا تالفاصا الكون  ℒ2 وب نتع p(t) وب يلا ال نا الوتا  الت. ي QAMز  ف  وتٍ ا ال كوع الأبابفع ر   فزد  

لز .فم إ ا ا  ،{p(t  kT)} رإكا ات كونفع زباتي إلأ p(t) لن.ا  الإ ا ا الت. فع، رالزت فا البتتي للنرهع الأبابفع ukالكون  الوز. م 

  و بلع ً. فع نوا فل :

𝑢(𝑡) =  ∑𝑢𝑘𝑝(𝑡 − 𝑘𝑇)

𝑘∈ℤ

 (26.6) 

وم  p(t)، تلنب تللأبللراب نفبللها نوا ر  البللارم، رفاب هب ززهللاءا sinc(t/T)ر فث زنتب  p(t)، فونننا هب نيزا  PAMنوا ر   الع 

 ،فنز.ا إلأ الصف  ر نا وزبا ع تلنب لفس آنفال  وبزو ال  فاب هب فنتب زارتال  �̂�(𝑓) . تفذا فتن  هبsincر نا هب ع وب الزارم  |t|اك فا  

بو زتر  ًب ً ض الن ام  T2= 1/ bW رنا  هب PAM. نوا ر  T1/2رت   الز  ززااتك وا  تذلم ًن وا زك ا  قفوع بفع  الا با لل كوع الأ

ا   ً ض الن ام الفتل . ره  bBرفنوا  QAMر  وت  

رأب ًولفع الز تفا إلأ  كوع الزو ف  توب بد إلأ قناا الإ بلللاا تالز تفا الوتانس إلأ ال كوع الأبلللابلللفع، ًولفع وبالفع،  نفز ض  الفال 

ا ال كوع الأبلابلفع  ال كوع الأبلابلفع وب  ًن   يا نا لف زت فا ال كوع الأبلابلفع. فز .م نا لف زت فا u(t)ر فث فنتب نازج ي ج وت  

ا()نوا  Tيلا الفاصا الكون   توب  q(t) ع ارتب u(t)ف.تد نا ف الزت فا رز  فح )رلز ا( . ℒ2وب نتع  q(t) الوتا  تال نا ر  الوت  

 . زرفب التلقع الزالفع ي ج الو  ح: Tبد هيذ ًفنات الي ج الوزراً ا كونفا ر.فوع 

𝑟(𝑡) =  ∫ 𝑢
∞

−∞

(𝜏)𝑞(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏 

لع ف   رابزبناء ابزر اا الإ ا ات  PAMتفنذا. تفذا و ارم لوا  هفناه ر   الع نا ف زت فا  ... ,r(T), r(2T)نل ل رأب التفنات الوبز.ر 

  فل : رفنا بار.ال ترم وانوا ر   r(t)الي ج  ونب زوبفافال .ف.فع رإ ا ات ً. فع. 

𝑟(𝑡) =∑𝑢𝑘𝑔(𝑡 − 𝑘𝑇)

𝑘

 

 g(0) = 1نافنتفبلللللت وبال ، روتنأ ًن وا  g(t)إذا ناب uk = r(kT) رإب  فنا بلللللار.ال ه. نوا  q(t)ت p(t)رفب  ال  زوبا  g(t) فث 

 غف  الصف فع. k، وب هاا اوفم الأً ا  g(kT) = 0ت

 ĝ( f )   ، ًا ا وا فنتبللأبراب الز  زد    ها وبر.ال . لا هد ص ف ال  g(t)بتاء ناب  ص ف ال  (6.3.1) فر.أ ر فاب نل فع نافنتفبت

 توزوابا. .ف.   هفها فت g(t)( تفذا فتن  هب cosine)نوا ر  زتارم  توزوابلل  ال  .ف.ف

|�̂�(𝑓)| ر فث ف .م ال    ĝ( f ) ، فزد ًا ا ايزفا PAMتنوا ناق نا ر   الع  هيف ال  =  √𝑔(𝑓).  إب ايزفا �̂�(𝑓)  ًلأ فذا الن ت

الذي ف .م       )f|ĝ |(2للزارم  تر.ال  �̂�(𝑓) . ًلأ نا  اا فزد ايزفا هت ً. فال  ق  فنتب  .ف.فال  �̂�(𝑓) ترالزال  رإب، �̂�(𝑓) ف     ت  لا

ً ض  هفهلللال  الايزفا رهذا  {p(t  kT)} الكونفع نزفاع الإكا ع وتفا  نافنتفبلللت،  فث فزد ز لللنفا واوتًع وب الزتارم الوزتاو ا وتفا فال 

بفع لنا با باتفال  g(t)ت p(t)ت u(t)وب  الن ام لل كوع الأ بو  ام ن. ف تي نا ونها ً ض بفنتب وز بفع رو. ا   ا با  1/2Tلل كوع الأ
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لز .فم زأيف   كونفال  q(t)ت p(t)فاب زاكئع )اقز اع(  PAMإلأ    وتفب. نوا ر   1/2Tتً ض ن ام رتل  لل كوع الأبللللابللللفع فزااتك 

 لذن ه.   اً و   . لذا لب زنتب الو   ات النازاع و   ا الوااا، تفُنل  إلأ ذلم ًلأ هنه ي أ زنففذي لا

ً. فع  QAM. رال رم إب واوتًع الإ ا ا ر  PAMفت نفبه نوا ر  زت فا  ارز اهفال  QAMراليلصع إب زت فا ال كوع الأبابفع ر  

 ر.أ ر تب زغفف . ز، ً. فع تلنب نزائج نافنتفبت  تا زانب الز ايا رفب ال وتك p(t)تفونب هب زنتب النرهع الوتٍ لع 

 

3.5.6 QAMإلى حزمة تمرير وبالعكس ساسية: تحويل الحزمة الأ 

. فونب ال اتع x(t)ل كوع الزو ف   لأ ال نا الوتا ًالت. فع،  QAMلل كوع الأبابفع ر   u(t)نناقش رفوا فل  زت فا ال نا الوتا  

 .(6.4) تنذلم الزوبفا الز   ي ر  ال نا (6.25)ت (6.24)ت (6.23) ر  نا وب x(t)إلأ التلقات الر فلع للإ ا ا 

بفع رو. ا   t(u(رإب  PAMنوا ر   با بو  لل كوع الأ  bWفزااتك  bB، رفنوا ً ض الن ام الفتل  T= 1/2 bWز تي ً ض ن ام ا

 تً ض ن ام رتل  T1 = b W 2 = W/ل كوع الزو ف  ف تي ً ض ن ام ابلللو  رو. ا   t(x(إلأ   ت  وتفنع. ال لللنا الوتا  الو.ارا 

bB2=  B هب  . بلللنفز ض  ائوالc< f /2B ب نا وب ه. نبلللز ام)t(u ت)t(x  فوا  الع وبالفع تز. فرفع وب الأ لللناا الوتافع التاقتفع لل كوع

و    ترالزال  ً ض ن ام غف  و    )لانهائ (، تلنب  لذا رإب فذه الأ ناا الوتافع التاقتفع فاب إب ز تي ًلأ زأي  الأبابفع تالو بلع.

 ز ل فل  c< f /2B فنزج ًب ارز اض  95النفلافلع، ر فلث فونب زالافلا الي لأ الز. فر . هب ول ا الزلأيف  نرف ا رولا رفهلا فُفز ض هفهلللللال 

)tcπif(2exp )t(u رلالز   ات الوتارلع ت)tcπif2(exp )t(u رت ففله ز تفلا رلالز   ات البللللللالرلع. للذا رلإب �̂�(𝑓 − 𝑓𝑐  فزل ايلا وم لا  ( 

�̂�(𝑓 + 𝑓𝑐  ) . 

 صلللتت ال  ز   فال  t(u(فنز.ا  و  لزفب. هتلال زو  ًر   الزو ف  إب ًولفع الزت فا وب ال كوع الأبلللابلللفع إلأ  كوع PAMنوا ر  

𝑥+(𝑡) لفنزج ال للللنا الوتا  ل كوع الزو ف  ال .ف.فع cfرو. ا   = 𝑢(𝑡)𝑒2𝜋𝑖𝑓𝑐𝑡 فز تا توب بد 𝑥+(𝑡)  إلأ ال للللنا الوتا  ل كوع

 اللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللزلللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللوللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللل فللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللل 

)t( +x+  *)]t( +x) = [t(x.  

لع ر  ف.ع  x(t)الوبز.ر ا ر تب هافج تر تب زأيف . وب  فث الور ه روب الوونب زت فا  إلأ x(t)نفز ض وب الآب رأنه فزد إ باا  الوبز.ر 

زز تا هتلا إلأ ال للنا الوتا  الت. ي ل كوع الزو ف   t(x(وتنتبللع للو  لزفب البللار.زفب ر فث زز تا إلأ ال كوع الأبللابللفع. روتنأ هب 

ر للنا وربلل  وب يلا ابللزي اد   فاهللفال  t( +x( . فونب ابللزيلصcfإلأ الأ نأ رو. ا   ز   فال  x+ )t(، توب بد فاب إكا ع x+ )t(ع الوتار

ℎ̂(𝑓)نوا فل :  h(t)الو  ح الت. ي  = ℎ̂(𝑓)ت f < 0 ًن وا 0 = بوأ فذا الو  ح رو  ح ففلر ت. فاب هب نل ل .f > 0 ًن وا  1  ف

 إلأ الصللللف  رابللللزبناء  الع  كوع الزو ف  وبللللاتفال  ℎ̂(𝑓) راتا ℒ2 تلنب وب الوونب ز تفله إلأ نتع ،ℒ2 وب نتع زارتال  لفس h(t)رأب 

𝐵−] الوتارع
2
+ 𝑓𝑐 ,

𝐵

2
+ 𝑓𝑐] تالوباتفع إلأ التا  . نبز فم رت  ذلم ابزيلص )t(u وب )t(+x ب ال نا. فرف   ع الإكا ع ز   فال اربهتلع رتب 

 توب بد التنس.  x(t)إلأ  u(t)وب للز تفا الو ا ا التولفع  (6.6)

 
 .ا حزم  الأساس   إ ى حزم  ا تم    وبا عكستحو ل  :6.6 الشكل

 

 
 

                                                           
، حتى بدون وجود ا ضج ج.   فت ض بأن ا م كبا/ ا ت دد   ا مهمل  وا خاص  t(x(بشكل تام من  u)t( مكن است جاع  فإنه لا الافت اضعند تعط ل هذا  بأنه 11.6  ب ن ا تم  ن 95

 ، هي خطأ مهمل في كشف ا تعد ل.B/2، خا ج u(t)با قسم ا مقتطع من 
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 QAMتنفيذ  4.5.4

 ℜ{𝑢(𝑡)} ًا ا وا فزد زنففذه هللوب  للنلفب وتاففب  .ف.فب، u(t)وب تاهع نل  ًولفع الزنففذ رإب ال للنا الوتا  لل كوع الأبللابللفع 

  ال ت  غف  الووابا: يال ت  الووابا تال اوا ذ ي كوع الزو ف  رابزي اد ًولفع اله ب رال اوا ذفزد زت فلهوا إلأ  ℑ{𝑢(𝑡)}ت

𝑥(𝑡) = 2ℜ{𝑢(𝑡)}  cos(2𝜋𝑓𝑐𝑡) − 2ℑ{𝑢(𝑡)} sin (2𝜋𝑓𝑐𝑡) 

الز     وتا لع . فنا نا  هبu(t)م هي ى لإا اء ًولفات الزنففذ الو زولع، وباا ذلم وب يلا وت فات البتع تال ت  ر  ائفنام ً ا   

𝑥+(𝑡)  الوتارع = 𝑢(𝑡) 𝑒2𝜋𝑓𝑐𝑡 ًولفز  ه ب وب ًولفات ه ب  .ف.فع ر لال  ه رمف  ًولفع ه ب لأ ناا وتافع ً. فع الز  زز لب 

تلننها لفبت بهلع ذنفع فوبا  الع  t(x(توب بد إلأ   x+ )t( إلأ u)t(وب  الانز.ااورا  ا. نا  فنا هب  x)t(نوا  هفنا هًله لل صتا ًلأ 

لع  ℑ{𝑢(𝑡)}ت ℜ{𝑢(𝑡)} فزد ز .فم ال نلفب الوتاففب لل كوع الأبابفعالزنففذ.    .ف.فع.  هفهال  p(t)إذا نانت النرهع الوت  

 ℜ{𝑢(𝑡)} =  ∑ℜ

𝑘

{𝑢𝑘} 𝑝(
𝑡

𝑇
− 𝑘) 

ℑ {𝑢(𝑡)} = ∑ℑ

𝑘

{𝑢𝑘} 𝑝 (
𝑡

𝑇
− 𝑘) 

𝑢𝑘 ًن  اًزرا 
′ =  ℜ{𝑢𝑘 } ت𝑢𝑘

′′ =  ℑ{𝑢𝑘 }  صرح نوا فل :فرإب ال نا الوتا  ل كوع الزو ف  الو بلع 

𝑥(𝑡) = 2 cos(2𝜋𝑓𝑐𝑡)(∑𝑢𝑘
′  𝑝(𝑡 − 𝑘𝑇)

𝑘

) − 2 sin(2𝜋𝑓𝑐𝑡)(∑𝑢𝑘
′′

𝑘

𝑝(𝑡 − 𝑘𝑇)) (27.6) 

∑ ال.فابللللفع، ًن ئذ رإب QAMزوبا واوتًع  QAMإذا نانت واوتًع إ لللللا ا   𝑢𝑘
′

𝑘 𝑝(𝑡 − 𝑘𝑇) ت∑ 𝑢𝑘
′′

𝑘 𝑝(𝑡 − 𝑘𝑇)  زوبلب

بزي اد الزت فا ذهنلوع ال كوع  بفع الو رت ع ًلأ الزتاكي. فزد ز تفلهوا إلأ  كوع الزو ف  را با ب يالأ هاًفع رت تاوا  ع ال اال كوع الو

ال كوع  ي. ف لم ًلأ فذه ال  ف.ع رالزت فا ذ(6.7) ت  ذلم فزد اوتهوا، نوا فت ورفب ر  ال للللناتر .tcπfsin 2 ت tcπfcos 2الو رتع 

 .QC) -(DSB 96الوهاًفع تال اوا الو رم

 
 DSB – QCتعد ل  :7.6 الشكل

ح ففلر ت فلفه الإكا ع ز   فا فرت ال  t(x( وب u)t(هنه فونب ابللز  ا    هفنال.   ر  ًولفع  . زنوب ال  ف.ع الأبللها زنففذال رابللزي اد و  لل 

 )sin(2αcos( (α2sin = (α( ت ) 2α2cos²)α) = 1 + cos(رابللزي اد اليتاص الوبلبفع  - tcπfsin 2ت tcπfcos 2 رنا وب x)t( هلل ب

 فل : فونننا نزارع وا فث ، 2sin²(α) = 1 cos(2α)ت

𝑥(𝑡) cos( 2𝜋𝑓𝑐𝑡) = ℜ{𝑢(𝑡) } +  ℜ{𝑢(𝑡)} cos(4𝜋𝑓𝑐𝑡) +  ℑ{𝑢(𝑡)} sin(4𝜋𝑓𝑐𝑡) (28.6) 

−𝑥(𝑡) sin( 2𝜋𝑓𝑐𝑡) = ℑ{𝑢(𝑡)} −  ℜ{𝑢(𝑡)} sin(4𝜋𝑓𝑐𝑡) +  ℑ{𝑢(𝑡)} cos (4𝜋𝑓𝑐𝑡) (29.6) 

                                                           
. عادة ت  سل م كب  sineوا حامل  cosineمصد  هذه ا مصطلحا/ هو نظام ا تعد ل ا تماثلي، ح ث  تم تعد ل شكل ن موج  ن حق ق  ن على ا توا ي باستخدام كل من ا حامل  96

 .بأن ا حامل الإضافي هنا غ   ض و ي كما سن ى لاحقاً و  ،حامل إضاف   وا تي  مكن من خلا ها است داد ا طو  وا سع 
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 t(x( رإكا ع  رنلفوا ف.تد 2)tcπf2(+ 1/2 exp )tcπf(2) = 1/2 exptcπfcos( :97لذلم نل ل رأنه ًن  إا اء ًولفع الهلل ب زفبللف ال 

رفنوا  cf2ف .م كفا ا ر  رز ا ال كوع الأبابفع تالفز ا التاقتع  تا  t(x( تفنذا رإب قبد الز    الوتاب ر  cfر.فوع  تفرت ال  صتت ال  ز   فال 

بالب ف .م كفا ا  بد الز    ال هاًفع زت   إب ز  فح رز ات .2fc  رو. اق بف . ℜ{𝑢(𝑡)} الز    الو ه ب ر إب زف  sin الافبًولفع ال

 .لوا ذن ناه آنفال  و ارهع زواوال 

. نل ل cfتهي ى  تا الز      cfفت زارم  .ف.  تفزألف وب  كوع  تا الز     t(x( تلل لللل ح ر  ف.ع هي ى، رفونننا ال اتع إلأ هب

 فرت ال t(x( زكفح قبد الز    الوتاب ر   تالز x)tcπf2) et ر  ال زيفلف ال تاكء ال  .ف.ف ال رأنهوا ز تفاب اكء (6.29)ت (6.28) ر  نا وب هفهال 

بالب فرت ال  بد الز    ال بفع تزكفح ق با قرا  ال كوع الاانرفع ال نفاز  فح . فزد ر  ونهج ففلر ت cf2 رازااه ال كوع  تا رازااه ال كوع الأ

 رتهتح هنب  رإب نل النهافب وزنارئ. ؛رت  إكا ع الز   الز  فح   ث فإكا ع الز   ، رفنوا فنا 

تن  ذلم تنوا فت ر. إذا ناب ذلم غف  صلل فح، t(u( ر  الأبللابللفعهنر  وب ً ض الن ام لل كوع  cfل.  ارُز ض وب يلا وا بللرم رأب 

رأفع   ف.ع نانت. لنفز ض الآب رأب و  للح )رلز ( زت فا ال كوع الأبللابللفع   x(t)وب    u(t)فونب ابللز  ا  نه لارإ (6.11) ورفب ر  الزو فب

p(t)  زارم  .ف.  تفزد ابللزي اد واوتًع إ للا اQAM ال.فابللفع. تهب ℜ{𝑢(𝑡)} = ∑𝑢𝑘
′ 𝑝(𝑡 − 𝑘𝑇) تℑ{𝑢(𝑡)} = ∑𝑢𝑘

′′ 𝑝(𝑡 − 𝑘𝑇) 

𝑔(𝑓) ق  زد ايزفا ه ر فث q(t) الوبللز.ر ا و  للح رأب نفز ض هفهللال لل كوع الأبللابللفع ًلأ الزتاكي.  PAM فوا زت فا =  �̂�(𝑓) �̂�(𝑓) 

 tcπf) cos(2t(x(إذا زد ز  للللفح  (6.28) . ًن ئذ توبcf < bB فلر  نل فع نافنتفبللللت تهب اوفم الو  لللل ات ز تي ً ض ن ام تا  

رفزد رفها هيذ التفنات  ℜ{𝑢(𝑡)} . رفنوا ر.فع الو نراتcf2  تا بف ذف الو نرات التاقتع t(q(الو  ح  رأب، روب الول ل q)t(رابزي اد 

بز.ر ا  نوا فت ورفب ر  tcπf) (2t(x (لافب تفذا رالإهارع إلأ الز لفا الو.ارا ل '2u'', 1u… , الإ ا ا ال .ف.  لابز  ا  ززارم  QC-DSBو

ح (6.8) ر  ال نا  فلغ  ال ااع إلأ ابزي اد و  ح ففلر ت.  q(t). نل ل هب ابزي اد الو   

 
 DSB - QCكشف تعد ل  :8.4 الشكل

 ر فث p(t) ناب ايزفا  اإذ (2.3.6) زد  للل  ه ر  الف. ا افزاافا تات  الهلللافج. نو إب تصلللف ًولفع ن لللف الزت فا الوذنت ا آنفال 

{𝑝(𝑡 − 𝑘𝑇); 𝑘 ∈ ℤ} زوبا واوتًع وزتاو ا وتفا فا (هب هي |�̂�(𝑓)|2  ًن ئذ رإب و  لللح الوبلللز.ر ا فاب هب )ز .م وتفا  نافنتفبلللت

 فتر  ًب ال نا الوبال .     ناه آنفال  الأرفض، رإب وا صرأنه تًن  تات  هافج غت . بن ى لا .ال q(t) = p( t)ف .م 

 

 الاستقلاليةالإشارة ودرجات  فضاء 6.6

تزُ بلللا وب يلا ً ض ن ام ال كوع  Tا كونفع وزراً ا ر.فوع ، رإب الإ لللا ات ال .ف.فع فونب هب ززتل  ًن  رتاصلللPAMرابلللزي اد 

، روب bW تً ض الن ام ال. فب رال.فوع وب  0T. تفنذا ًلأ و ى الفاصللا الز. فر  ال تفا T1/2 = bWالأبللابللفع رو. ا  هقا ر.لفا وب 

 .  PAMدرابزي ا bT W2إ باا الوونب 

 ع ً ض ن ام  كوع الزو ف  اتزُ بللا رتبلل Tفونب للإ للا ات الت. فع هب ززتل  ًن  رتاصللا كونفع وزراً ا ر.فوع  QAMًن  ابللزي اد 

وب  0TW، فونب إ باا W. تفنذا تًلأ و ى الفاصا الكون  ال تفا، تً ض الن ام ال. فب رال.فوع وب T1/ = Wرو. ا  هنب  ر.لفا وب 

                                                           
𝑥(𝑡)𝑒−2𝜋𝑓𝑐𝑡ن ا معاد   ا تا    إ، ح ث الا تباكبعض   نتج عن الإزاح  ا ت دد   صعوداً  97 = 𝑥(𝑡) cos(2𝜋𝑓𝑐𝑡) − 𝑖𝑥(𝑡) sin(2𝜋𝑓𝑐𝑡)  ًتمثل فقط الإزاح  ا ت دد   هبوطا .

𝑥(𝑡) حدث أن  ما cos(2𝜋𝑓𝑐𝑡) عبا ه عن ا جزء ا حق قي من 𝑥(𝑡)𝑒−2𝜋𝑓𝑐𝑡  ت دد موجب   لتوازن مع حدود ا ت دد ا سا ب .و ذ ك تحتاج إ ى حدود 
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 .  QAM ا ات ال .ف.فع رابزي اد وب الإ 0TW2الإ ا ات الت. فع، ترالزال  

بفع ت  PAMااء هًله فصف  إب وا هنه  ًن   كوع الزو ف . لل صتا ًلأ و.ا نع هرها رفب النلاوفب، نتزر  QAMًن  ال كوع الأبا

، تً ض الن ام ر  نا ونها فبلللاتي إلأ mإلأ ُ كد زو ف  ً  فا  )0W(زاكئع ً ض الن ام ال تفا تالنل  لل كوع الأبلللابلللفع  ق  زد  

m/0W رابزي اد .QAM  0نا  كوع، نبز فم رصت ا ز. فرفع إ بااT0W2  0إ ا ات  .ف.فع هوب الفاصا الكون  ال تفاT نبز فم وم .

 QAM ر ه رإننا ن ى هبو. وب  فث ال0Tإ للا ات  .ف.فع يلا  TW2 النل  تو ا هي ى، إ بللاا bWتًلأ و ى ال كوع  PAMابللزي اد 

الز  وب الوونب ابللزي اوها  الابللز.للفعب وب  فث ً     اات اتر   الع ً ض ن ام نل  وزبللات، فوا وزنارئ PAMتال كوع الأبللابللفع 

  فث فونب ابزي اوه وب هاا هي  كد ز   فع ويزا ا. PAMفتر  و تنع هنب  وب  QAMرإب  لإ باا الإ ا ات ال .ف.فع. نوا ذن نا بار.ال 

، ننا ق  تا نا هب Tالافرفع رفاصا كون   sincتإ ا ات  Tا( رفاصا كون  ه وا ر بنا ر  الإ ا ات الافرفع الو.ز تع )الواكإننا نزذن  ًن

وب   اات  TW2 ت ن، ز تي )0W, 0W(ترتاصللللا ز   فع  )0T/2, 0T(2/الأ للللناا الوتافع ال .ف.فع الز  ز للللغا رتاصللللا كون  

 الوزتر ا ر   كد وتفنع. الابز.للفعز بزي د تر نا هتل  نا   اات  الربف عتنأ آي  رإب فذه الز.نفات و. رالابز.للفع

هي،  هنه فونننا الر ء رتائلع . "ًلأ ن ت ياص" تز   فال  و   ا كونفال الرهونا لأ ناا الوتاع  ههاف إلأ فنا ابزي اد نل فع نافنتفبت إب

وناق لللع الهلللافج ر  الفصللللفب  كت  بلللززناقص وا توب بد الر ث ًب ًتاوا الزناقص الصلللغف ا.  وب الزتارم و  ت ا ال كوع هلللوب ًاوا

  .عالكوب تالز    الأبابف ل  ت  تر.ال  الابز.للفعهرها ل  اات  رهوال ال.ا وفب، 

 

 المسافة والتعامد 1.6.6

ال للنا الوتا  ال .ف.  ل كوع  QAMر   u(t) الوتا  الت. ي لل كوع الأبللابللفع ال للنا زت فا نفففع البللار.ع الف. ات هله ت

ت وناق لللع زاوم الإ لللا ات الز  زتوا ًلأ ز.لفا ال اقع وب هاا وبلللارع ًن  الوبلللز.ر ا. نوا زو   x(t)وب  u(t)تنفففع ابلللز  ا   x(t)الز    

 ر  ر م ال اقع رفب ابنفب وب ، ه ى إلأ وم الإكا ات الوزتاو ا وتفا فال  p(t)رإب ابللللزي اد ال للللنا الوتا  الوت ا  وتفنع. هيف ال  صللللغ ى

𝑢(𝑡):الوتافع لل كوع الأبابفع، وبلل  الأ ناا =  ∑𝑢𝑘  𝑝(𝑡 − 𝑘𝑇) ت𝑣(𝑡) =  ∑𝑢𝑘  𝑝(𝑡 − 𝑘𝑇)  تر م ال اقع ر  ن.ا  الإ ا ا وب

 يلا

‖𝒖 − 𝒗‖2 =∑|𝑢𝑘 − 𝑣𝑘|
2

𝑘

 

 بلاتي إلأ هلتف  واز t(x(ر  ال لنا الوتا  ل كوع الزو ف   ||x||2 بلن نك الآب ًلأ ر م ال اقع فذا ر   كوع الزو ف . إب ال اقع

ًرا ا ًب  للنلفب وتاففب ل كوع الزو ف  النااوفب ًب  y(t)ت x(t). لنفز ض رت  ذلم رأب u(t)ف.ارله ر  ال للنا الوتا  لل كوع الأبللابللفع 

 ًلأ الزتال .  v(t)ت u(t)ال نلفب الوتاففب لل كوع الأبابفع 

𝑥(𝑡) − 𝑦(𝑡) = 2 ℜ {𝑢(𝑡)𝑒2𝜋𝑖𝑓𝑐𝑡} −  2 ℜ {𝑣(𝑡)𝑒2𝜋𝑖𝑓𝑐𝑡} = 2 ℜ{[𝑢(𝑡) − 𝑣(𝑡)]𝑒2𝜋𝑖𝑓𝑐𝑡} 

  ،إذال  u(t)  v(t) ًرا ا ًب  نا وتا  ل كوع الزو ف  الو.ارا لل.فوع x(t)  y(t)لذا رإب 
2) ||t(v ) t(u||= 2  2) ||t(y ) t(x|| 

بفع إلأ  كوع  زد  ز، PAMت ، QAMنه ر   العإفونب ال.تا  الو ارلع ًلأ الوبارات رفب الأ ناا الوتافع تالز  زنز.ا وب ال كوع الأبا

زو ف  لالزو ف . تفنذا فزد ال فال ًلأ الوبارات الز  زنز.ا وب الإ ا ات إلأ الأ ناا الوتافع لل كوع الأبابفع إلأ الأ ناا الوتافع ل كوع ا

بن ى لا .ال  بارات رفب الأ ناا الوتافع ل كوع رأنه فزد ز  ف  ا زوا ترالتنس.  ب ، وب يلا الو با هافج تر نا ه برره ال ا الي أ الذي ف

 زو ف  الونرم. فزتلم ا زواا الي أ فذا رنا وب ايزفا  زاوم الإ ا ا تالز وفك الوز. م الذي فبرم ز تفا الوت فات إلأ إ ا ات. 

فع،  فث ال قو الازصالاتوب تاهع نل  ر اغ ) فك( الإ ا ا ر    ابوال  نرال زتزر  الوبارع ًر  الزت فا تإلأ  كوع الزو ف  ترالتنس، اا

ًناص  ذات صلع رالف اغات النازاع  زت   صت ا و نكا ًولفع ًلأ هب الأ ناا الوتافع ًن  ال كوع الأبابفع ت كوع الزو ف ، ًرا ا ًب

 للأبف فنام و نلع  فاهفع وب الوونب الز  م إلفها.  .ℒ2   ايل 

 ايلفال   واوتًع الأ ناا الوتافع ل كوع الزو ف ، ر اغ  ايل  ً. ي، رفنوا ز نا واوتًع الأ ناا الوتافع ل كوع الزو ف ، ر اغال ز نا 
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𝑥(𝑡) ًولفع الز تفا . إب .ف.فال  =  ℜ{𝑢(𝑡)𝑒2𝜋𝑖𝑓𝑐𝑡} برفا الوباا بت ي فع، روتنأ، ًلأ   لا u(t)ر   الع  ix(t)لا زز تا إلأ  iu(t) لف

ال .ف.   ℒ2  الت. ي إلأ ℒ2  وب ب الز تفا فنز.اإ،  فث ال ر  التاقم إب رن ا الز تفا الي   لا ز تي وتنأ نرف  الصللللف . إلأ زبللللاتي

 نل الف اغفب.  ر  ويزلفع تالصفع

هع الزتفا فادنوباا  1.1.6مثال  تهب  .Tرزراً   وزتاو ا تًفا فال  إكا اتوم  p(t)ًرا ا ًب  نا وتا   .ف.   QAM، نفز ض هب نر

𝑝(𝑡} واوتًع الأ للللناا الوتافع الت. فع لل كوع الأبللللابللللفع الز  زغ فها الواوتًع الوزتاو ا وتفا فال  − 𝑘𝑇); 𝑘 ∈ ℤ} ال للللنا ز تي 

∑ 𝑢𝑘 𝑝(𝑡 − 𝑘𝑇)𝑘  ب نا إ فثk  وبuk زز تا فذه الواوتًع ًن   كوع الزو ف  إلأ:  (6.27) ً. ي. نوا ر  ًنص  فت 

∑𝑢𝑘 𝑝(𝑡 − 𝑘𝑇) →  ∑2ℜ

𝑘𝑘

{𝑢𝑘} 𝑝(𝑡 − 𝑘𝑇) cos(2𝜋𝑓𝑡) − 2 ∑ℑ{𝑢𝑘} 𝑝(𝑡 − 𝑘𝑇) sin(2𝜋𝑓𝑡)

𝑘

 

واوتًع  إب .tcπfcos(2 )kT –t (p2(تزصرح  وب ال كوع الأبابفع، إلأ ال نا الوتا  ل كوع الزو ف  p) kT –t(فز تا نا زارم وب 

𝑝(𝑡} الزتارم − 𝑘𝑇) cos(2𝜋𝑓𝑐𝑡) ; 𝑘 ∈ ℤ}  الهللل ت ي إهلللارع  وب الوت ا، تلنب لفبلللت نارفع لزغ   ر اغ ) فك( ال لللنا الوتا

𝑝(𝑡} ي ىهواوتًع  − 𝑘𝑇) sin(2𝜋𝑓𝑐𝑡) ; 𝑘 ∈ ℤ} ،رإب الواوتًع الو ز نع لل نلفب الوتاففب ف  (15.6) نوا فت ورفب ر  الزو فب ،

 . 2و. ا فا  اقع  ذتنا ونهوا ت واوتًع وزتاو ا وتفا فال 

 زارم وتاب ل كوع الزو ف ، إلأ u(t)ب زت فا زارم ال كوع الأبلللللابللللفع أفنام   ف.ع هي ى ل  ابلللللع فذا الوباا تف  الول لع ر

𝑥+(𝑡) = 𝑢(𝑡) 𝑒2𝜋𝑓𝑐𝑡 الزتاو  الوتفا فع فت هبللللها ر  رهد هب واوتًع {𝑝(𝑡 − 𝑘𝑇); 𝑘 ∈ ℤ}  واوتًع الزتاو   إلأق  زد زت فلها

𝑝(𝑡} الوتفا فع − 𝑘𝑇) 𝑒(2𝜋𝑓𝑐𝑡) ; 𝑘 ∈ ℤ} ، زغ   ر اغ الأ للللناا الوتافع الت. فع ل كوع زو ف  تالز  فونب هب فُنل  إلفها ًلأ هنها

𝑝(𝑡} وب الأ ناا الوتافع الوزتاو ا وتفا فال  إهارفع الونرم ذات الز    الوتاب. بد هب فنام  ااع إلأ واوتًع − 𝑘𝑇) 𝑒−(2𝜋𝑓𝑐𝑡) ; 𝑘 ∈

ℤ}  بلع بل بن ى هب  با ع   ف.ع هي ى للزترف   cosineت sineتذلم لزغ فع الأ ناا الوتافع ال .ف.فع ل كوع زو ف  الونرم. ًن ئذ  ف  رر

ا  .ف.  نها  .ف.فع، رفنوا ر  الصفغ الأبفع لنا     أرcosine  ، sineًب ذلم. زتزر  اوفم الوتاو لت ر  بلبلع صفاغع نا وب ، فنام وتاو 

 .تآي  ً. ي لنا     

ب ازارت ا هًله، هنه فنزج ًب نا زارم وزتاو  وتفا فال .  اف نا ر  الوباcosine, sineبفنتب وب الأبها رهد زأبف  الهافج ًن  صفاغع 

غض ونه ر ب هب فذا الأو  لا وف   تالذي فرف   الابللللز.للفعفُنل  إلأ ذلم وب يلا ن.اش   اات  ًن   كوع الزو ف . ب وتفا فال اوزتاو  ب .ف.فا

بزي وع ًن  ال كوع الأبا النل  ًب نتع واوتًع الزتارم الوزتاو ا وتفا فال  بو  تالو برع إلأ ً ض ن ام ا ل كوع الزو ف ،  (W)بفع. رالن

نا ل الابز.للفعر  نا بانفع، ر  ال نا الت. ي ل كوع الونرم الأبابفع، تفذا فتن  هب فنام   ازفب وب  2W  اات ابز.للفع ً  فا  مرهنال

بفع تالزتاو  وتفا فال  با هال  نا وتا  لل كوع الأ بز.للفعر   الع  كوع الزو ف ،   ازفب  .ف.فزفب وب  . نا  هف تلنب وم  ر  نا بانفع، الا

ب اتافب و. ترالزال  فاب هب فنتب فنام  للنلاوز ا  وزتاو  وتفا ي  .ف. ، رهنام   اع  .ف.فع تا  ا ر.  لنا  للنا وتا  وزتاو  وتفا فال 

 لل كوع الأبابفع.  ً. ي وزتاو  وتفا فال  ل كوز  زو ف  تذلم لنا  نا وتا  ب وتفا فال اب وزتاو ا .ف.ف

لل كوع  الزتففب ًلأ زتارم وزتاو ا وتفا فال  لأًلأر  ف.ع ل ففع ر   الع واوتًع ز تي  cosineت sineل.  زد هًله زتوفد ابللللزي اد 

ًلأ  نهً فتر  الوزتاو ا. فذا واب ر  واوتًع  كوع الزو ف  ا .ف.ف باالأبابفع. فنزج ًب نا زارم ً. ي ر  واوتًع ال كوع الأبابفع زارت

 . 6.16 تاه الز  ف  ر  النل فع الزالفع تالز  بفزد ر فانها ر  الزو فب

; 𝜃𝑘(𝑡)} إذا ارز هنا هب :1.6.6 نظرية 𝑘 ∈ ℤ}  2/ و   ا روااا ز    واوتًع وزتاو ا وتفا فال]B/2, B [.  تنفز ض هفهال cf   هنر

𝑘 تر   الع B/2وب  ∈ ℤ :نفز ض 

𝜓𝑘,1(𝑡)  = ℜ{2𝜃𝑘(𝑡)𝑒
2𝑖𝜋𝑓𝑐𝑡} 

𝜓𝑘,2(𝑡)  = 𝔉{−2𝜃𝑘(𝑡)𝑒
2𝑖𝜋𝑓𝑐𝑡} 

; 𝜓𝑘,𝑗} إب الواوتًع 𝑘 ∈ ℤ, ∈ 𝑢(𝑡) ًرا ا ًب واوتًع زتارم وزتاو ا. ًلتا ًلأ ذلم إذا ناب {{1,2} =  ∑ 𝑢𝑘𝜃𝑘(𝑡)𝑘 رإب 

𝑥(𝑡) الزارم الو.ارا ل كوع الزو ف  = 2ℜ{𝑢(𝑡) 𝑒2𝜋𝑖𝑓𝑐𝑡} :فت أ رالتلقع الزالفع  
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𝑥(𝑡) =∑ℜ {𝑢𝑘}𝜓𝑘,1(𝑡) + 𝔉 {𝑢𝑘}𝜓𝑘,2(𝑡) 

𝑘

  

ذات الصلللع ًن   ًن  ال كوع الأبللابللفع إلأ واوتًع وزتاو ا وتفا فال  إب ذلم فتر  لنا   ف.ع ًاوع لز تفا هي واوتًع وزتاو ا وتفا فال 

نتع وتفب  ز.زصلل  ًلأ النزفاع لا ع زارتفب  .ف.ففب ًن   كوع الزو ف  الو.ارلع لنا زارم ًن  ال كوع الأبللابللفع. إب فذه ا كوع الزو ف  رتبلل

 وب الزت فا، ترهذا زبوح لنا رز. فد ً ض وفصا  تا ر اغ الإ ا ا ًن  ال كوع الأبابفع ت كوع الزو ف . 

 

 QAMالطور في أنظمة واسترداد الحامل  7.6

بز.ر ا  بفع، ًرا ا ًب ًولفع ه ب QAMلنزصت  ر  و الزو ف    كوع الوتاب ر  الز    هب ز تفا  كوع الزو ف  إلأ ال كوع الأبا

فزد ه ب  وب ذلم ر   ت  ال اوا الو با، ًن ئذ ر لال  ز. ف ال  t( (. هذا ناب الوبز.را ل فه ي أ  ت ي exp)–tcπif2(رالزارم الافر  الت. ي 

 يذه، ر فث فزد الوبلللز.را وت تف زواوال ب الكوب الو ات  ل ى أنفز ض ر  فذا الز لفا ر. 𝑒−2𝜋𝑖𝑓𝑐𝑡+𝑖𝜙(𝑡) ال لللنا الوتا  التا   رالزارم

ب وم الوذرذب ر  الو بلللا. و فت هب الوذرذب ر  الوبلللز.را فز ارم زواوال  الارز اضر  الزتقفت الصللل فح. لذا رإب  الو  للل عًفنات الي ج 

ت  رالنبللرع لل  الكوب فاوال  الن ام لل كوع الأبللابللفع، تلذا فتزر  الي أ الصللغف  ر  وزت ضالول ل ًا ا هب الو اا ر  ز    ال اوا هنر  

روتنأ هب الإ ا ا  ؛ (t) وب يلا u(t)تلنب لفس رالنبرع لأيذ التفنات. بفؤب  ي أ ال ت  ًلأ الإ ا ا الت. فع الص ف ع لل كوع الأبابفع 

 بزنتب:   r(t)الوبز.رلع لل كوع الأبابفع

𝑟(𝑡) = 𝑒𝑖𝜙(𝑡) 𝑢(𝑡) 

 بزنتب:  {r(kT)} ، ًن فا رإب ًفنات ي ج الو  حq(t)بزاارع و  ح )رلز ( الوبز.ا فزغف  ترر ء رالنبرع إلأ ا  (t) إذا ناب

𝑟(𝑘𝑇) ≈  𝑒𝑖𝜙(𝑘𝑇) 𝑢𝑘 

ار . فذا ال ت  الوز ار  فاتا ًولفع ابللز  ا  ال اوا ر   هنه فأز  ر للنا وز  (t) فتصللف ي أ ال ت  (6.9) نوا فت ورفب ر  ال للنا

 بهلع.  QAMهنلوع 

 
 نقاط ا تجمع من خلال خطأ ا طو دو ان  :9.6 الشكل

وب ، ًن فا راف ال  ال روا رفه النفافع، تواوتًع الن.ا  وفصتلع ًب رتهها رته نوا ن ى وب ال نا، إذا ناب ي أ ال ت  )الصف ع( صغف ال 

 لذلم.  إلأ هق ب ن. ع ر  الإ ا ا تهر   ت  ال اوا تر.ال  الانز.ااالوونب زص فح ي أ ال ت  وب يلا 

ًرا ا ًب  y(t) زأ الآب. ًن وا زنتب الإ ا ا الوبز.رلع  رال برابد نزيذ الهافج لب وب التتاوا الوت. ا فنا. الأتا فت هننا فنام نتًا

x(t) + n(t)  ًرإب ي ج ااوم التفنات رزرا ،T فتر  ًب الإ ا ات الأصلفع  لا{uk}بيع ولتبع ر هافج. الو نلع البانفع زنوب ا، تإنوا فت ن ل

، ًن فا  زأ تر تب  (t)= π/2، إذا ناب (6.9) فونب زصلللل ف ه. وباا ذلم ر  ال للللنا ي أ نرف  ر  ال ت ، تالذي لا ر   الع لهت 

 رالو اذاا وم الإ ا ات وب الزاوم )لنب رال رم لفبت الإ ا ات الو بلع(.  الهافج، ربزنتب التفنات الوبز.رلع  ائوال 
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 تتبع الطور بوجود الضجيج  1.7.6

بز.رلع  {uk}ن ف الإ ا ات  و نلع ازياذ ال. ا  هتزتزر   صا  {r(kT)}وب التفنات الو هتع ال ئفس ر  الف هافج، ف  الوت رتات  ال

 الباوب. وم ذلم رإننا نهفف فنا وبألع و نرع وب ن ف الإ ا ات توب بد ززرم ترالزال  الزيلص وب ي أ ال ت .

بزي وع لزتلف  ال اوا ر  ل بب ال ل زنفصا و نلع ازياذ ال. ا  تإلأ    نرف   ًب ززرم ي أ ال ت  تالزيلص ونه. زتزر  الوذرذرات الو

ا تالنا ف، وبز. ا نبرفال  رر ء   ف ، تفنذا بفنتب ي أ ال ت  وم هي نتع وب الززرم  ال وم رتهها رته تززغف  الأ تا  نبرفال  نا وب الوت  

فر.أ الف م . بناب ي أ ال ت  صف ال  نوا لت الوت فات وب التفنات الوبز.رلع ز. فرال  ا ات إزال  فونب الن ف ًب ل، تراا ال  الوت.تا، صغف ال 

بز.رلع ت بال إرفب التفنات الو با صف ي، تف ام ذلم ه هافج تاكئفال   ا ا الوت فات الز  زد ن فها، غف   ا رإب إلأ ي أ ال ت . تفنذ إلأ ال

ا إ، توب بد هب ي أ ال ت  صلللف ال  النهج التاد ر  ازياذ ال. ا  ًلأ إ لللا ات الوت فات نوا لت ا اء زغف ات ر فئع ر  ال ت  رناء ًلأ وت  

هب هي اء ال ت  ق   هيذ التفنات لت   وب الو ات، فبللوأ فذا النهج ابللز  ا  ال اوا رال. ا  الوتاه. وب الول ل هنه إذا ززرتنا ال ت  نوا لت

 له ت، رن ب نززرم ال اوا ر  نا وب الز    تال ت . 

 نفز ض هفهللا. kuالإ للا ا الو بلللع  ًلأ ن. ع kd ق ا  لازياذزُبللزي د  kT(r(تر    ف.ع ال. ا  الوتاه، هب التفنع الوبللز.رلع  نفز ض

. kd ت ت  kT(r( فبللاتي إلأ نازج الف م رفب  ت ، thkًن  ذلم رإب الي أ اللاف ي لل ت  ر  التفنع  .k= u kdهب تر  اع ا زواا ًالفع 

رر ء الي أ  ر فث زيفف تلت ،t( i+tcπif2–exp( إلأ الوتل  الافر  للزارم   ف.ع لزغذفع الي أ اللاف ي لل ت  ًنبللللفال إب ابللللزي اد هي 

 اللاف ي لل ت ، بزؤ ي إلأ التصتا إلأ نلاد اف  لابز  ا  ال اوا.

را ائر  إ  ى ال   فع الزغذفع م الوز اتلع، فزد اًز 𝑟(𝑘𝑇) 𝑑𝑘 وب الاكء الزيفل  التنبلللل
 إلأ kd إذا نانت زوبا كاتفع ال ت  وب. ∗

r(kT)، :ًن ئذ  
𝑟(𝑘𝑇)𝑑𝑘

∗ = |𝑟(𝑘𝑇)| |𝑑𝑘| 𝑒
𝑖𝜙𝑘 

|𝑟(𝑘𝑇)||𝑑𝑘| ب الاكء الزيفل  فتإرصللغف ا  kروتنأ ًن وا زنتب  sin𝜙𝑘 ≈ |𝑟(𝑘𝑇)||𝑑𝑘| 𝜙𝑘 .  فونب هب زنتب   ف.ع ابللز  ا

 زأ ر  لا تات  ز للللتفه نرف  تهي اء  ت  هتلفع. ر   الع  قتفع ا ال ال اوا رال. ا  الوتاه، تالوتزو ا ًلأ وبا فذه الزغذفع التنبللللفع، 

 . هفهال  cfب رأنه فونب ابز  ا  ز    ال اوا ال ل.ع الو.فلع لل ت  وب ال  اع البانفع لابز  ا  ال اوا، فزرف  

 

 أخطاء الطور الكبيرة  2.7.6

بز  ا  ال اوا رال. ا  الوتاه، تنذلم وم  بز   فونب هب فأيذ هي ائالت ف  وب ال  إب الو نلع وم   ف.ع ا م الأي ى، ف  هب ال ت  الو

لع( رأنها "و.رتلع". نوا فله  ر  ال للنا ا )النو  الوؤلف وب ززارم وب التفنات الوبللز.ر  رإب واوتًع الإ للا ا  6.9 قفوع. تزر ت للنو  الوبللز.ر 

QAM- M)  ×M) 90ز تي ه رتع هاكاء وزوابلع تهي اء  ت  قفوزها   180هت  270هت ع افونب ن للفها. زُ ا فذه الو للنلع رتبلل لا 

 رت ( وب وتلتوات الإ ا ا ًلأ هنه زغف  ر  ال ت  وب الإ ا ا البار.ع ر لال ا زم الز وفك الزفاهل  الز  ز با اكء ال ت  )الائابزي اد   

باا الوزن   لرتض النواذج الوت ترع وب الإ ا ات. وب اًزرا ه ال ت  الو لم. تبوع نهج آي  فه ف إلأ إًا ا زكاوب النلاد وب يلا الإ  

  . ر  زل   زكاوب ال ت فُبزي د فذا النهج الأيف  ر  الأنلوع اللبلنفع  فث نا  هب اليرت )الزهاؤا الاكئ ( فبرب ه فانال  وا تنبف ال 

 

 ملخص التعديل وكشف التعديل 8.6

ا ززارتات ال يا البنائفع ًن  ا الز  م إلفها ر  الفصلللفب ال ارم تالياوس، ل  ابللع ز تفا ابللزي د فذا الفصللا ر اغ الإ للا ا الز  زد   لوت  

ه ناا وتافع لل كوع  فذه التولفع، ز تفا الرزات إلأ إ ا ات، بد الإ ا ات إلأ 6.1 الأ ناا الوتافع لإ بالها ًر  ال.ناا. فليص ال نا إلأ

الزو ف . ف.تد نا ف الزت فا رتولفع ًنبفع، رالانز.اا وب ه ناا وتافع ل كوع الزو ف  إلأ ه ناا  الأبابفع، توب بد إلأ ه ناا وتافع ل كوع

بزها هنب  ه بد ًولفع الزت فا إلأ بلث  ر.ات )و ا ا( تالز  فونب   ا بفع بد إلأ إ ا ات توب بد إلأ رزات. تفذا ف.  توتافع لل كوع الأبا

 هقا ر نا وبز.ا.

ب نل النلاوفب فبللزي د ًلأ ن ام تابللم، ًلأ اًزرا فوا وب إ،  فث QAM ت PAM م ر للنا وفصللا إلأ ًر  فذا الفصللا الز  زد  

 م الوفهلع الز  فونب ز رف.ها ًلأ ن ت تابم.ائال  
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ز تفا وب الرزات. بد فزد  bزه ف ًولفع الز تفا وب الأ قاد البنائفع إلأ الإ للللا ات إلأ زتكفم الززارم البنائ  التا   إلأ  لللل ائح ً  فا 

b= 2 Mواوتًع وب 
 

تذلم رالنبللرع ل.فوع وتفنع وب  mC هت ℝ𝑚 ر  M إلأ زاوم وب ن.ا  الإ للا ا ً  فا nال اتفع ًلأ  لل ائح ً  فا 

m ب و نرات ن.ا  الإ ا ا ترت   وبات إلأ إ،  فثm بزي اوها نوتاولت ر  زتبفم )اوز ا ( وزتاو  لزتلف  ه ناا وتافع، إب ، بتف فزد ا

ا صللغف  وب ال اقع تلنب وم وبللارع نر ى رفب نا كتج وب الن.ا .  ب إ فث  ذلم ًلأ وبالال  PAMزت  اله ف فت ايزفا  زاوم إ للا ا روت  

فتزر  ذلم  الع وبالفع  إب الز تفا ال.فاب  فت نفبه لنل النتًفب. لا. ℂ1 آي  رف اغ الإ ا ا رفها وبالال  هفهال QAM ت ℝ1 ر اغ الإ ا ا فت

 تق رهوا وب الوبالفع.  لربا زهوا وب  فث ز.لفا وت ا ال اقع وب هاا زراً  ن.   رال.فوع الصغ ى، تلنب نلفوا فبزي د ًالوفال 

 رزت فا ززارم توب بد ز.تد t(p(،  لللنا وتا  بارت، PAMزيزا  ًولفع ز تفا الإ لللا ات إلأ ه لللناا وتافع لل كوع الأبلللابلللفع ر  

∑ إلأ  للنا وتا  لل كوع الأبللابللفع: 2u ,1u... ,الإ للا ات  𝑢𝑗𝑝𝑗 (𝑡 − 𝑗𝑇).   إب ه   الأف اف ر  ايزفا)t(p   ًلأ ال فت هب فنتب قا

وب  T ، تالذي زد هيذ التفنات رفه ًن  ناt(q(وب ال نا الوتا  الوبز.ر ا. تفذا فز لب وب و  ح )رلز ( الي ج  2u ,1u... ,ابز  ا  الززارم 

بز    بت2u ,1u... ,البتان ، هب ف ه ب اليصائص . ل.     ت وتفا فع نافنتف 𝑔(𝑓) الز  زز لب وب نازج ال = �̂�(𝑓) �̂�(𝑓)،  هب ف .م

لوز لرات  ، تر.ال g(t)تالو ا الكونفع للزارم  T rect (fT) فت الوفاهللللع رفب ق ره وب 𝑔(𝑓) ايزفا  زانب و لللنلع ز ايا ال وتك. اله ف وب

بزي د بت. ز بتفع رفب فذهcosines) زتارم افب الزواد وتفا فع نافنتف بم ن ا ز ًا ا  �̂�(𝑓) الأف اف الوك تاع. ف .م ايزفا  ( ر نا تا

𝑔(𝑓) الوز لب =  |�̂�(𝑓)|2، ال الع رإب تر  فذه {𝑝(𝑡 − 𝑘𝑇); 𝑘 ∈ ℤ}  وتفا فال ًرا ا ًب واوتًع زتارم وزتاو ا. 

 لأ زتلففإبللزن  فذا الوتهللتع ر للنا هبللابلل  تق  ا ،ناقش وتلد وا زر.أ وب الفصللا الزت فا وب ال كوع الأبللابللفع إلأ  كوع الزو ف 

 زليفص. الف زاج ذلم إلأ  يصائص ز تفلت رت ففه، تلا
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6.E تمارين 

1.6 (PAM لفنب ل فنا )PAM-M  إ ا ا را زوالات وزباتفع. رفب هب وزتب  ال اقع لناال.فاب  تنفز ض هب الإ ا ات زبزي د 𝐸𝑠 = 𝑈𝑘
2̅̅ ̅̅ 

𝑈2̅̅ فبلللللاتي وزتبلللل  ال اقع ̅̅ = 𝑑2𝑀2  وزتبلللل  ال اقع  ناقص ،[dM/2, dM/2] لزتكفم وبللللزو  وت   يلا الفز ا ⁄12

(𝑈 − 𝑈𝑘)
2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ =  d2 /12 لزتكفم وبزو  وت   يلا الفز ا [ d/2, d/2] . 

𝐸𝑠 =
𝑑2(𝑀2 − 1)

12
 

 .M = 8ت M = 4. هبرت ص ع التلقع ًن وا (6.4) تفذا فت   الوتا لع

2.6 (PAMف.تد ونرم وز. م لا )  فزد زاوفم  بانفع.  وك ر  نا 1000ف تي ذان ا، رإصلللل ا   وتك بنائفع را زوالات وزبللللاتفع ًن  وت ا

الزت فا  ال.فابللفع. فبللزي د PM-4رابللزي اد واوتًع إ للا ا  ال وتك وب رز ا بانفع تا  ا إلأ هكتاج تإ بللالها ًر  قناا و   ا الوااا

𝑝(𝑡) تالنرهع 0.002 راصا إ ا ا ق  ه = sinc(𝑡 𝑇⁄ ). 
(a)  500ن فتض أن تتابس انعي ةu, ..., 1u  2/ع د  ظهور 115نلإشنارات المر نلة  شنةلd3 2/ع د  130وd 2/ع د  120وd  ع د  135و

 3d/2ةالمر ل ة. أوجد انياعة في الموج :𝑢(𝑡) = ∑𝑘=1
500 𝑢𝑘sinc(

𝑡
𝑇 − 𝑘)   كيتابس نقيةةd . 

(b) ةلةوجن اعالهو عرض  ما u(t)  في انيلت(a) ؟ 
(c) أوجد ]dt) t( 2U  f[  E  حيث)t(U ةعشوايي ةموج ∑𝑘=1

500𝑈𝑘sinc(
𝑡
𝑇 − 𝑘) . 

(d) ن ذن   تي إلاشاؤه با ت،دام  لبلة ماركيوف حيثع ل بدون ذاكير   ونكن بدلاا ين فتض أن الم  س انث ايي ن: 

Pr(𝑋𝑖 = 1 | 𝑋𝑖−1 = 1) = Pr(𝑋𝑖=0 | 𝑋𝑖−1 = 0) = 0.9 
00) الانز.اا وبزي وال . Pr(X1=1) = 1/2وب  نفز ض رأب بلبلع وا نتف زر ه ر الع بارزع اًزرا ال  → 𝑎1), (01 → 𝑎2) → (10 →

𝑎3) → (11 → 𝑎4) ، هتا [𝑈𝑘
1 وب هاا  [2 ≤ 𝑘 ≤ 500 

(e)  أوجد]dt) t( 2U [ E  في حانة الم  س في(d). 
(f)  لاقان الإشار . انفاصل بذ نتقليل انياعة المتوععة دون ت يير الالاتقالاشر  في حانة  لبلة ماركيوف كييف لابتييس ت يير  

3.6 (a)  نفز ض هب الإ ا ا الوبز.رلع ر  نلادPAM-4   فk+ Z k= U kV  فث kU  فت الإ ا ا الو بلعPAM-4  ًن  الكوبk.  نتزر  هب

kZ  الإ للا ازارم ل لفس زارتال kU ف  نبارع غاتسوا هب ن: 𝑓𝑍(𝑧) = √
1

2𝜋
exp{−𝑧

2

2
الإ للا ا ال. فرع  �̃�k نفز ض هب الوبللز.را ايزا  {

(. هتا  الا زوااوزبللاتفع  هونب تذلم ر   الع الإ للا ات وا eP قفوع الفصللا الباوب رأب فذه ال.اً ا ز.لا وب وب)ازهللح . kV وب ا ال 

𝑈𝑘 تالز  رفها)رالنبرع لزناولت غاتس(  eP الا زواا ≠ �̃�𝑘. 

(b)  3لاقية الإشنننننار  انثانثة إ  ات يي بان بننننن ة  المشنننننتساحبنننننتa ( أل)3ان   كون فيها  ع د ان قية لاقية الإشنننننار  انداخلية الموج ةa 
 .  PAM-4عيةها في انقيا ية ودافظ بقية لاقان الإشار  عل  PAM-4في  d/2إ  انقيةة  اا باو م

(c)  ات يي نياعة الإشار   المشتساحبتsE  3  إبان ب ةa.  

(d)   4  نيبنت الاحتةاللاقان إشنار  متبناو ة  4نتجةس  الأصن رللااعش من خمل ذن  أن احتةال الخي-PAM عن  بدلاا هي   وإنما
يرفذ. المةتد  من ان قية انداخلية إ  ان قية الخارجية في كيم ان المبننننننافة بذ ان قان انداخلية أصنننننن ر من المبننننننافةتكون في  ذن  تجةس 

 لمؤنف(ا ) ثير ذن  اندهشة ندى

4.6 ((Nyquist  بز.راا 𝑢(𝑡) الزالفع: PAM عالوت ل ال.اً فعل كوع إ ا ا انفز ض هنه زد ا = ∑𝑘= −∞
∞  𝑢𝑘 𝑝(𝑡 − 𝑘𝑇) ، ب قفوع إ فث

هننا ن ف  ، هي . نفز ض رأنه فاب ابللزي اد التولفات الي فع ر. t(u( وب }uk{ الإ للا ات رإفاا وتلتوع. ن غب  Tت p)t(ت u)t(نا وب 

∞−∫وباا: ، kلنا ً   ص فح  t(kd(رتض الأ ناا الوتافع  إفاا 
∞
𝑢(𝑡) 𝑑𝑘𝑑𝑡 = 𝑢𝑘 

(a) هي الخ ايص ان  عت أن تتجقس من ع ل  ما)t(kd  ب ير ان مر عن انقيي ان  ت خذها أن المعادنة انبابقة  تكون محققة مما  ع 
,𝑢𝑘−2 أخرى  إشننننننننننننننننناراتعن  ر س  𝑢𝑘−1, 𝑢𝑘+1, 𝑢𝑘+2,  انضنننننننننننننننرب انننداخليننة     ي عل  الخ نننننننننننننننننايص ان نناتجننة أن تتقينند ب واتج ؟.…
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〈𝑝(𝑡 − 𝑘𝑇), 𝑑𝑗(𝑡)〉 ....ي عدم الاهتةام بانتقارب  ت ادل ان ها ات  اإ     

(b)  تنابس وجود افتض)t(0d  0 لبي هنذه انقيود ع ندمناk = تنابس  . بذ ألان  من المةكن اعناد)t(kd  اقس هنذه انقيود بندلاننة)t(0d  من
 .kأجل كيل 

(c)  ماهي انعمعة بذ)t(0d  وتابس)t(q  تابس من أجل )أل ألا   (6.3)في انفقر  انذل ات س انذل  تج ت تداخل انرموز كيةا بذ ان هج
 لاا كو بت مثالي(.إن ذن   ع  ف  p(t) * q(t)اقس انعمعة  q(t)مثل 

نعشوايية الميرو  ه ا. عدر الممحمة انيل أعل عةومية من غج انعةلية الخيية  (6.3) أن غج المرشحيآخذ انعي ات في انفقر بيّ ا  ابقاا 
خيية با نننت،دام عةليات لا ةالإشنننارات من الموج ا نننتجاعتجةس إشنننار  معلوم  فةن المةكن وجود في حانة و انضنننجيج  عيابب لا  ع د 

  لرموز.نحتى بوجود تداخل 
5.6 (Nyquist) هب  رف بg(t) = v(t) sinc (t/T)  إذا ارز هنا هب تذلمv(t)  إ ا اℒ2 فث  اوبزو  عوتاف v(0) = 1.  

(a)  ّأن بذ g(t) م  انفاصل ان بوجودلاا كو بت مثالي  هو T . 
(b) أوجد �̂�(𝑓) نكيتابس ن �̂�(𝑓). 

(c)  ّأن بذ �̂�(𝑓) لاا كو بت. معيارقس ا  

(d) تإذا كيالا )t(υ  محدد  بانقيةة  عاعد ةح مةbB ماهي انقيةة ان  ددد الح مة الأ ا ية  )t(g؟  
انتدد. ت ذ  rolloffع د ه ون ممحمة:  بنناعد انشننكل ان ةوذجي لمعيار لاا كو بننت في اختيار الامواج بحيث لاتج ت تداخل انرموز 

 المقاربة أعمه كييفية تج ت تداخل انرموز بوجود تخامد ترددل وزم  موصوف في الإشار .

6.6 (Nyquist) كوع هبلللابلللفع نلاد نب ل فنا فل PAM ًُ ال.ناا ، نوا    ت Tتراصلللا إ لللا ا  p(t) عوتا فا وب يلا  ف الوت   ،  فث 

ب بز.را وب يلا الو  ح ت h(t) ع و  ح ارت صا زؤيذ ًفنازه الذي  q(t)الو بز.رلع. T كونفعًن  رتا رت  و  ح  زت أ الإ ا ا الو

𝑟(𝑡)رالتلقع q(t) الوبز.را = ∑ 𝑢𝑘𝑔(𝑦 − 𝑘𝑇)𝑘   g(t) = p(t) * h(t) * q(t)  فث  

(a)  ان  عت أن تمتس بها اصننننيةالخماهي g(t) وان  دقس r(kt) = uk  عيي من أجل كيافةk اندخل وتةيس خيارات {uk}معيار  وماه ؟
 ؟�̂�(𝑓) من أجللاا كو بت 

(b) فتض الآن أن اT = 1/2 وأن انتوابس  p(t) وh(t) وq(t) أن كيم  اا أ ضنننننننن فتضا. ح ننننننننراا  حقيقية ابه وأيس دو مت فور ي  الخاصننننننننة
  بانعمعات انتانية: مُعيَي �̂�(𝑓)  ℎ̂(𝑓) انتابعذ

ℎ̂(𝑓) =

{
 

 
1, |𝑓| ≤ 0.75;

0, 0.75 < |𝑓| ≤ 1

1, 1 < |𝑓| ≤ 1.25

0, |𝑓| > 1.25

 �̂�(𝑓) = {

            
1, |𝑓| ≤ 0.5:

1.5 −𝑡, 0.5 < |𝑓| ≤ 1.5

0,  |𝑓| > 1.5

 

          

 

 

ونا م ال ترفب هً  وبالال  ، زأ لافنتب فنام ز ايا رال وتك؟ إذا ناب الأو  نذلم �̂�(𝑓) ز تفا و  للح ابللز.راافا وب الوونب ايزفا  

  .الز  لا فنتب ال ا رفها ر ف ال 
(c)   أعد حل انفقر(b)  انتعد مت انتانية: بالحب ان آخذاا ℎ̂(𝑓) = |𝑓|من أجل   1 ≤ ℎ̂(𝑓)و 0.75 = |𝑓|من أجل  0 > 0.75. 
(d)  اشر  انشرون عل�̂�(𝑓) ℎ̂(𝑓)  ان  تكة  ا من تُجّ ت انتداخل ان ي  في انرموز من خمل الاختيار ان جيح ننننننننننننن�̂�(𝑓)  ك   أن (

,�̂�(𝑓)تفتض  كيةا يخ آلافاا  أن  ℎ̂(𝑓), ℎ(𝑡)  و𝑝(𝑡) .أيعها حقيقية 
7.6 (Nyquist) ب الزارم رإنتلد  نواrect (t/T)  ر.فوع عز   فالتع كونفالياصع، ررالإهارع إلأ الإكا ع  وفكاله kT تj/T رإنه  الزتال ، ًلأ

ال الع التاوع الأي ى للزارم زتارم  الوبلللألع. زيص فذه هاالياصلللفع نفبلللفذه له  sinc(t/T) ف لللنا واوتًع وب الزتارم الوزتاو ا. الزارم
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rect(t/T)،  ر  الف. ات وب فز زب هب نرفب تالز  نوا(a)  إلأ(d)ايز  قفوع هافذه الياصلللفع الهاوع نفبللل ا، له .T تفع إلأ التا   اوبللل

 لزربف . غ اض الأ

 نوا فت ًلفه ال اا ر  (1/2, 1/2) بً ( ر لال (1 ,1–تفبوح لها هب زنتب غف  صف فع ر.  هوب الوااا  1ت 0زأيذ فذه الزتارم ال.فد 

Rect(t). ز .م ال.فت  الزالفع: قف  ال  سرم ا ، إب الزترهن ر تُهُتح 

𝑝(𝑡) = 𝑝2(𝑡)       for all 𝑡     (0/1 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑒𝑟𝑡𝑦) (30.6) 

𝑝(𝑡) = 0        for |𝑡| > 1 (31.6) 

𝑝(𝑡) = 𝑝(−𝑡)        for all 𝑡   (𝑠𝑦𝑚𝑚𝑒𝑡𝑟𝑦) (32.6) 

𝑝(𝑡) = 1 − 𝑝(𝑡 − 1)   for 0 ≤ 1 < 1/2 (33.6) 

هنه ًن   هفهللال  فا   الول لع. t ≤ 1 < 1/2 الواااهللوب هفهللا  و .م (33.6) ، رإب ال لل   ر (32.6) ربللرب الياصللفعول لع: 

𝑡 الن.ا  =  ∓1 إا اء ر  زاافا فذه الن.ا  ًن  وزاح اليفا   رإبفؤب  ًلأ هي وب اليصللللائص الزتاو فع، لذا  لا p(t) رإب الزارم ،⁄2

 . عوناق ال

 

(a)  أواح أنp(t) متعامد مس p(t  1) . تلةيح: احبتp(t) p(t  1)  نكلt  [0, 1]  عن فضما t = 1/2 . 
(b)  أواح أنp(t) متعامد مس p(t   k)  تةيس الأعداد ان جيجةk  .عير ان فر ة 
(c)  أواح أن)t(p  مسمتعامد )πimt(2exp )k  t (p   تةيس الأعداد ان جيجةm وk  .عير ان فر ة 
(d)  أوانننننننننننننننح أن)t(p  مسمتعننننننننامنننننننند )πimt2() expt(p  تةيس الأعننننننننداد ان نننننننننننننننجيجننننننننةm  .احبننننننننننننننننننننننتتلةيح: عير ان نننننننننننننننفر ننننننننة 

𝑝(𝑡)𝑒−2𝜋𝑖𝑚𝑡 + 𝑝(𝑡 − 1)𝑒−2𝜋𝑖𝑚(𝑡−1). 

(e) لافتض أن ℎ(𝑡) =  �̂�(𝑡) حيث �̂�(𝑓)  عبر عن دو ل فور ي  نلتابس p(t). إذا كيان p(t)هل (4) إ  (1) من اقس الخ نننننننننننننننايص  
 عير ان فر ة؟ kو mتةيس الأعداد ان جيجة  πimt(2exp )k  t(h( اقس خاصية انتعامد مس h)t(ذن  أن   بت تج من

 حبابات.أ ة  تقر  اا إجراء تيلت هذا انتةر ن  ممحمة: لا 

8.6 Nyquist) )(a)  1ل فنا ال الع الياصللع الزالفع  =α تT = 1النبللرع للزارم (18.6) ، هبرت صلل ع التلقع 𝑔1(𝑓)  قفوع رال بللراب آيذال 

g1(t)  هب. زلوفح: ني ع  ا تب فع، هبرت (17.6) ر : 

𝑔1(𝑡) = 𝑠𝑖𝑛𝑐(2𝑡) +
1

2
 𝑠𝑖𝑛𝑐(2𝑡 + 1) +

1

2
  𝑠𝑖𝑛𝑐(2𝑡 − 1) 

 .   ≤ 0mلنا   / 2mTقفوزه ًن   ياصر نا  وته ال  t(1g(الوي   الرفان  للزارم  ا بد

(b)  0 ةأجل الحانة انعامبذّ من < 𝛼 < 1, 𝑇 = بة و الميل وحدد انقيةة cos(παf) β مس لا ف دور rect f  ي تابسهو  �̂�𝛼(𝑓) أن  1
 . β في

 (c)0 نلجانة (18.6) أق ت < 𝛼 < 1, 𝑇 =  . T > 0 ومن و أق ت لاقل انعمعة لأل عيةة  1

9.6 (Approximate Nyquist  فرف ) بت فاب هب وب  ،𝑔𝑘(𝑓) تالج رتنافع نرف ا. اتا زب فذا الزو فب هب ًولفع الز. فب إلأ وتفا  نافنتف

النرهللع ال ئفبللع، بللتع نا   ًلأ   ر kنرهللات صللغف ا ً  فا  فنام .k = 2 وب هاار  الوي   ه ناه فت وتهللح نوا  k ≥ 0 هاا

 .k/1ونها 
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(a)  ّأن بذ  �̂�𝑘(𝑓) اقس معيار لاا كو بت ع دما T = 1 ونكل k ≥ 1 . 

(b) أوانننح أن l. i. m
𝑘→∞

�̂�𝑘(𝑓)  وعانانتابس من عل  تجد د هذا ان أن  أل ان  ضنننة المركي  ة أعمهب بنننا ة هي  ℒ2 لاا كو بنننت   لبي معيار
با ننننننت،دام  T = 1كي ير    لبي معيار لاا كو بننننننت من أجل   kعيةة  وع دما تكون  �̂�𝑘(𝑓) . بير قة أخرى إن انتابسT = 1/2من أجل 

انتابس من في  انتقر ت المشنننننكلة في أن فكر تكةن  .1/2عرض ان ياق انمزم والمبننننناول إ   عواننننناا عن ¼ بننننناول  تقر بيعرض لاياق 
 أخذ انعي ات.  مواايس كون من عير المميي ا ت،دامها في ما  وعان اا  نيبت مميةة دايةاا  ℒ2 لاوع

10.6 Nyquist) )(a) نفز ض هب �̂�(𝑓) = �̂�∗(𝑓)  ت𝑔(𝑓) = �̂�(𝑓)�̂�(𝑓) . ناب نه إذا  رت ه فال  p(t)هب اب هب فنتب ،  .ف. ئذرف ن  ً 

𝑔(𝑓) = 𝑔(−𝑓) قفد لنا f  . 
(b)  في  مثال  كون لإعاد هالافب الافتاااتا ت،دم p(t)  إلا أنعير حقيقي �̂�(𝑓) ≠ �̂�(−𝑓)  وأن�̂�(𝑓) لاا كو بت.   لبي معيار

�̂�(𝑓) تلةيح: أواح ب ن = �̂�(𝑓) و f  ≤ 1 0  من أجل 1 =  = Tا لاا كو بت ع دم معيار ة في بقية الحالات فإلا   لبي متيل ات0

 .p(t)انتابس  . ومن و أوجد1
(Passband) 11.6 (a) بلفن𝑢𝑘(𝑡) = exp(2𝜋𝑖𝑓𝑘𝑡)   ًنلل وللا k = 1,2 تهب 𝑥𝑘(𝑡) = 2ℜ{𝑢𝑘(𝑡) exp(2𝜋𝑖𝑓𝑐𝑡)} .ارز ض 

𝑓1 > −𝑓𝑐،  هتا 𝑓2 >≠ 𝑓1 ر فث فنتب )t(2= x) t(1x. 
(b) انتددل في  اعالبدون افتاض أن عرض و ألا   ن يانعةت ب   اشر  أن ما)t(u ن أص ر مcfد ا تدا دوماا    فةن المبتجيل)t(u  من
x(t)  .حتى في حانة عدم وجود اجيج 
(c)  افتض أنy(t) تابس حقيقي ℒ2 . ّأن ان تيجة في انفقر   بذ(a)  كيان:   إذات ق  صجيجة𝑢𝑘(𝑡) = 𝑦(𝑡) exp( 2𝜋𝑖𝑓𝑘𝑡) 
(d)  ّألاننننننن  إذا كينننننننان  بذu(t)  جننننننناعمن المةكن ا نننننننننننننننت إلاننننننن    فنننننننهو حقيقي ح نننننننننننننننراا u(t)  من في كينننننننل مكنننننننان تقر  ننننننناا:  𝑥(𝑡) =

2ℜ{𝑢(𝑡) exp  (2𝜋𝑖𝑓𝑐𝑡)} 
(e)   انتددل في  اعالتجاوز عرض  إذاأوانننننح ب لا)t(u  انقيةةcfكيان   بشنننننكل صنننننجيح  حتى ونو (8.6)و (6.6)ن انشنننننكمن  عةل   فل

u(t)  حقيقياا . 

12.6 (QAM) (a) هب ارز ض )t(1 ت)t(2  ارز ضً. فع وزتاو ا وتفا فال  اتوتا ف . 𝜙𝑗(𝑡) = 𝜃𝑗(𝑡)𝑒
2𝜋𝑖𝑓𝑐𝑡 2 ,1 ر   الع j =. 

 . cfلز    لهي قفوع  وب هاا وزتاو اب وتفا فال  t(2(ت 1)t(هب نا وب  رف ب

(b) فتض أنا 𝜃2(𝑡) = 𝜃1(𝑡 − 𝑇) .ألا  إذا كيان  بذcf  عدد صجيح من مضاعفاتT1/فإن   :𝜙2(𝑡) = 𝜙1(𝑡 − 𝑇) 

13.6(QAM)  (a) نفز ض هب cf /2 <B .إذا ناب )t(u زارم  .ف.  ت)t(v  ، 2/ال.اً فع  تنلفوا و    رال كوعزارم زيفلB .زتارم  هب رف ب

  .وزتاو ا ℜ{𝑣(𝑡)𝑒2𝜋𝑖𝑓𝑐𝑡}  و ℜ{𝑢(𝑡)𝑒2𝜋𝑖𝑓𝑐𝑡}  كد الزو ف  الو.ارلع

(b)  ِمتعامد ن في حانة  عير ا  ت ذ في  ب غة  )أ(عل  انتوابس في انفقر  مثالاا  أعطcf/2 < B . 
14.6 (a) المعروفة.  يةانعمعات المثلث مبت،دماا  (29.6)و (28.6) اشتس كيل من 

(b) انتوالي بان بننننن ة نلتابس  ار  عن ج ء حقيقي وج ء تخيلي عل ع (29.6)و (28.6) لاحظ أن انيرف الأ بنننننر في 𝑥(𝑡)𝑒−2𝜋𝑖𝑓𝑐𝑡.  أعد
 .((a)انير قة في انفقر  بالمقارلاة مس  هونة هذه انير قة  لاحظبا ت،دام انعمعات الأ ية انت،يلية. ) (29.6)و (28.6)اشتقاق 

𝑝(𝑡} رز ض هبا)اوزلل ا   كوللع الزو ف (  15.6 − 𝑘𝑇): 𝑘 ∈ ℤ}  هب هفهللللللال  رز ضتا ،ًرللا ا ًب واوتًللع وب الزتارم الوزتللاولل ا 

 �̂�(𝑓) = 0 𝑓𝑜𝑟 |𝑓| ≥ 𝑓𝑐. 

(a)  ّ2√} أن بذ𝑝(𝑡 − 𝑘𝑇) cos(2𝜋𝑓𝑐𝑡); 𝑘 ∈ ℤ} . ع ار  عن مجةوعة متعامد 
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(b)  ّ2√}  أنبذ𝑝(𝑡 − 𝑘𝑇) sin (2𝜋𝑓𝑐𝑡); 𝑘 ∈ ℤ}  توابس  مجةوعةمس  وكيل تابس فيها متعامد معيار اا  ع ار  عن مجةوعة متعامد  معيار اا
 .(a)في انفقر   cosine انتجيت

ف  وزتاو ا وم  {�̂�𝑘,2(𝑓)} ت �̂�𝑘,1(𝑓)} زلوفح: رفب هتلال هب واوتًع الزتارم. (1.6.6) )اوز ا   كوع الزو ف ( هبرت صلل ع النل فع 16.6

 . cf/2 < B هب فنتب فابرف ب ص ا ع لواذا وب يلا و.ا نع الزناوا ًر  ز   ات بلرفع وم زناوا ًر  ز   ات وتارع.  2ال اقع 

هي  للللنا وتا   .ف.  إلأ نل  ن رأننا( فرفب فذا الزو فب Phase and envelope modulation )زت فا الغلف تزت فا ال ت  17.6

ً ض  ذات ل كوع الزو ف  ℒ2 وتا   .ف.   لللنا x(t)ًلأ هنه ز نفب وب الزت فا البلللتتي تال ت ي. نفز ض هب  ل كوع الزو ف 

لواللاا لزللارم  𝑥+(𝑡) نفز ض هب. cf > /2B  للاوللا ز     تا B ا ل لز   ي  لوتاللب ا لاكء ا 𝑢(𝑡) تنفز ض t(x( ا =

𝑥+(𝑡) exp{−2𝜋𝑖𝑓𝑐𝑡}. 

(a)  عبّر عنx(t) بدلانة ℜ{𝑢(𝑡)}, ℑ{𝑢(𝑡)},  cos[2𝜋𝑖𝑓𝑐𝑡] 𝑎𝑛𝑑 sin[2𝜋𝑖𝑓𝑐𝑡]. 

(b) عبّر عن  (t)  من خمل اننننننننننة ياا 𝑒𝑖𝜙(𝑡) =
𝑢(𝑡)

|𝑢(𝑡)|
𝑥(𝑡)  خذ ان نننننننننني ة  كن أن  x(t)  أنبذّ .  = 2|𝑢(𝑡)| cos[2𝑓𝑐𝑡 + 𝜙(𝑡)]. 

 .تقر  اا مر  في كيل دور  x(t)وانذل  لةل  x(t)نتابس ايط من الأعل  د عاعد ةح مة  ةموجهو   |𝑢+(𝑡)|2 توانننح في  أن ار ننني مخيياا 
  ورل عل  الحامل.  تعد لهو   (t)ا ت،دم انتع ير بانر ي أو انكتابة نتوايح أن 

(c) تمر ر ح مة  ةعمف موج بذّ أن)t(x  2   ألنتدد الموجتا ج ء نننعة   عادل انننعفي|𝑥+(𝑡)|.  الحامل من  تردد  فيحاول أن تُ يّر
cf    تردد آخر ونيكن أل إcf '  دون ت يير الإشنننننننننننار )t(x أو( 2|𝑥+(𝑡)| ) وبانتالي  فإن 𝑢′(𝑡) = 𝑥+(𝑡) exp{−2𝜋𝑖𝑓𝑐

′𝑡} .أن ذّ ب 

|𝑥+(𝑡)| = |𝑢(𝑡)| = |𝑢′(𝑡)|.  فتض  ونك   اول تفبنننننننننننننننيراا المامل الح عتةد عل   أن ان مف لاعد بي ا خمل ذن   ألا ا منلاحظ 
 . )ب(نلفقر  

(d) عمعة انيورذّ ب  )t('   نلجاملcf '  اقلها نلجامل  ما مس cf . 
(e) ن فرض أن 𝑝(𝑡) = |𝑥(𝑡)|2 انياعة في هو x(t) . ّجرى ترشنننننننننننيحألا  إذا  بذ p(t)  إ  الح مة م ،فير رشنننننننننننح تمر ر Bان اتج    فإن

مربس    ت كيون نتفبيروذن   𝑥(𝑡)|2|   نننننننننننننننننفت  زم ية ع ير خمل   متو طعل  أغا عةلية انتشيح هذه  رفبّ . 𝑢(𝑡)|2|2  يكون
 مضنننروباا  2عي نلعدد اتذر انتبي مبننناو اا  ان مف  كون)وبانتالي لماذا  فت  زم ية ع نننير خمل  ةلمتو نننياضنننعف انياعة ن مبننناو اا ان مف 

 . تو ط اتذر انتبيعي نلبعة( 
 ع هفنا نفففع زت فا وتا Carrier less amplitude-phase modulation (CAP) البلللتتي وم  ذف ال اوا - )الزت فا ال ت ي 18.6

 ًب   فم الإكا ع الز   فع فرت ال  إلأ  كوع الزو ف ، توب بد ن لللف الزت فا وب يلا الإكا ع الز   فع صلللتت ال  QAM قاً فع كوع 

 فزليص ر  إلغاء ًولفات للفزواد وبف ال  الز  لللفح تهيذ التفنات. فن لللف فذا الزو فب وفهتوال  اإلأ ال كوع الأبلللابلللفع، تفل  ذلم ًولفز

بفع وب يلا الزت فا با ع هو فنا ال والف بزي د فذا النهج ر  تا  ا وب وتافف تن ف الزت فا ورا  ا ًن   كوع الزو ف . فُ  ال كوع الأ

 . (ADSL)ل ل.ع الو ز م ال قو  غف  الوزنال ا 

(a)  لافتض أن{uk} و ةمعييات عقد   ننننننننننلبننننننننننلة  ثل 𝑢(𝑡) = ∑ 𝑢𝑘𝑝(𝑡 − 𝑘𝑇)𝑘 أن لافتض أ ضنننننننننناا  المعَدل المقابل.  عبر عن الخرج 

�̂�(𝑓)  بننناول اتذر انتبيعي نلقيةة T عبر 𝑓 ∈ [3 (2𝑇), 5 (2𝑇)]⁄⁄  ن نننفر ن قية الحالات.  تي ترشنننيح  ومبننناو ااu(t)  ع د المبنننتق ل 
(𝑘)أن بذّ  .T وبت اعد kTع د لحمات زم ية  y(t)لخرج اخذ عي ات تؤ ومن  p(t)با ننننننننننننننت،دام  = 𝑢𝑘  أيس الحالات ان  فيها أجل من 

𝑘 ∈ ℤ .انشكل الموجي المر ل  هو تابس عقدل.تقلس حول حقيقة أن  لا 

(b) لافتض الآن أن �̂�(𝑓) = √𝑇 𝑟𝑒𝑐𝑡 (𝑇 (𝑓 − 𝑓𝑐)]  لأل عيةة عشنننننوايية منcf  من بدلااT = 2/ cf   كيةا في انفقر((a))هي عيي  . ما
cf  في انعةل؟  وان    ق  فيها ان هج مبتةراا 

(c) لنفز ض رأب ℜ{𝑢(𝑡)}   باله ًر  قناا  ق  زد صااإ  هال الاز بز.را . تنفز ض هف بزي اد و  ح  هب ال نا الوتا  الو زد ز  ف ه را

للز رفم؟ قارلل  النهجلا فكاا فذا الزت فا هًله. فا  إا ائفعًر   الانز.ااففلر ت تذلم قرا 
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 العمليات العشوائية والضجيج .7

 مقدمة 1.7

د حد أدنى ل  عن انضجيج بافتاض أن ه اك ارور  نوجو ف َّ ا ت دل أل م اعشة مُ   نك   انبادس انتعد ل وف  انتعد للااعش انف ل 
 كييفية ا ت،دام  انف ل انتاليانضجيج  و  ذّ  من انت اعد بذ كيل زوج من لاقان الإشار .  يور هذا انف ل الم ادئ الأ ا ية انمزمة نفهي

 بوجود انضجيج. هذه الم ادئ نكشف الإشارات
انضننننجيج عاد  هو اودد الأ ننننا نننني نمت ننننال عبر انق وات انفي  ايية. هذا  كن رؤ ت  بشننننكل حد نننني بق ول ونو نلجمة أن أشننننكال 

لوبة نلت لت عل  انضنجيج.   عكل هذا الاختمف عل  المبنافة المي إانافيةأدنى من  اعة  الأمواج الم،تلفة المر نلة عت أن  كون لها حدّ 
 من عدد بتات الإشار  ان   كن إر الها. ددّ  بالإاافة إ  انقيود المفرواة عل  ا تياعة الإر ال   قان الإشار   وانبذ لا

داء عدد ان تات خمل زمن الإشننننننننار  بعدد الإشننننننننارات في انثالاية انواحد   أل ا كون ع ديذ معدل الإر ننننننننال بان ت في انثالاية محدوداا 
ثالاية انواحد  ان   كن أن تشنننننن لها الإشننننننارات. وجهة ان مر هذه بد هية وصننننننجيجة ندرجة كي ير   ونكن عت أن عدد درجات الحر ة في ان

 نموذج احتةالي نلضجيج. منفهي عل  مبتوى أعةس وانذل  وف غ ل علي  تُ 
 z(t)إشننار  دخل انق ا  و x(t) حيث y(t) = x(t) + z(t)  عتةد هذا انف ننل وانف ننل انتالي عل  افتاض أن إشننار  خرج انق ا  لها انشننكل

من م  س نلأرعام انث ايية  نذن   كن ان مر إنيها عل  أغا اختيار معذ من انفرعة المةك ة  x(t) إشنننننار  انضنننننجيج. تعتةد إشنننننار  دخل انق ا 
 هي اختيار معذ من انفرعة المةك ة لموجة انضجيج. z(t) لمدخمت انق ا . بشكل مماقل

ا  ع  أن اندخل كية  وانضجيج.  من الإشار  المبتق لة إزانت  بتقييل كيلّ  أن تخةيد انق ا  معروف وتتيّ  y(t) = x(t) + z(t)  ع  الافتاض
 ت  في عبي الا تق ال.إزان فإلا   ع  أن انت خير وفرق  ور الحامل بذ اندخل والخرج معروف وتتيّ  لا  رشح أو  شوه من ع ل انق ا . وأخيراا 

كيذن  ببنن ت أن س إح ننايية. و ايمبنن قاا  نكن  كن انت  ؤ ب  بير  اا  كون معروفلا انضننجيج احتةانياا وذن  لأن انضننجيج  ةعت نمذج
موجة انضجيج    وان  تخضس أيعها لأشكالةت ةيةهةا نلعةل ب جا  اةن مجةوعة مت وعة من انق وات الم،تلف المرم  وكياشف انتمي  يخّ 

 صفر   حيث  كن إزانتها ببهونة. ةج عاد  بقيةة متو ية انضجيجنمذ الم،تلفة  وتتيّ 
 عيي متقيعنننة زم يننناا فقط  مثننل z(t)و x(t) دننند ننند كينننل من . إذا يخّ  واحتةنننانيننناا ع نننا نننة كي ير  z(t)و x(t) نمنننذجنننة الإشنننننننننننننننننارات نننننننننننننننتننن خنننذ 

{𝑡 = 𝑘𝑇; 𝑘 ∈ ℤ}   كيقيي عي ات من  نننم نننل لمتجولات عشنننوايية. هذه انبنننم نننل من المتجولات   نمذجتهابعد ذن   كن
𝑋(𝑡) عبر ع ها بانشننننننكل ُ انعشننننننوايية  كن أن  = { 𝑋(𝑘𝑇); 𝑘 ∈ ℤ } و 𝑍(𝑡) = { 𝑍(𝑘𝑇); 𝑘 ∈ ℤ } .عل  أ ة ه ا   هةةانة المالح

وذج مثل هذا ان ة عُرف من ا نننننتةرار ة المتجولات انعشنننننوايية.    وبانتالي لابدّ tعل  مدى ا نننننتةرار ة عيي  z(t)و x(t) تعر ف  تيّ    حذحال
نك ها تت ننرف   ما بشننكل مماقل نلبننم ننل انعشننوايية . تت ننرف هذه ان ةاذج إ  حدّ يةاحتةان عةلية أوعشننوايية  عةليةبوصننف  الاحتةالي 

 س ص ير  نك ها مهةة.ايبشكل مختلف في عدد لا ا   من  ر 
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;𝑍(𝑡)} انعةلية انعشنننننننوايية 𝑡 ∈ ℝ} واحد  نكل98انعشنننننننوايية ع ار  عن مجةوعة من المتجولات   𝑡 ∈ ℝ.  ان ارامت ثل t  ان من   عاد
 t . نذن  ه اك متجول عشننوايي واحد خمل كيل فت .  قت ننر أحيالااا مدى ت يرانفت وأل لحمة معي ة من ان من عان اا ما  شننار إنيها با نني 

 .{Z(t); t  [a, b]} نب و شار نلعةلية ع ديذ  [a, b] عل  مجال محدود
𝑡 خمن  تعر ف المتجولات انعشوايية. وذن  نكل فت   تيّ   عت أن  كون ه اك فضاء عي ة أ ا ي ∈ ℝ (𝑜𝑟 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏])،  المتجول

 ية. ق عداد حقيب    ةلاقان انعي ُ ثِّل  {Z (t, );  } هو تابس Z(t) انعشوايي
                                                           

فإن   م ا ع نا/  لمتحول ا عشواأي تكون حق ق   وأ ضاً توابع ا ع نا/  لعمل   ا عشواأ   حق ق  . غا باً ما  كون من ا مهم   ℝ إ ى Ω اً لأن ا متحول ا عشواأي  تحول من نظ 98
𝑡 ا عشواأ   ا عقد   ا تي تحول كل و مكن بعد ذ ك تحد د ا عمل   .ℂ إ ى Ωتحد د ا متحولا/ ا عشواأ   ا عقد   ا تي تتحول من  ∈ ℝ  إ ى متحول عشواأي عقدي. هذه

 ا متحولا/ ا عشواأ   ا عقد   ستكون مهم  عند د اس  أمواج ا ضج ج في ا مجال الأساسي.
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مجةوع عيي كيل هذه انعي ات من إن . t ت فخمل كيل  Z (t) داخل فضنناء انعي ة الأ ننا نني عيي عي ات   لاقية انعي ة المعيا ددد 
,𝑍(𝑡}   أل  أجل لاقية عي ة معيا  𝜔); 𝑡 𝜖 ℝ}   عي ةانتابس  بة {𝑧(𝑡): ℝ → ℝ} .نلعةلية انعشوايية 

 tننننن أو  كن ان مر إنيها كيتابس ن  Z(t)قابتة  وفي هذه الحانة تمثل المتجول انعشوايي  tمن أجل   نننننكيتابس ن   Z(t, )ننننن نذن   كن ان مر ن
𝑧(𝑡): ℝ} قابتة  وفي هذه الحانة تمثل تابس انعي ة من أجل  → ℝ} = {𝑍 (𝑡, ω); 𝑡 ϵ ℝ} نننننننن مقابل نقيةة معي ة ن . وبان مر إنيها كيتابس
,𝑍 (𝑡} فإن  tو نكل من  ω); 𝑡 ϵ ℝ,ω ϵ Ω}  وعاد  دذف  ةانعشنننننننننننننننوايية لافبنننننننننننننننهاتمثل انعةلية  ولاشنننننننننننننننير إ  انعةلية بانشنننننننننننننننكل 

{𝑍(𝑡); 𝑡 𝜖 ℝ}. 

;𝑍(𝑡)} بفرض أن انعةلية انعشننننننوايية 𝑡 𝜖 ℝ} تمثل اننننننجيج انق ا  و{𝑧(𝑡): ℝ → ℝ}  ع ار  عن تابس عي ة من هذه انعةلية. في ان دا ة
مس وجهة ان مر انتقليد ة الابتدايية أن انعةلية انعشوايية أو مجةوعة من نماذج المتجولات انعشوايية بواس تجر بي معروف    دو ذن  متعارااا 

نذن    t = – to t =  وتابس انعي ة  ثل ان تيجة بعد انتجربة. والمشننكلة ه ا في أن انتجربة  كن أن تبننتةر من )ع ل أداء انتجربة( مبنن قاا 
 ن لا لجع للج من أجل انتجربة ولجبعدلج من أجل ان تيجة.  كن أن  كو 

 مكالاية ظهورإ انوحيد المهي هو   مفهوم لجع ل وبعدلج في عرض أولي هو عير جوهرل. انشيء ر قتان نل،روج من هذا انت اعير. أولاا  ثمة
 يس. كيل هاتف ي هاتف خلول نلت نننننعد  توابس عي ات ونكن فقط واحد م ها ادث فعلياا فقط. وجهة ان مر هذه هي الم ا ننننن ة في ت نننننةي

 .الأمواج ةل خمل عدد من مثل هذهعيج الخاصة ب   ونكن عت ت  يع  نيجخواص  بان ب ة لموجة انض اخت ار فرادل   اع  تيّ إ
هي فقط مبنننننننننننن نة أو  تد من زمن  ننننننننننننانت كي ير إ  زمن موجت كي ير   to +– تابس نل من  تد من إن مبنننننننننننن نة ان مر إ  أنقالاياا  

زمن ان دء وزمن الالاتهاء  فيهانكن هذا  شننير ب بننا ة إ  حانة    to +– . غن عان اا ما نمثل أشننكال الأمواج بشننكل مبننتةر منر ااننية
 بعيد ن بقدر كياف.

;𝑍(𝑡)} ما نتجد د عةلية عشنننننننننننننننواييةغتاج  𝑡 𝜖 ℝ}  توابس انتوزع حبننننننننننننننناب من حيث الم دأ  من خملها ك  ا بعير انقواعد ان   إ 

)من حيث  nt, ..., 2t, 1t   ونكل خيارات انفتات ان م يةn إلا  عت أن  كون ممك اا من أجل أيس الأعداد ان نننجيجة الموج ة أل .المشنننتكية
 تابس انتوزع المشتك. حباب  الم دأ(

}nz <) nt(Z, ..., 1z <) 1t(Z) = Pr {nz,..., 1z( )
n

t(Z), ...,
1

t(ZF (1.7) 

بشنننننننننننننننكل مكافئ  إذا كيالات انكثافات معيا   عت أن  كون ممك ا )من حيث و . nz, ..., 1z الأعداد الحقيقيةمن أجل أيس خيارات 
 الم دأ( إعاد انكثافة المشتكية 

𝑓𝑍(𝑡1),…,𝑍(𝑡𝑛)(𝑧1, … , 𝑧𝑛) =
𝜕𝑛𝐹𝑧(𝑡1),…,𝑍(𝑡𝑛)(𝑧1, … , 𝑧𝑛)

𝜕𝑧1, … , 𝜕𝑧𝑛
 

(2.7) 

عند   ندو من   (2.7)و (1.7)كي ير  بشنننننننننننننننكنل اعت نا ي في المعننادلات  كن أن تكون   n أن.  نا nz, ..., 1z من أجنل أيس انقيي الحقيقننة
ه إعياء عدد من انقواعد ان بننننننيية في الأمثلة انتانية ان  ددد كيل هذ ان ننننننعت عل  عاعد  ببننننننيية نتجد د كيل هذه انكةيات  ونكن  تيّ 

 انكةيات. 

 
 أمثلة عن العمليات العشوائية 1.2.7 

المثال انعام انتالي مفيداا وعاماا جداا. رأ  ا  نننابقاا ألا ا لابنننتيس دد د شنننكل الموجة من خمل  نننلبنننلة من المعاممت  ننن جاول أن  كون 
في المثال انتالي دد د انعةلية انعشوايية بشكل مماقل من خمل  لبلة من المتجولات انعشوايية تبت،دم كيةعاممت   تيّ  المتعامد  المو عة.
 متعامد  مو عة.

}t(2)}, {t(1 ,{(تكن ون  ع ار  عن  لبلة من المتجولات انعشوايية المعرفة عل  فضاء عي ات ما 2Z, 1Z,... ,تكن ن :1.2.7ال المث

انعمعة ب معرف t(Z( دع المتجول انعشننننننوايي، 𝑡 𝜖 ℝ . من أجل كيل)أو المتعامد  المبننننننت مَةة( تمثل  ننننننلبننننننلة من انتوابس الحقيقية المتعامد  ,...
)t(kkZ k) =t(Z .وتكون انعةلية انعشننننوايية المقابلة ع ديذ {𝑍(𝑡); 𝑡 𝜖 ℝ}. من أجل كيل t فإن  )t(Z  ب بننننا ة ع ار  عن مجةوع لمتجولات

 nt(Z), ..., 1t(Z( من انفتات  فإن nt, ..., 1t صف  n عشوايية  نذن  من حيث الم دأ لابتييس إعاد تابس انتوزع ن . بشكل مماقل  من أجل
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من      تع ار  عن مجةوع عير م Z(t) أن  اإعاد انتوزع المشننننننننتك لها. و   من حيث الم دأ  ا متجولات عشننننننننوايية  ك  صننننننننف من nع ار  عن 
∑ المتجولات انعشنوايية 𝑍𝑘𝜙𝑘(𝑡)

∞
𝑘=1  تعقيدات ر اانية في إعاد  أو حتى دد د تابس انتوز س. لحبنن الحظ  كيةا  ن رى  لا ت ش   فإن ثمة

 مثل هذه انتعقيدات في انعةليات الأكيثر أهمية ه ا.
اء نماذج معقونة من نية ن  آواننننوحاا من حيث توفر  ومن انوااننننح أن انعةليات انعشننننوايية  كن تعر فها كيةا في المثال أعمه  نك ها أعلّ 

ع من دد دها باخت نننننار  و نننننوف  عرض هذا ان و  ليات انضنننننجيج الماد ة انفعلية. من أجل حانة انعةليات ان وصنننننية  وان   نننننوف  تيّ عة
 ان ةاذج بشكل مف ل  ا  كفي نتوفير مجةوعة مرلاة من ان ةاذج نلضجيج.

 س مختلفة.ايمه بير عالأمثلة انقليلة انتانية تخ ص المثال أ
  نكن إشنننننارات اندخل ع ار  عن متجولات عشنننننوايية مبنننننتقلة وموزعة بشنننننكل PAM لامام تعد ل لا ضننننني ميالي ن عتبر :2.2.7المثال 

𝑠𝑖𝑛𝑐(𝑡 . افتض أن لا ضنننننننننننننننة انتعد ل هينكل م ها 1/2باحتةال  بننننننننننننننناول  1+ت خذ انقيي  2U, 1U,... , (iid) متةاقل
𝑇
انعةلية  فتكون (

 انعشوايية في اعال الأ ا ي هي:
𝑈(𝑡) =∑𝑈𝑘𝑠𝑖𝑛𝑐 (

𝑡 − 𝑘𝑇

𝑇
)

𝑘

 

خمل انفتات بذ لحمات أما  .kU ب بننا ة ع ار  عن متجول عشننوايي ق ايي kT(U(  المتجول انعشننوايي kTع د كيل فت  أخذ عي ات 
احد. نكن تابس  بننننناول انو   كيةا  ننننن رى لاحقاا    من المتجولات انعشنننننوايية انث ايية ون  ت ا ن ياا لا مت اه اا  ثل مجةوع U(t)  فإن أخذ انعي ات

 توزع   يء جداا ونيل ن  أهمية كي ير . 
 باول ان فر إذا كيان ن  كيثافة احتةالتي ذو عيةة متو ية صن المتجول انعشوايي ان و إلاقول  :3.2.7المثال 

𝑓𝑍(𝓏) =
1

√2𝜋𝜎2
exp [

−𝑧2

2𝜎2
] 

(3.7) 

;𝑍(𝑡)}انضجيج ظهور . غ ل عل  ان ةوذج انعام نعةلية Z نانت ا ن نهي  2 يثح 𝑡 ∈ ℝ } بواس 

𝑍(𝑡) = ∑𝑍𝑘𝑠𝑖𝑛𝑐 (
𝑡 − 𝑘𝑇

𝑇
)

𝑘

 
(4.7) 

وموزعة بشكل  2 ع ار  عن  لبلة من المتجولات انعشوايية ان وصية المبتقلة بقيةة متو ية صفر ة وت ا  ها  ,...1Z, 0Z, 1–Z... , حيث
بقيةة متو ية صفر ة. خمل انفتات   kZ ايصعو  اا عشوايي متجولاا  kT(Z( المتجول انعشوايي كون   kTمتةاقل. ع د كيل فت  أخذ عي ات 

ة  ية المبننننتقلة وذات عيةة متو ننننية صننننفر صننننمن المتجولات انعشننننوايية ان و  ع ار  عن مجةوع لا مت اه   Z(t) عي ات   كونانبذ لحمات أخذ 
ة يصن عتبر انقبنني انتالي مجةوعة متجولات عشننوايية عو . 2 ية لافبننها بقيةة متو ننية صننفر ة وت ا نصنن ألا  انعةلية انعشننوايية ان و وانذل  ت ذّ 

 ,(2T)/1–] لقاعدومقت ر  عل  اعال ان sincلهذه انعةلية انعشوايية ب با ة ع ار  عن توابس  أخذ انعي اتوانعمعة بي ها بانتف يل. توابس 

1/(2T)].  نننننننننننانياعة المتوععة نفضما عن المثال انبابس  برز المب نة انر ااية انتانية  أن  هذا المثال {(𝑡); 𝑡 ℝ }  كن أن ت  ح لاغايية. وكيةا 
نفت  ما م تهية أكيبر بكثير من أل زمن مفيد  أو بشكل مماقل  Z(t) ة اعتياع اإما بو    فإلا   كن جعل هذه انياعة محدود .اا   رى لاحق

;𝑍𝑘} اعتياع انبلبلة 𝑘 ∈ ℤ}. 

ر س  ة  ننننننلبننننننلة من المتجولات انعشننننننوايية عن  اانعةلية لا  كن تونيدها بو نننننن خر مثير نلقلس من هذا المثال وهو أن هذهآجالات  ثمة
وإاننننننافتها. المشننننننكلة هي لافل المشننننننكلة مس  T  قدار sincإدخال جهاز تونيد  قوم  ضنننننناعفة هذه المتجولات وذن  بإجراء ت اعد نتوابس 

 غاول  كن تونيدها بت خير محدود. هذا عير مقلس ه ا  لألا ا لابا ننننننننتةرار ونذن  فإن انعةلية لا  في انف ننننننننل انبننننننننابس ان  تمتدّ  sincتوابس 
مجةوعة وا عة من  ان هج ه ا  يكون نتجد د ودليل تونيد متجولات عشوايية  ونكن فقط ن يان ألا   كن تعر ف عةليات مثير  نمهتةام.

 .انعةليات انعشوايية  وبعد ذن  لمعرفة أل م ها م ا ت ن ةذجة عةليات انضجيج
ي صننننمتجول عشننننوايي عو  Zحيث  t  [–1, 1] من أجل كيل عيي Z(t) = tZ معرفة بانعمعة {Z(t); t  [–1, 1]}ند  ا  :4.2.7المثال 

 تجدد تابس انعي ة  تكون بدون عيةةة  ذ هذا المثال أن انعةلية انعشنننوايية  كن أن  .بقيةة متو نننية تبننناول ان نننفر وت ا     بننناول انواحد
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ايي. حداقيات باغراف عشو لإمن م دأ ا . توابس انعي ة ب با ة هي خيون مبتقيةة تمرّ t = 1ع د  z(t) لهذه انعةلية بشكل تام بقيةة انعي ة
 هذا  واح أن توابس انعي ة نيبت بانضرور  عشوايية. 

 
 المتوسط والتباين المشترك للعملية العشوائية  2.2.7

. t   وانت ا ن أو انت ا ر المشننتك بذ أل فتتذ t انشننيء الأول انذل  هة ا عن انعةلية انعشننوايية عيةتها المتو ننية خمل كيل فت عان اا 
E[𝑍(t)] انقيةة المتو ية =  Z̅(𝑡) نننننهي ب با ة عيةة حقيقية نلتابس ن t  و كن إعادها م اشر ا من تابس انتوز س)z( )t(ZF أو انكثافة )z( )t(Zf .

لا  كن دد د  1.2.7 . من أجل المثالآلافاا  4.2.3  و3.2.7  2.2.7 في الأمثلة tتبنننننننناول ان ننننننننفر من أجل كيل عيي  Z̅(𝑡)   أن كن أن لا ذّ 
 انقيةة المتو ية بدون دد د أكيثر نلبلبلة وانتوابس المتعامد .

 :وادد بانعمعة , t(ZK(ن و رم  ن  ب .و t هو عيةة حقيقية نتابس نلفتات 99انت ا ن أو انت ا رإن 
K𝑍(𝑡, 𝜏) = E[[𝑍(𝑡) − �̅�(𝑡)][𝑍(𝜏) − �̅�(𝜏)]] (5.7) 

تعل  .الاحتةال 2z, 1z( )(Z), t(Zf(أو من تابس كيثافة  ZF)2z, 1z( )(Z), t(  كن حبنننننابها )من حيث الم دأ( من تابس انتوز س المشنننننتك حيث
𝑍(𝑡) وت رجج    �̅�(𝑡) نقيةت  المتو نننننننننننية Z(t) تابس انت ا ر   دو أببنننننننننننط عليما  غن عاد ا لافرق كيل متجول عشنننننننننننوايي = 𝑍(𝑡) − �̅�(𝑡). 

 و كون تابس انت ا ن ع ديذ

K𝑍(𝑡, 𝜏) = E[ �̃�(𝑡) �̃�(𝜏)] (6.7) 

تبت،دم انعةليات انعشوايية الأكيثر أهمية بان ب ة ن ا ن ةذجة أشكال أمواج انضجيج وعاد  ما تكون ذات عيةة متو ية صفر ة  وفي 
𝑍(𝑡) هذه الحانة =  �̃�(𝑡)  عان اا ما  بنننناعد الحدس في ف ننننل انعةلية إ  عيةتها المتو ننننية )ان  هي ب بننننا ة مجرد تابس . في حالات أخرى

 عادل( ونت رجج   انذل هو بانتعر ف ذو عيةة متو ية صفر ة.
 :كيةا  لي  آلافاا . 1.2.7 كن كيتابة تابس انت ا ر نلعةلية انعشوايية انعامة في المثال 

K𝑍(𝑡, 𝜏) = E [∑𝑍𝑘𝜙𝑘(𝑡) ∑𝑍𝑚𝜙𝑚(𝜏)

𝑚𝑘

] 
(7.7) 

  كون  ع ديذ 2 ع ار  عن متجولات مبنننننننننتقلة موزعة بشنننننننننكل متةاقل وذات ت ا ن 2Z, 1Z,... , إذا فراننننننننن ا أن المتجولات انعشنننننننننوايية

E [𝑍𝑘𝑍𝑚] = E [𝑍𝑘𝑍𝑚]و k  m من أجل 0 = σ
 :نت  ح (7.7)نذن  بتجاهل مب نة انتقارب   كن ت بيط  .k = m من أجل 2

K𝑍(𝑡, 𝜏) = 𝜎
2∑𝜙𝑘(𝑡)𝜙𝑘(𝜏)

𝑘

 (8.7) 

𝜙𝑘(𝑡) حيننث  أخننذ انعي نناتنتو نننننننننننننننيس  = sinc (
𝑡

𝑇
 − 𝑘)   هو ب بنننننننننننننننننا ننة (8.7)انعمعننة ( أن اعةوع في (48.7) كن أن لارى )الامر 

sinc (𝑡−𝜏
𝑇
  عي  انت ا ن المشتك بانعمعة 3.2.7و 2.2.7ةن أجل الأمثلة ف. نذن  (

K𝑍(𝑡, 𝜏) = 𝜎
2sinc (

𝑡 − 𝜏

𝑇
) 

ولاقان  و tانعمعة بذ  ونيل عل   – t. لاحظ أن هذا انت ا ن  عتةد فقط عل  2.2.7في المثال  ق انيالإ PAMلحانة  2 1 = حيث
 .   درس عةليات أخذ انعي ات هذه بتف يل أكيثر لاحقاا.kTأخذ انعي ات 

 

 

 

                                                           
  تم  زه عن ا تغا   ب ن عمل ت ن؛ و هذا فلن نحتاج  لإشا ة لاحقاً إ ى هذا ا نوع من ا تغا  . auto covarianceسمى عادة ا تغا   ا مشت ك ا ذاتي     99
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 قنوات الضجيج الجمعي 3.2.7

نمنننذجنننة كينننل من دخنننل انق نننا  وانضنننننننننننننننجيج كيةتجولات   تيّ  .بق وات انضنننننننننننننننجيج اتةعيتعرف ع وات الات نننننننننننننننننال الأكيثر أهمينننة ن نننا 
;𝑋(𝑡)}عشننننوايية   𝑡 ∈ ℝ}  و{𝑍(𝑡);  𝑡 ∈ ℝ} وكيمهما خمل لافل فضنننناء انعي ة الأ ننننا نننني   خرج انق ا  هو ع ار  عن متجول عشننننوايي .

;𝑌(𝑡)} خرآ  𝑡 ∈ ℝ} وY(t) = X(t) + Z(t)  وهذا  ع  ألا  من أجل كيل فت t  فإن المتجول انعشواييY(t)  باول X(t) + Z(t). 
ن تضننننةّ  بالأصننننل  انضننننجيج اتةعي تع ير. Y(t) – X(t) انفرق بذ خرج انق ا  ودخلها لا  اننننجيج انق ا  ب عر فلاحظ ألا  دوماا  كن ت
;𝑋(𝑡)} أ ضاا افتاض أن انعةليات  𝑡 ∈ ℝ} ت{𝑍(𝑡);  𝑡 ∈ ℝ}  100.مبتقلة إح ايياا 

ت خير الالاتشنننار  وتردد و  فتض انننة اا أن تخةيد انق ا    Y(t) = X(t) + Z(t) ت الم اعشنننة  نننابقاا  فإن نموذج انضنننجيج الإانننافيكيةا تمّ و 
 .Z(t) . و فتض أ ضاا أن موجة اندخل لا تت قر ب ل اايرابات أخرى من انضجيجويّخ تعو ضهاالحامل وانيور معروفة 

عل  شننكل عوصنني  فإلا   نمذجت  . وحتى ع دما لا تتيّ ةانتاني فقر نمذجة انضننجيج اتةعي عان اا كيعةلية عوصننية  كيةا  نني اعش في ان تتيّ 
ن أل ذكير  د ننة والإح نناء عن انضننجيج دو لهانعد د من انقواعد ان امضننة في مجال ا ةت درا نن ةذج كيتعد ل نلعةلية ان وصننية. تمّ عان اا ما  ُ 

 .تكون صالحة نلعةليات ان وصية فقط عان اا ما هذه انقواعد نلعةليات انعشوايية  ونكن
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أولاا المتجولات انعشننننوايية ان وصننننية  و الأشننننعة ان وصننننية المشننننتكية  وأخيراا انعةليات انعشننننوايية ان وصننننية. ومن و  تي  فقر ان هف هذعرِّ تُ 
ولات انعشنننننوايية نتكون ة نلةتجدرج عد  شنننننرون مكافئتُ إدراج تابس انت ا ن المشنننننتك وانكثافة المشنننننتكية نلأشنننننعة انعشنننننوايية ان وصنننننية. وأخيراا 

 عوصية مشتكية. 
 ون  كيثافة احتةال 101عادلأو باخت ار متجول عشوايي  مُبت ميع ار  عن متجول عشوايي  Wالمتجول انعشوايي 

𝑓𝑊(𝓌) =
1

√2𝜋
exp [

−𝓌2

2
] 

تبنننناول ان ننننفر. انت ا ن  بنننناول انواحد  وانذل عل   W ننننننننننننننننننننحداقيات ونذن  انقيةة المتو ننننية نهذه انكثافة مت اظر  بان بنننن ة لم دأ الإ
تقييبننننن   إذا يخّ  عوصنننننيهو متجول عشنننننوايي  Z. المتجول انعشنننننوايي 1.7توانننننيج  في انتةر ن  الأرجح م نوف من الاحتةال الابتدايي و تيّ 
= 𝑍إذا كيان وإزاحة لاب،ة م   نلةتجول انعشوايي  أل  𝜎𝑊 + �̅�  من أجل المتجول انعشواييW اعت ار.  كن �̅�  هو متو طZ 2و  هو

 ( هي2 0 < من أجل) Z نكيثافة الاحتةال نتكون   .102انت ا ن

𝑓𝑍(𝓏) =
1

√2𝜋𝜎2
exp [

−(𝓏 − �̅�)2

(2𝜎2)
] 

(9.7) 

,𝑍~𝒩(�̅� بننننننننن 2 وت ا    �̅� انذل عيةت  المتو ية Zلةتجول انعشوايي ان وصي ن رم   𝜎2) . المتجولات انعشوايية ان وصية المبت،دمة إن
  عننننان نننناا ذات عيةننننة متو نننننننننننننننيننننة مبنننننننننننننننننناو ننننة نل نننننننننننننننفر. مثننننل هننننذه المتجولات انعشنننننننننننننننواييننننة تكون ذات كيثننننافننننة نتةثيننننل انضنننننننننننننننجيج هي

𝑓𝑍(𝓏) =
1

√2𝜋𝜎2
exp [ −𝓏

2

(2𝜎2)
,𝑍~𝒩(0 لتف ا  لها ر [ 𝜎2). 

تعتبر المتجولات انعشوايية ان وصية ذات انقيةة المتو ية المباو ة نل فر مهةة ن ةذجة انضجيج وانمواهر انعشوايية الأخرى نلأ  اب 
 نتانية :ا

 .ذكير لامر ة ان ها ة المركي  ة()ت نعدد كي ير من المتجولات انعشوايية المبتقلة ذات انقيةة المتو ية المباو ة نل فر أغا تمثل تقر  اا جيداّ • 
ا ن  وهي تتجبننننننل نعدد  من المتجولات انعشننننننوايية الأكيثر عشننننننوايية من أجل ت تمتل  عدداا من الخواص الحد ة  كيةا  نننننني اعش لاحقاا • 

 .معذ

                                                           
 .k), ..., Z(τ1Z(τ(مستقل  إحصاأ اً عن  X)kt(X), ..., 1t(، ا متحولا/ ا عشواأ   k, ..., 1و kt, ..., 1t ، فإن كل ا فت ا/k 0 <وبشكل، أكث  تحد داً، هذا  عني أنه من أجل كل  100
 .ا متحول ا عشواأي ا عادي كم ادف  لمتحول ا عشواأي ا غوصيبعضهم تعب    ستخدم  101
 .لا تعود صا ح  عندها (9.7)،  كن ا علا    0 =حتى في حا   الإشا ا/ ا محددة ح ث  اً بوصفه غوص  Zمن ا مناسب الإشا ة  ا  102
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 . ة بعير الخواص ان بييةاانتمعت بها من ان احية انتجليلية  بو  ة هل• 
وايي عوصي بقيةة ت نمذجت  كيةتجول عشما تفتض المراجس أن انضجيج تمّ  بت،دم كي ةاذج مشتكية نضجيج انق ا   وفي الحقيقة عان اا تُ • 

 متو ية مباو ة نل فر دون الإشار  نذن  صراحةا. 

ذات عيةة متو ننية صننفر ة إذا كيان ه اك مجةوعة  nZ, ..., 1Zمن المتجولات انعشننوايية ان وصننية المشننتكية  nمجةوعة تعُتبر  .1.3.7تعريف 
  كن تمثيلها بانشكل n < k <, 1 kZ ن كيلإبحيث  ℓW, ..., 1W من المتجولات انعشوايية انعاد ة المبتقلة والموزعة بشكل متةاقل

𝑍𝑘 = ∑ 𝑎𝑘𝑚𝑊𝑚 ;                   1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛

ℓ

𝑚=1

 
(10.7) 

𝑍1 . وتكونهي صفيف من الأعداد الحقيقية }ℓ<  m <, 1 n < k <; 1 kma{ حيث
′ , … , 𝑍𝑛

𝑍𝑘 إذا كيالات عوصية مشتكية ′
′ = 𝑍𝑘 + 𝑍𝑛

′ 

𝑍1عوصية مشتكية بقيةة متو ية صفر ة و nZ, ..., 1Zن اعةوعة إحيث 
′ , … , 𝑍𝑛

 الحقيقية.مجةوعة من الأعداد  ′

 A عل  فرض أن .T)nZ, ..., 1Z= ( Z 103اا عشننوايي اا شننعاعبوصننفها  nZ, ..., 1Zمتجول عشننوايي  nمجةوعة ذات انتع ير عن  من الم ا ننت
بشكل مخت ر   (10.7)المعادنة  تمثيلفإلا   كن   }ℓ<  m <, 1 n < k <; 1 kma{من انشكل ع اصرها أن و  ℓ  nع ار  عن م فوفة حقيقية 

 كيةا  لي
Z = A W (11.7) 

′𝒁 آلاف انذكير بانشننننننكل 'Z بالمثل  كن تمثيل انشننننننعاع انعشننننننوايي ان وصنننننني المشننننننتكو  = A 𝒁 + �̅�′ حيث �̅�′  ع ار  عنn من اا شننننننعاع 

 الأً ا  ال .ف.فع.

متو نننننية  انعةليات انعشننننننوايية ذات عيةةو الأشننننننعة انعشننننننوايية  و أن أيس المتجولات انعشننننننوايية    نننننن فرض  من هذا انف ننننننل  فيةا ت قّ 
  104  مر بشكل مختلف  فقط نمهت ازات ان   تي دليلها بإاافة و ايل في ان ها ة.و شر صراحة ن ير ذن . مباو ة نل فر ما لم  ُ 

ع ار  عن  nW, ..., 1Wمن المتجولات انعشننننننننوايية انعاد ة المبننننننننتقلة والموزعة بشننننننننكل متةاقل  mWkmam أن أل مجةوع 2.7 انتةر ن   ذّ 
بكثير من ذن  عل  كيل حال.  ر ع  ان وصننننني المشنننننتك أكيث هو عوصننننني. (10.7)انعمعة في  kZ عوصننننني  نذن  فإن كيل متجول عشنننننوايي

أ ضنننناا ذات صننننلة بانتكيي ات الخيية ن فل اعةوعة من المتجولات انعاد ة المبننننتقلة والموزعة  nZ, ..., 1Zعت أن تكون المتجولات انعشننننوايية 
 بعير الأمثلة عن أزواج من المتجولات انعشنننننوايية ان  هي بشنننننكل إفرادل عوصنننننية نك ها عير 4.7و 3.7بشنننننكل متةاقل. وتوانننننح انتةار ن 

كيثر أكون  بواننو  أن انكثافة المشننتكية نلةتجولات انعشننوايية ان وصننية المشننتكية تعوصننية مشننتكية. هذه الأمثلة م نني عة عليما  نك ها ت ذّ 
 لة ان اأة عن تقييد انتوز عات الهامشية نتكون عوصية.بكثير من انكثافات المشتكية اوتة تقييداا 

في ان دا ة  نك   في الحقيقة   يعي جداا. ثل المتجولات انعشننوايية ان وصننية تم   دو انتعر ف المذكيور أعمه نل وصنني المشننتك مفتعما عليم ا
ان ها ة المركي  ة هي و يلة  إن لامر ة انعد د من الآقار ان  ير . عان اا نماذج ممتاز  نعةليات انضجيج انفي  ايية لأن انضجيج عان اا ما   تج عن

ن مجةوع عدد كي ير جداا من المتجولات انعشنننننوايية المبنننننتقلة وذات عيةة متو نننننية صنننننفر ة تكون تقر  اا عوصنننننية بقيةة إر اانننننية دعيقة نلقول 
من مجةوعة  بعضنننها  فهي ع ار  عن تركيي ات خييةحتى ع د وجود مجةوعات مختلفة عير مبنننتقلة إح نننايياا عن  متو نننية مبننناو ة نل نننفر.

فتاض أن انضجيج ع ار  افتاض ان المتجول عوصي مشتك  رت ط ارت ا اا وقيقاا بانذن   مشتكية من المتجولات انعشوايية ان  ير  المبتقلة.
با ة إ  جعل ت الأ ا ية عوصية  ؤدل ب افتاض أن المتجولا ايرابات انعشوايية ان  ير  المبتقلة أ ا اا.عن مجةوع عدد كي ير من الا

 .نموذج انتجليل لاميفاا وعابما نلجلّ 
فإن   m  nحقيقة  Bمن أجل أل م ننننننننفوفة  هي كيةا  لي:  اا بعد n لذ Zخاصننننننننية مهةة لأل متجول عشننننننننوايي عوصنننننننني مشننننننننتك 

  كون ع دها .عادل متجول عشواييحيث   Z = AWن يان ذن  لافتض  أ ضاا عوصي مشتك. Y = BZانعشوايي  المتجول

Y = BZ  = B (AW) = (BA) W (12.7) 

                                                           
 معطاة خلال فضاء ع ن   حقق بد ه ا/ فضاء الأشع ،  كن هنا  ستخدم  مز ا شعاع فقط  لتبس ط. nهذا ا نوع من الأشع  ا عشواأ   لأجل  103

 هنا. عند د اس  ا تقد   والاحتمالا/ ا ش ط  ، هذا  عني أنها أصبح/ جزءاً متكاملًا مع ا عد د من ا ب اه ن،  كن هذه ا ب اه ن   س/ م كز   104
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 كون  Zعير ة  نذن  فإن  Aانتي يس المفيد لهذه الخاصية ع دما تكون ا ل عوصية مشتكية.  Yم فوفة حقيقية  تكون  BAأن   ا
 عل  مركي ات عوصية مبتقلة. Zحتوى اعوصية مشتكية كيلةا  Y = BZ لها مركي ات اعت ا ية عوصية مبتقلة. هذا  ع  أن

∑ متجول عشنننننننننننننوايي. نذن  فإن كيل تركييت خيي Yو  n 1م نننننننننننننفوفة  Bخر هو ع دما تكون آتي يس مهي  𝑏𝑘𝑍𝑘
𝑛
𝑘=1  من المتجول

كيل   إذا كيان ة أل إذا وفقط إذا كيالات الخاصنننننية فقر ان هو نننننوف لارى لاحقاا في هذ .اا  كون عوصننننني T)nZ, ..., 1Z= ( Z انعشنننننوايي ان وصننننني
 .هو عوصي مشتك Zفإن  اا عوصي Zتركييت خيي من المتجول انعشوايي 

 ند  ا الآن آنية نتجد د انقيةة المتو ية ان فر ة نلعةليات انعشوايية ان وصية.
;𝑍(𝑡)}تكون  .2.3.7 تعريف 𝑡 ∈ ℝ}  نكل الأعداد الموج ة كيان   إذا  عوصننننية بقيةة متو ننننية صننننفر ةعةليةn الم تهية  ونكل اعةوعات

ع ار  عن مجةوعة متجولات عشوايية عوصية مشتكية )بقيةة متو ية  nt(Z), ..., 1t(Z(   مجةوعة المتجولات انعشواييةnt, ..., 1t ذات انفتات
 .صفر ة(

,K𝑍(𝑡 إذا كيان انت ا ن المشنننننننننننننننتك 𝜏) = E [𝑍(𝑡)𝑍(𝜏)]  جل كيل زوج من انفتاتأمعروفاا من t,   ذن  فإلا  من أجل أل مجةوعة  ع د
ن تناانفرعي فقرتننان ان ذّ تفي هننذه اعةوعننة.  نننننننننننننننوف  )mt, kt( تكون معلومننة نكننل زوج E [(𝑡𝑘)𝑍(𝑡𝑚)]   فننإنnt, ..., 1t من انفتات م تهيننة

د مجةوعة كيهذه )بقيةة متو ننننية صننننفر ة( ع ار  عن متجولات عشننننوايية عوصننننية مشننننتكية تعتة ن أن انكثافة الاحتةانية المشننننتكية لألتاانتاني
قل اعل  انت ا ن المشتك في انقبي انبابس  تكون المشتك لها. انعةلية انعشوايية ذات انقيةة المتو ية عير المباو ة نل فر تتجدد بشكل مم

 بتابس انت ا ن المشتك وعيةتها المتو ية. 

 
 مصفوفة التباين المشترك للشعاع العشوائي الغوصي المشترك 1.3.7

 فقر كيةا في ان. و nZ, ..., 1Z= ( Z(Tممثلة كيشنننعاع عشنننوايي  nZ, ..., 1Z صنننف من المتجولات انعشنننوايية )بقيةة متو نننية صنننفر ة( n نيكن
شنننعاع لمتجولات عشنننوايية عاد ة مبنننتقلة   ار  عنع T)nW, ..., 2W, 1W= ( Wحيث  WA=  Z إذا كيان اا مشنننتكي اا عوصننني Z كون   ةانبنننابق

تكون  nZ, ..., 1Z وأيس انتكيي ات الخيية من kZ . فإن كيل متجول عشنننننواييn  ℓ ع ار  عن م نننننفوفة حقيقية Aوموزعة بشنننننكل متةاقل و
 عوصية. 

 nZ, ..., 1Z= ( Z(T عشااوائي. من أجل كيل متجول 2Z, 1Z[E[ هو 2Z, 1Z انت ا ن المشنننتك لمتجونذ عشنننواييذ )بقيةة متو نننية صنننفر ة(
 . ع  راا  n  n فإن انت ا ن المشتك بذ أيس أزواج المتجولات انعشوايية من الم ا ت تمثيل    فوفة ت ا ن مشتك ذات

]TZZ[E=  ZK 

من خواص م ننننننننفوفات انت ا ن المشننننننننتك ) ا في ذن  حقيقة أغا مماقلة ن نننننننن ف من الم ننننننننفوفات اودد  عير  اا عدد A7.1 يور الملجس 
بت مةةمن المتجولات انعشوايية ان وصية المقيبة  ℓW, ..., 1W=  W جل انشعاعأانبان ة( من 

ُ
E[𝑊𝒿𝑊𝑚] الم = وتباول  m  jمن أجل  0

 نذن . j = mانواحد من أجل 
K𝑾 = E [𝑾 𝑾T] = Iℓ 

م فوفة انت ا ن المشتك    تكونWA=  Z انقيةة المتو ية ان فر ة لجل انشعاع ان وصي المشتك ذأمن  . ℓ ℓو م فوفة ه ℓIحيث 
 هي:

K𝑍 = E [A 𝑾 𝑾TA
T] = AE [𝑾 𝑾T]AT = AA

T
 (13.7) 

مثال . nZ, ..., 1Z المشتكية نلةركي اتهي ع ار  عن انكثافة الاحتةانية  nZ, ..., 2Z, 1Z= ( Z(Tنلةتجول انعشوايي  Zf)z( كيثافة الاحتةال
مبننننتقلة وموزعة بشننننكل متةاقل   n < k <, 1 kW حيث المركي ات Wهو المتجول انعشننننوايي المبننننتقل والموزع بشننننكل متةاقل عل  ذن  هام 

,𝑊𝑘~𝒩(0  وعاد ة  :هي T)nW, ..., 2W, 1W= ( W كيثافة من المتجولات انعشوايية المبتقلة  فإن انكثافة  n ب خذ جداء. (1

𝑓𝑾(𝜔) =
1

(2𝜋)𝑛 2⁄
exp (

−𝜔1
2 −  𝜔2

2− . . . −𝜔𝑛
2

2
) =

1

(2𝜋)𝑛 2⁄
exp (

−‖𝜔‖2

2
) 

(14.7) 

حداقيات. نذن  نقيةة انعي ة من لاقية تقا س م دأ الإ 𝜔‖2‖ ةبنننننننننننننننافتعتةد فقط عل  مربس الم ع د عيةة عي ة  W هذا أن كيثافة   ذّ 
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دأ س عل  اعالات متجد  المركي  حول م الاحتةانية المتبننننننننننننننناو ة تتوانننننننننننننننّ حداقيات وان قان ذات انكثافة مت اظر  حول م دأ الإ (Wf(فإن 
 .حداقياتالإ

 
 الكثافة الاحتمالية للشعاع العشوائي الغوصي المشترك  2.3.7

عدد هو  na, ..., 2a, 1a أن . إذا اعتبرلااn  n م نننننننننننننننفوفة Aمركي ة و nاتول كيل م هةا عل   Wو Zحيث  WA=  Z ن عتبر انتجو ل
𝑍أن هذا  ع ع ديذ   A نننن nالأعةد   = ∑ 𝑎𝑘𝑚𝑊𝑚 𝑚  من أجل أل عيي عي ة. أل 𝓌1, . . . ,𝓌𝑛   منW   نننعيةة انعي ة المقابلة نتكون Z 

𝓏 هي = ∑ 𝑎𝑘𝑚𝓌𝑚𝑚 بشكل مماقل إذا افتا ا أن. و nb, ..., 1b نتمثل عدد الأ ير ن A  ع ديذ 𝑍𝑘 = 𝒃𝒌𝑊 . 

ℬ𝛿 نمعرفة ب W نعيي انعي ة نجهة  من ع ار  عن مكعت   ℬ𝛿 افتض أن = {𝓌: 0 ≤ 𝓌𝑘 ≤ 𝛿;   1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛} (. 1.7 )الامر انشكل
ℬδ اعةوعة

𝔃 من الأشننعة ′ = A𝔀 من أجل 𝔀 ∈ 𝓑𝛿 ع ار  عن متوازل  ننيو  جوالا   الأشننعة na, ..., 1aاودد . )Adet ( نلةجةوعة  
A   ن  خاصية ه د ية رايعة ب ن  و لت |det(A)|  تباول حجي متوازل انبيو  اوالاتn < k <; 1ka نذن  مكعت انوحد . ℬ𝛿  أعمه

 .det(A)|𝛿𝑛| لمتوازل انبيو  بحجي A ة اتتجول بو  nذو الحجي 

 

1W=  2Z  +وأن  2W+ 2 1W–=  1Z ا مكعبا/ إ ى متواز ا/ ساطوح. افت ض أن WA=  Z مثال  وضاه ك ف تحول :1.7الشكل 

2W .2ا شكل مجموع  أزواج ا ع ن    وضهz, 1z    0 اااااااااااااااا مقابل ≤ 𝓌1 ≤ δ  0ت ≤ 𝓌2 ≤ δ . ن أ ضاً أن ا تحول في نفس  ب ّ و
 .ا مكعب  قابل ا تحول في نفس متوازي ا سطوح

عن ع ار   z   وبانتالي فإن كيل شعاعℝ𝑛 . هذا  ع  أن الأعةد  عت تشكيلها أ ا اا منخيياا  مبتقلة na, ..., 1a افتض أن الأعةد 
= 𝔃 يية من هذه الأعةد   أل أنبعير انتكيي ات الخ  A𝔀 من أجل شنننننعاع 𝓌. الم نننننفوفة عت أن تكون A  أل  ع ديذ عابلة نلعكل
إ   ℝ𝑛 أشعة انوحد  في A الم فوفةتقُابل  .n  n م فوفة متجالابة ذات nI حيث nA=I1–A=  1–AA  كون يثبح A–1 أن ه اك م فوفة

 إ  أشعة انوحد . na, ..., 1a الأشعة A–1 الم فوفةتعيد و  na, ..., 1a أشعة
إ  فضننننننننناء  ℝ𝑛 مكعت انوحد  في Aعير عابلة نلعكل  ع ديذ دول  Aعير مبنننننننننتقلة خيياا  أل أن   Aإذا كيالات أعةد  الم نننننننننفوفة 

الم يقة في فضننننناء ق ايي إن  نننننيتي دو ل مكعت انوحد  إ  عيعة خط مبنننننتقيي.  1.7في م نننننيلجات انشنننننكل  .nبعد أعل من  لج يي ذ
اعةوعة ذات الأبعاد الأعل من في  nنل نننننفر  وبشنننننكل أكيثر عةومية  كون الحجي في انفضننننناء  تبننننناولعيعة مبنننننتقيةة مؤنف من الأبعاد 
 .Aلأل م فوفة عير عابلة نلعكل  det(A) = 0 اودد فإن وبدلانة باول ان فر. ان قان 

𝓌 نتكن  و Zتمثل عيةة عي ة من  𝓏 عابلة نلعكل  دع Aبافتاض مر  أخرى أن  = A−1𝓏  تمثل عيةة انعي ة المقابلة لها منW.  افتض
𝓌 أن المكعنننت انتننندرعي +ℬ

𝛿
 هو في هنننذا المكعنننت W أن تقس 𝑃𝛿(𝓌) حتةنننالافنننإن  صننننننننننننننن ير  جنننداا   من أجنننل . 𝓌 ذو زاو نننة ع ننند 

𝑓𝑾(𝔀)𝛿
𝑛 ت تهي نل نننننفر بشنننننكل أ نننننرع من دودإانننننافة لح n 0 ع دما  .  في محيطهذا المكعت 𝓌 ل تجول إ  متوازل  نننننيو  ذ 

 نأ ضنننننننننننناا ن تبنننننننننننناول 𝑃𝛿(𝔀) إ  متوازل انبننننننننننننيو  هذا. نذن  W ولا تتجول أل عيةة عي ة أخرى من، 𝓏 في محيط |𝛿𝑛|det(A) حجي
𝑓𝑍(𝓏)𝛿

𝑛|det(A)|  خذ ان ها ة ائيلة مهةلة. ب دودإاافة لح   0  غ ل عل: 

𝑓𝑍(𝓏)|det(A)| = lim
δ→0

𝑃𝛿(𝓌)

𝛿𝑛
= 𝑓𝑊(𝓌) (15.7) 

𝓌 أن  ا = A−1𝓏   وااجةان ان ي ةلا ل عل 
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𝑓𝑍(𝓏) =
𝑓𝑊(A

−1𝓏)

|det(A)|
 

(16.7) 

والموزعة  نلةتجولات انعشنننوايية ان وصنننية المبنننتقلة W كيثافة  نكن غن غتي بانشنننعاع  لذ Wوت نننلح هذه المعادنة لأل شنننعاع عشنننوايي 
 نجد أن (16.7)في  (14.7)بتعو ير . 𝒩(0,1) بشكل متةاقل

𝑓𝑍(𝓏) =
1

(2𝜋)𝑛 2⁄ |det(A)|
exp (

−‖A
−1𝓏‖

2

2
)  (17.7) 

 =
1

(2𝜋)𝑛 2⁄ |det(A)|
exp [−1

2
𝓏T(A−1)

T
A−1𝓏] (18.7) 

ومن . TAA=  ZK معيا  بانعمعة Zنننننننننننن أن م فوفة انت ا ن المشتك ن (13.7)المعادنة من  كن ت بيط هذه انعمعات إ  حد ما بانتذكير 
K𝑍 وَّ 

−1 = (A−1)TA−1. 
det(K𝑍) وممحمة أن (18.7)بتعو ير هذا في  = |det(A)|

 غ ل عل  2
𝑓𝑍(𝓏) =

1

(2𝜋)𝑛 2⁄ √det(K𝑍)
exp [−

1

2
𝓏TK𝑍

−1𝓏] (19.7) 

 . Aونيل م اشر ا عل  الم فوفة  Z نلاحظ أن كيثافة الاحتةال تعتةد فقط عل  م فوفة انت ا ن المشتك ن
صنننننننننننننننفوفهنا ع نار  عن  أحندعل  الأعنل  كون  ينذفرد   ع ندم Aفرد . إذا كينالانت عير م A كيون  عل  آلافناا  ي نة تعتةند كيثنافنة الاحتةنال الم

. و  ق  الأخرى kZ من ةخيي مجةوعة هي mZ  فإن  n < m <1حيث   m نننننننةن أجل عيةة نف من وّ  من صفوف أخرى  و  ةخيي مجةوعة
لا ضنننننة  mZة كيثاف  اعت اركن كيثافة الاحتةال المشنننننتكية عير موجود  )ما لم  رعت أحد في ن  عل  غو مشنننننتك اا عوصننننني Zانشنننننعاع انعشنننننوايي 

لخيو  نلةتجولات با نننننننننت،دام توابس ا  خرى(. من المةكن كيتابة تابس انتوز س لهذه الحانةالألةتجولات نواحد ة ع د لاقية محدد  بقيي انعي ة 
 انكثافة لأكيبر مواجهة المشننننننكلة وإعاد ثمة  ر قة أكيثر م اشننننننر  تتةثل فيانرموز.    بننننننتجس اختمنانعشننننننوايية عير المبننننننتقلة  نكن الأمر لا

 .مؤكيد اعةوعات الأخرى كيتكيي ات خيية  وتوصيفمجةوعة من المتجولات انعشوايية المبتقلة خيياا  
كيالات عير مبتقلة . فإذا  مبتقلة خيياا وعير  عير مبتقلة إح ايياا من انضرورل أن لافهي أن ثمة فرعاا كي يراا بذ كيون المتجولات انعشوايية 

عمعننة ل  عح نننننننننننننننناييننة لإانت عيننة ا تنندلّ لمتجولات الأخرى  بي ةننا ؤكيننداا من امتننابعنناا أو أكيثر من هننذه المتجولات  كون  اا واحنندفننإن خيينناا  
  احتةانية.

 هذه ان تايج مل، ة في ان مر ة انتانية:
)بقيةة متو نننننية  اا مشنننننتكي اا عوصننننني اا عشنننننوايي تمثل متجولاا  Z تكنن )كثافة المتحولات العشااااوائية الغوصااااية المشااااتركة(. 1.3.7نظرية 
عير  𝑓𝑍(𝓏) فرد ة  فإن ZK. وإذا كيالات (19.7)كيثافة الاحتةال بانعمعة   تعُي ع د ذن   .ZK عير فرد ة ةم فوفة ت ا ن مشتكي اصفر ة( ذ

 .n,..., Z1Z من المتجولات انعشوايية المبتقلة خيياا منمجةوعة أل عل   كن تي يقها  (19.7) موجود  نكن انكثافة في
دد اُ وبانتالي  mtو ktفتات اعت ا ية ن mt) Z(kt[Z( E[(انعةلية  ZK), t(تابس انت ا ن المشننننننتك  اُدِّد Z)t( عةلية عوصننننننية عير صننننننفر ةفي 

ةوعة اعادد أ ضاا توزع الاحتةال المشتك نتل  فهو أعمه   ة. من ان مر nt,..., 1t ة من انفتات تهيم فوفة انت ا ن المشتك لأل مجةوعة م
  وبانتالي ادد انعةلية ة من انفتات تهيعات الاحتةانية المشنننننننننننننننتكية نكل اعةوعات الم ادد تابس انت ا ن أيس انتوز  من وَّ و   من انفتات

 . باخت ار ند  ا ان مر ة الهامة انتانية.2.7 فقر ان 105وفس
 ., t(ZK( انعةلية ان وصية ذات انقيةة المتو ية ان فر ة بتابعها انت ا   المشتك وصفت )العملية الغوصية(. 2.3.7نظرية 

                                                           
  ز على سلوك ا عمل   ا عشواأ   في كل ا مجموعا/ ا منته   من ا فت ا/ ا زمن    كون  ها بعض من نفس ا مشاكل ا تي تتحدد با تابعكما ستتم ا منا ش  لاحقاً، مع ا ت ك 105

pointwise أكث  من ا مصطله ا مكافئ ℒ2. . وهذا  مكن تجاهله في ا و / ا حاض 
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 ية ر حالة خاصة لشعاع عشوائي غوصي ثنائي الأبعاد وبقيمة متوسطة صف 3.3.7
E عد  الأبعاد. ةبانتف ننننننننيل لحانة ق ايي (19.7)في انوارد  ن كيثافة الاحتةال لآ كتت ا نننننننن [𝑍1

2
] = 𝜎1

2, E [𝑍2
2
] = 𝜎2

E[𝑍1𝑍2]و 2 = 𝑘12 .
  بانتاليو 

K𝑍 = [
𝜎1
2 𝑘12

𝑘12 𝜎2
2 ] 

   نتكن
ُ
𝜌 بنننننننننننننت ميتمثل انت ا ن المشنننننننننننننتك الم = 𝑘12 (𝜎1𝜎2)⁄. :فيكون det(K𝑍) = 𝜎1

2𝜎2
2 − 𝑘12

2 = 𝜎1
2𝜎2

2(1 − 𝜌2).  لاحظ أن 
|𝜌| عت أن دقس انشرون ≤ |𝜌|و 1 =  عير فرد ة. K𝑍 نيكون 1

K𝑍
−1 =

1

𝜎1
2𝜎2

2 − 𝑘12
2 [
𝜎2
2 −𝑘12

𝑘12 𝜎1
2 ] =

1

1 − 𝜌2
[

1 𝜎1
2⁄ −𝜌 (𝜎1𝜎2)⁄

−𝜌 (𝜎1𝜎2)⁄ 1 𝜎2
2⁄

] 

𝑓𝑍(𝓏) =
1

2𝜋√𝜎1
2𝜎2

2 − 𝑘12
2
exp (

−𝓏1
2𝜎2

2 + 2𝓏2𝓏2𝑘12 − 𝓏2
2𝜎1

2

2(𝜎1
2𝜎2

2 − 𝑘12
2 )

) 

=
1

2𝜋𝜎1𝜎2√1 − 𝜌
2
exp (

−(𝓏1 𝜎1⁄ )2 + 2𝜌(𝓏1 𝜎1⁄ )(𝓏2 𝜎2⁄ ) − (𝓏2 𝜎2⁄ )2

2(1 − 𝜌2)
) 

(20.7) 

 (20.7)الم ج يات ذات انكثافة الاحتةانية المتبننننننننناو ة في المبنننننننننتول تتيابس مس ان قان ان  تكون فيها الإزاحة ان او ة نلتابس الأ ننننننننني في 
حداقيات. انقيوع لإمركي ه م دأ ا اا لااع نننننننننننن اا ل عيعقابتة. هذه الإزاحة تربيعية ونذن  فإن ان قان ذات انكثافة الاحتةانية المتبنننننننننننناو ة تشننننننننننننكّ 

 ان اع ة المقابلة نقيي مختلفة من كيثافة الاحتةال متجد  المركي   وانقيوع ان اع ة الأكيبر توافس انكثافات الأعل. 
1  = بننناول ان نننفر  فإن محاور انقيس ان اعص هي اوور الأفقي وانعامودل نلةبنننتول  إذا كيان   المبنننت ميإذا كيان انت ا ن المشنننتك 

20 <   ومن لااحية أخرى  تد انقيس ان اعص في اتجاه الاغراف المعيارل الأكيبر. إذا كيان ان اعص  تجول نداير    فإن انقيس  فإن انكثافة  
انعكل   بنناب انربعذ انثاني وانرابس  وبانتالي تمتد انقيوع ان اع ننة في انربعذ الأول وانثانث. وادثحفي انربعذ الأول وانثانث ت داد عل  

 .  < 0من أجل باني س 
تكون عير مرت ة.  (20.7)ان   كن ا نت،مصنها من هذا المثال  عل  كيل حال أن انع ار  المف نلة لحانة ق ايي الأبعاد في  ةان قية انرييبن

عدم انتتيت ا ننل بشننكل أ ننوأ بكثير في الأبعاد الأعل . ا ننت،دام رم  انشننعاع اننرورل عان اا.     ي نلةرء انتفكير م اشننر ا في معادلات 
 انقيا ية لإجراء انعةليات الحبابية. الحا تالأشعة و ا ت،دام برامج 

4.3.7  Z = A W  حيثA  متعامدة 

 بننننننننننت مةةالم ننننننننننفوفة المتعامد  أو الم ننننننننننفوفة المتعامد  الم يلس عليها  nI=  TAA وان  فيهاع  ننننننننننراا  n  nذات  Aالم ننننننننننفوفة الحقيقية 
 متعامد   Aقلة وموزعة بشكل متةاقل وتبم  يعية  Wيث ح  WA=  Z من أجل أكيثر ممءمةا  نكن المتعامد  أكيثر الاتشاراا(. بت مةة)الم

nI=  TAA = ZK كيذن . و K𝑍
−1 = I𝑛 كيةا  لي:  (19.7)  المعادنة وكيذن  لا  ح 

𝑓𝑍(𝓏) =
exp [−

1
2
𝓏T𝓏]

(2𝜋)𝑛 2⁄
=∏

exp[−𝓏𝑘
2 2⁄ ]

√2𝜋

𝑛

𝑘=1

 
(21.7) 

  يعية مبنننننننننتقلة وموزعة بشنننننننننكل  Zن  لافل كيثافة الاحتةال  وبانتالي ت ق  مركي ات  Zإ  شنننننننننعاع عشنننننننننوايي  Wدول  Aهذا  ع  أن 
تمثل انعةود رعي  ma . ن دعnI=  ATA وبانتالي أن Aمقلوب نلة فوفة  TA  ع  أن nI=  TAA متةاقل. نفهي هذا بشكل أفضل  لاحظ أن

m  نلة ننفوفةA فإن المعادنة  nI=  TAA تع  أن 𝒂𝑚
𝑇 𝒂𝑗 = 𝛿𝑚𝑗 أجل كيل من  منm وj   حيثn < j, m <1  أل أن أعةد  الم ننفوفة  A 

لهذا انبننننن ت  قوم انتجو ل   2a, 1a إ  أشنننننعة متعامد  2e, 1eوهكذا من أجل المثال ق ايي الأبعاد  تتجول أشنننننعة انوحد .  .تكون متعامد 
   فإلا  لا   ال الأبعاد الأعل لعل  انرعي من ألا  من ان نننننعت ت نننننور مثل هذا انتجول في انفضننننناء ذ ب بنننننا ة بتدو ر ان قان في المبنننننتول.

A𝓌‖2‖   اندوران  ون  خاصنننننننية أنبنننننننةّ  ُ  = 𝓌T  AT A𝓌   ان  هي تماماا 𝓌T𝓌 = ‖𝓌‖2  كيل لاقية. وبانتالي 𝓌  تتجول إ  لاقية
A𝓌 . عل  لافل المبافة من الم دأ بحد ذات  
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 مبنننت مةةهي أ ضننناا متعامد   }n < k <; 1 kb{ ان نننفوف  ون قل نكن  مبنننت مةةنيل فقط أعةد  الم نننفوفة المتعامد  تكون متعامد  
1b ,... , المبننت مةةمن أجل أل مجةوعة من الأشننعة المتعامد    هذا  ع  ألا   W kb=  kZأن   ا(. nI=  TAA م اشننر ا من اكن رؤ تهتم كيةا)

nb  تكون المتجولات انعشوايية W kb=  kZ يعية مبتقلة وموزعة بشكل متةاقل. من أجل   n < k <1 . 

 
 كثافة احتمال الأشعة الغوصية وفق تعابير المحاور الأساسية  5.3.7

)بقيةة متو نننية صنننفر ة( لمتجول عشنننوايي  اا بعد nهو الأكيثر ممءمةا عان اا نتةثيل انكثافة الاحتةانية ذات  ت نننف هذه انفقر  ات يية ما
من الأشننننننعة انذاتية الحقيقية  nذات  ZK  الم ننننننفوفة A7.1س ج. كيةا هو م ذ في الملZK م ننننننفوفة ت ا ن مشننننننتك عير فرد ة لذ Zعوصنننننني 
أ ضننننناا من أجل أل  .n, ..., 1 ( 106ممي    مقابلة حقيقية ذاتية عير  نننننان ة )نكن نيل بانضنننننرور مس عيي   nq, ..., 1q  لمبنننننت مةةالمتعامد  ا

𝓏TK𝑍  أن ت ذّ  𝓏شعاع 
−1𝓏  كن أن لاعبر ع   بانشكل  ∑ 𝜆𝓏

−1|〈𝓏, 𝒒𝑘〉|
2

𝑘 تج ند  ا(19.7). وبانتعو ير في    : 

𝑓𝑍(𝔃) =
1

(2𝜋)𝑛 2⁄ √det(K𝑍)
exp [−∑

|〈𝔃, 𝒒𝑘〉|
2

2𝜆𝑘
𝑘

] 
(22.7) 

,𝔃〉 لاحظ أن 𝒒𝑘〉 هي إ ننننننننننننقان 𝓏  عل  الاتجاه رعيk  منn كن انتع ير عن محدد الم ننننننننننننفوفة بننننننننننننت مةةمن الاتجاهات المتعامد  الم  .
∏dat(K𝑍) ( حيثA7.1ذاتية )الامر الملجس ان n انقيي ع  راا بدلانة n  nالحقيقية ذات  𝜆𝑘

𝑛
𝑘=1 (22.7). وبانتالي ت  ح  

𝑓𝑍(𝓏) =∏
1

√2𝜋𝜆𝑘
exp [

−|〈𝔃, 𝒒𝑘〉|
2

2𝜆𝑘
]

𝑛

𝑘=1

 
(23.7) 

مبتقلة  }n < k <; 1 kq, Z{ ن المتجولات انعشوايية ان وصيةإكيثافة عوصية.  كن تفبيره بانقول   n ننننننننننننن داءاتعن حاصل   هذا ع ار 
مركي ات ت نن ح  كي  نناس  ع ديذ nq, ..., 1q با ننت،دام Z  إذا مثل ا المتجول انعشننوايي آخر تع يرب .}n < k <; 1 k{ إح ننايياا مس فروعات

Z نن اواور الأ ا ية بت مةة ع ديذ  الأشعة انذاتية المحداقيات هذا متجولات عشوايية مبتقلة. وتبةّ لإلامام ا في Z . 
حيث اقس كيل مُ لِّف  (.2.7)الامر انشنننننننننننننننكل  Zكيثافة الاحتةال المتبننننننننننننننناو ة من أجل   مُ لِّف بدلانةهذه ان تيجة   كن أن   مر إ 

 انعمعة:
𝑐 =∑

|〈𝔃, 𝒒𝑘〉|
2

2𝜆𝑘
𝑘

 

 لِّفعار تي انكثافة الاحتةانية لهذا و تت ا نننننننننننننننت مس ن cحيث 
ُ
اوور  kqثل تمحداقيات  حيث هذه معادنة عيس لااعص مركي ه م دأ الإ .الم

  ول ذن  اوور.  2𝑐𝜆𝑘√تمثلنلقيس ان اعص و  kرعي 

 
وا نقاط  , q1 𝔃 0 = ا تي تكون ف هاهي ا نقاط  1q على ا محو  𝔃 ا/ ا كثاف  الاحتما    ا متساو  . ا نقاطم غلِّف :2.7الشكل 

𝔃TK𝒁ا علا   ق حقا نا ص ا مب ن ت عا نقاط على ا قط ., q2 𝔃 0 = توافق 2q على ا محو 
−1𝔃 = 1. 

ه اك متجول عشوايي عوصي مشتك   Kمن أجل كيل م فوفة ت ا ن مشتك   ألا (23.7)و (19.7)توحي معادلات انكثافة الاحتةانية 
                                                           

 m؛ في هذه ا حا   أي مجموع  متعامدة مع  ه من q=  qZKتوافق  qبعداً  لأشع   mجزأ اً ذا    فضاءً ، هذا  عني أن ثمmذا/   م متعددة من  λإذا كان/ ا ق م  ا ذات    106
 ا ذات   ا موافق   تلك ا ق م  ا ذات  . mهذه الأشع   مكن اخت ا ها بوصفها الأشع  
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ن  لافل انت ا ن المشنننتك  وبانتالي ن  كيثافة الاحتةال لافبنننها. هذا في انواعس صنننجيح  نكن نلتجقس من ذن  علي ا إق ات أن نكل م نننفوفة 
من أجل ه اك انعد د من هذه الم نننفوفات  .TAA=  K نإحيث  (WA=  Z )وبانتالي متجول عشنننوايي Aه اك م نننفوفة  Kت ا ن مشنننتك 

K  نننننننننن. كيتابس نلأشعة انذاتية وانقيي انذاتية ن(88.7)معيا  في  مميةةمعيا   نكن واحد  وااجة Kهي  A = ∑ √𝜆𝑘𝒒𝑘𝒒𝑘
T

𝑘 . وبانتالي من
 .(23.9)و (19.7)   وجد متجول عشوايي عوصي مشتك ن  كيثافة توافس Kأجل كيل م فوفة ت ا ن مشتك عير فرد ة  

 
 تحويل فورييه للكثافات المشتركة  6.3.7

 فيد دو ل فور ي  نلكثافات الاحتةانية في إعاد انكثافة الاحتةانية عةوع متجولات عشننننننننوايية  (2.7)في انتةر ن ن  ت الإشننننننننار  كيةا تمّ 
 :كيةا  لي𝑓𝑍(𝔃) نبعد ن nو ل فور ي  ذو بعد   ك  ا إعاد د n ل  ذZ  من أجل متجول عشوايي مبتقلة. وبشكل أعيّ 

𝑓𝑧(𝓼) = ∫. . . ∫ 𝑓𝑍(𝓏) exp(−2𝜋𝒾𝓼
T𝓏)𝑑𝓏1, . . . , 𝑑𝓏𝑛 = E[exp(−2𝜋𝒾𝓼

T𝓏)] (24.7) 

𝓼 فهذا من انبهل حباب . من أجل أل عيةة معيا   اا مشتكي اا عوصي Zإذا كيان  ≠ 𝑋   دع0 = 𝓼T𝑍 = ∑ 𝓼𝑘𝑍𝑘𝑘.  وبانتالي  كونX 
E[𝓼T𝒁𝒁T𝒮] ت ا ن اوذ اا عوصي = 𝓼T𝐾𝑍𝓼2.7 . من انتةر ن. 

𝑓𝑋(𝜃)=E[exp(−2𝜋𝑖𝜃T𝒁)] = exp [−
(2𝜋𝜃)2𝓼TK𝑍𝓼

2
] 

(25.7) 

  :  نجد أنθ = 1من أجل  (24.7)مس  (25.7)  قارلاة
𝑓𝑍(𝓼)=exp [−

(2𝜋)2𝓼TK𝑍𝓼

2
] (26.7) 

 Zخر  إذا كيان آبكمم  Z رصننن ة دو ل فور ي  نكل تركييت خيي من ع اا تي دد دها بو ننن 𝑓𝑧(𝓈) ح الا نننت تاج أعمه أ ضننناا أن وانننّ 
هي عوصنننننية  و  عي  دو ل فور ي  نكثافت  بانعمعة  Zون  خاصنننننية أن كيل المركي ات الخيية من    متجول عشنننننوايي اعت ا ي ت ا    المشنننننتك

إذا كيالات كيل انتكيي ات  اا مشتكي اا عوصي Z. وهكذا بافتاض أن دو ل فور ي  نلكثافة ادد انكثافة بشكل فر د  فإلا  عت أن  كون (26.7)
 عوصية.  Zمن  الخيية

انقيةة المتو ننية ان ننفر ة( ع دها عوصنني مشننتك.  )ذو Z ن وان   كون انشننعاع انعشننوايياشننتقاعها الآ عدد من انشننرون المكافئة  ننيتيّ 
 عوصياا مشتكياا. ZKذو انت ا ن المشتك عير انفردل  Z  كيل من انشرون انتانية هي شرون ارور ة وكيافية نيكون انشعاع انعشوايي ةبالخمص

 •WA=  Z  حيث مركي اتW يعية مبتقلة وموزعة بشكل متةاقل و  TAA=  ZK 

 •Z  (19.7)ن  كيثافة احتةال مشتكية معيا  بانعمعة 

 •Z  (23.7)ن  كيثافة احتةال مشتكية معيا  بانعمعة  
 هي متجولات عشوايية عوصية. Z نأيس انتكيي ات الخيية ن• 

 .Z  فإن انشرون أعمه ارور ة وكيافية من أجل أل مجةوعة ج يية ومبتقلة خيياا من مركي ات اا فرد  ZK  كون فيهامن أجل الحانة ان  
عل    م اشننننننر  ج ه اان تايتُي َّس الأشننننننعة  وانعةليات. و فقط المتجولات انعشننننننوايية ذات انقيةة المتو ننننننية ان ننننننفر ة   در ننننننت هذه انفقر 

تك وبشننكل خاص فإن كيثافة لاحتةال نلةتجول انعشننوايي ان وصنني المشنن الأشننعة وانعةليات.و ية نلةتجولات انعشننوايية  كيفالااننيرابات ان
Z م فوفة ت ا ن مشتك عير فرد ة  لذZK وعيةة متو ية نلشعاع �̅� :هي 

𝑓𝑍(𝓏) =
1

(2𝜋)𝑛 2⁄ √det(K𝑍)
exp [−

1

2
(𝓏 − �̅�)T K𝑍

−1(𝓏 − �̅�)] 

 

 

(27.7) 
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 للعمليات العشوائيةالوظائف الخطية والمرشحات 4.7 

;𝑍(𝑡)} نلوظايف الخيية في انعةليات انعشننننننوايية الاعت ا ية اا هام اا ح هذا انقبنننننني مفهوم واننننننّ  𝑡 ∈ ℝ }  وبعد ذن  ُ  ننننننص نلعةليات
,𝑍(𝑡 انعشنننوايية ان وصنننية حيث  كن ا نننت،دام لاتايج انقبننني انبنننابس. افتض أن توابس انعي ة 𝜔)  منZ(t) ذات شنننكل موجة حقيقي ℒ2 .

 ℒ2 حقيقية شنننننكال الحقيقية نلةوجة. من أجل أل عيةةلأا لذ ℒ2 خمل انفضننننناء ℝ كن أن لا مر نتوابس انعي ة هذه عل  أغا أشنننننعة من 
 ه اك جداء داخلي  g(t) معيا  نشكل الموجة

〈𝑍(𝑡, 𝜔), 𝑔(𝑡)〉 = ∫ 𝑍(𝑡, 𝜔)𝑔(𝑡)𝑑𝑡
∞

−∞

 

,𝑍(𝑡‖ ة اع د الحد الأعل  بو ننننن  ℒ2انتوابس الحقيقية لمن متاججة شننننوارت   تكون  و لة هذا اتداء انداخلي في انفضنننناء ذ 𝜔)‖‖𝑔(𝑡)‖ 
عن متجول  هي ع نننار  إ  أعنننداد حقيقينننة وبنننانتنننالي . وبعننند ذنننن  دُول لاقنننان انعي نننة وبنننانتنننالي تمثنننل انقيةنننة الحقيقينننة اوننندود  نكنننل 

𝑉 لارم  ن  107عشوايي  = ∫ 𝑍(𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡
∞

−∞
;𝑍(𝑡)} نلعةلية انتابس الخيي V  هذا المتجول انعشوايي  بةّ .  𝑡 ∈ ℝ } . 

 ت ع  أخذ  q(t)كيةثال عل  أهمية انتوابس الخيية  لاذكير أن كياشف كيل من تعد ل ميال ان  ضة وانتعد ل الميالي المتعامد  تضةن مرشح 
أ ضننننناا عل  المرشنننننح . إذا احتوى دخل  u(t)q(kT – t)dt هو u(t) من أجل دخل kTعي ات.  كون خرج المرشنننننح ع د زمن أخذ انعي ات 

 . Z(t)q(kT – t)dt  وف اتول أ ضاا عل  تابس خيي kTفإن الخرج ع د ان من  Z(t)اجيج أعي 
;𝑍(𝑡)}بالمثل  من أجل أل عةلية 𝑡 ∈ ℝ}  افتض مر  أخرى( ℒ2  وأل )توابس عي ةℒ2 نننننننننننننننحقيقية تابعة ن h(t)اعتبر لاتيجة مرور   Z(t) 

,𝑍(𝑡ذو تابس عي ة ℒ2 أجل أل. من h(t) الا تجابة ان  ضية لخمل المرشح ذ 𝜔)   كون خرج المرشح ع د أل فت  زم ية محدد      ع ار
 عن حاصل اتداء انداخلي

〈𝑍(𝑡, 𝜔), ℎ(𝜏 − 𝑡)〉 = ∫ 𝑍(𝑡, 𝜔)ℎ(𝜏 − 𝑡)𝑑𝑡
∞

−∞

 

 إ  أعداد حقيقية وهكذا )ب ير ان مر عن انقضا ا انقيا ية ان مر ة( ω  هذا اول لاقان انعي ة من أجل كيل عيةة حقيقية 
𝑉(𝜏)∫𝑍(𝑡)ℎ(𝜏 − 𝑡)𝑑𝑡 (28.7) 

;(𝜏)} هذا  ع  أن .ع ار  عن متجول عشنننننوايي نكل  𝜏 ∈ ℝ }  ّانعةلية المرشنننننجة ان اتجة عن إمرار عةلية عشنننننوايية. هذا  بنننننة  Z(t) 
كي ير من انر اانننيات  واعت نننرلاا بدلاا من ذن  عل  انعةليات   . لا  كن عول كيثير عن هذه المشنننكلة انعامة دون تيو ر عدرh(t) عبر المرشنننح

 ان وصية وعيرها من أمثلة ببيية جداا. 
عير انقيود تواح الأمثلة انتانية أن ه اك حاجة ن  .اا عوصي اا عشوايي انتابس الخيي متجولاا  أن  كون  مللامن أجل انعةلية ان وصية  كي ا 

 ف انعةليات ان وصية. حتى عل  ص
𝑡من أجل كيل عيي Z(t) = tX دع .1.4.7المثال  ∈ ℝ   حيث𝑋~𝒩(0,1) . كون نتوابس انعي ة من هذه انعةلية ان وصية  اعة لاغايية 

 .h(t) باحتةال  باول انواحد. و كون لخرج المرشح أ ضاا  اعة لاغايية با تث اء الخيارات الخاصة جداا من
 = E[W(t)W()] افتض أ ضنناا أن .𝑊(𝑡)~𝒩(0,1)  ول عشننوايي عوصننيجتمثل مت W(t)  دع t[0,1]من أجل كيل  .2.4.7المثال 

 نية نتجد د ما إذا كيالات توابس انعي ة عابلةآ. نيل ند  ا 108. توابس انعي ة لهذه انعةلية متقيعة في كيل مكان  t [1 .0] من أجل كيل 0
 أخرى لاحقاا لمواصلة م اعشة هذا المثال.نلتكامل  لااهي  عن ما إذا كيالات انوظايف الخيية أعمه موجود ة و  عود مر  

الأخرى  وغن لا دأ مس عةليات    ج  اا إ  ج ت مس مجةوعة من انقضا ا انر اايةآلافاا  2.4.7باني س نتج ت انقضا ا انر ااية في المثال 
 . المبت مةةعوصية محدد  من حيث انتو عات المتعامد  

                                                           
  تفس   هذه ا تحولا/ بعنا  ،  كن هذا غ   ض و ي لأنواع بس ط  من ا حالا/ هنا وسوف تأخذنا أبعد مما  نبغي خا جها.   نبغي استخدام نظ      اس مدى فضاء ا ع ن  107

 لاهتمام في بعض  مث  اً  تقدم مثالاً  ا حا   الأسوأ، توابع ا ع ن  غ    ابل   لق اس. هذه ا عمل   لا نستط ع حتى تسم تها عمل   عشواأ  . في   اس ا ص اغ  ا نظ   ،  كنها 108
 ح ان  ق اس ا ص اغ  ا نظ   .لأا



 العمليات العشوائية والضجيج

196 
 

  المستنظمةالعمليات الغوصية المعرفة على توسعات المتعامدة  1.4.7

تمثل  نننلبنننلة من المتجولات انعشنننوايية  }k; kZ < {1الحقيقية ودع  المبنننت مةةمن انتوابس المتعامد   مجةوعة عابلة نلعدّ  }k); t(k < {1 دع
,𝒩(0}ان وصية المبتقلة  𝜎𝑘

  . اعتبر أن انعةلية ان وصية معرفة بانعمعة: {(2
𝑍(𝑡) = ∑𝑍𝑘𝜙𝑘(𝑡)

∞

𝑘=1

 
(29.7) 

ن لابرهن ذن . من عل  انرعي من ألا ا ن   قةر ذات انقيةة المتو نننية ان نننفر ة بهذه اني المهةة كيل انعةليات ان وصنننية   كن م ديياا تعر ف
 لي. افتض أولاا  يةاا فانوااننح ألا   ك  ا إاننافة انقيةة المتو ننية إذا  لت ذن   نكن انعةليات ذات انقيةة المتو ننية ان ننفر ة يخ افتااننه

𝜎𝑘 الحانة ان بننننيية ان  فيها
 من أجل كيل t(Z(. في هذه الحانة  n < k <1  ون قل kلا تبنننناول ان ننننفر فقط من أجل عدد محدود من عيي  2

𝑡 ∈ ℝ.هو مجةوع محدود   
𝑍(𝑡) = ∑𝑍𝑘𝜙𝑘(𝑡)

𝑛

𝑘=1

 
(30.7) 

 عوصننننننية مشننننننتكية من أجل كيل  ℓt(Z), ... 2t(Z), 1t(Z( أ ضنننننناا أنمن المتجولات انعشننننننوايية ان وصننننننية ونذن  هو عوصنننننني. من انوااننننننح 
ℓt, ..., 1tℓ,  نذن   {𝑍(𝑡); 𝑡 ∈ ℝ}  ية. انياعة في أل تابس عي ة 𝑍(𝑡) هي في الحقيقة عةلية عشنننننننننننننننوايية عوصننننننننننننننن = ∑ 𝑍𝑘𝜙𝑘(𝑡)𝑘 هي 

∑ 𝓏𝑘
2𝑛

𝑘=1. هون عيي انعي ات حقيقية وبانتالي محدود (. نذن  كيل تابس عي ة إ هذه محدود  )حيثℒ2  . بننننننناب تابس انت ا ر حع ديذ  كن
 .ببهونة

K𝑍(𝑡, 𝜏) =∑E[𝑍𝑘𝑍𝑚]𝜙𝑘(𝑡)𝜙𝑚(𝜏)

𝑘,𝑚

=∑𝜎𝑘
2𝜙𝑘(𝑡)𝜙𝑘(𝜏)

𝑛

𝑘=1

 
(31.7) 

  ℒ2 هو انتابس الحقيقي g(t) حيث (t) g(t) dt بعد ذن  اعتبر انوظيفة الخيية
∫ 𝑍(𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡 = ∑𝑍𝑘∫ 𝜙𝑘(𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡

∞

−∞

𝑛

𝑘=1

∞

−∞

 
(32.7) 

 وبت ا ن أ ضاا عوصية  Vفإن  Zمجةوع موزون من المتجولات انعشوايية ان وصية المبتقلة وبقيةة متو ية صفر ة  Vأن  و ا

𝜎𝑉
2 = E[𝑉2] = ∑𝜎𝑘

2|〈𝜙𝑘, 𝒈〉|
2

𝑛

𝑘=1

 
(33.7) 

∑ عير محدود  نكن nاعتبر الحانة ان  فيها  𝜎𝑘
2 < ∞𝑘 .ت ق  توابس انعي ة  ℒ2.)ت ق  المعادلات  )عل  الأعل باحتةال  بنننننننننناول انواحد

 7.7نية لإق ات ذن . انتةر ن آنمل  أل  متجول عشنننننوايي عوصننننني. غن لا Zصنننننالحة  و  ق   (33.7)و (32.7)  (31.7)  (30.7)  (29.7)
  فبر وبشكل كي ير لماذا هذه ان تايج صجيجة.

𝑉𝑚 . دع}ℓ < m <); 1 t(mg{ شنننكال الموجةأ ℒ2 خيراا  اعتبر مجةوعة محدود أ = ∫ 𝑍(𝑡)𝑔𝑚(𝑡)𝑑𝑡
∞

−∞
وحبنننت الم اعشنننة أعمه  كون  .

mV  عوصنننننني من أجل كيلmن كيل تركييت من هذه المتجولات هو تابس خيي أ ضنننننناا  هو أ ضنننننناا عوصنننننني  نذن إن  و حيث ذ. إاننننننافة ن 
}ℓV, ..., 1V{ .تكون عوصية مشتكية 

 
 الترشيح الخطي للعمليات الغوصية  2.4.7

 انبننننننننننابس نل مر في خرج المرشننننننننننح الخيي انذل دخل  ع ار  عن عةلية عوصننننننننننيةلابننننننننننتييس ا ننننننننننت،دام لافل الم اعشننننننننننة كيةا في انقبنننننننننني 
{𝑍(𝑡); 𝑡 ∈ ℝ } بشننكل خاص  افتض أن )t(kkZ) = t(Z 2... , حيثZ, 1Z هي  ننلبننلة مبننتقلة {𝑍𝑘~𝒩(0, 𝜎𝑘

∑ توافس  {(2 𝜎𝑘
2 < ∞𝑘 

  المبت مةة. لبلة من انتوابس المتعامد   t(2), t(1... ,( وحيث



 العمليات العشوائية والضجيج

197 
 

 
 ح ا عمل   ا عشواأ   ا م شَّ  :3.7الشكل 

   وننننننذنننننن  من أجنننننل أل تنننننابس عي نننننة محننننندد ℒ2ع نننننار  عن موجنننننة حقيقينننننة h(t) افتض أن الا نننننننننننننننتجنننننابنننننة ان  ضنننننننننننننننينننننة نلةرشنننننننننننننننح
(𝜏, 𝜔) = ∑ 𝑍𝑘(𝜔)𝜙𝑘(𝑡)𝑘  ع د اندخل   عي  خرج المرشح ع د أل فت  زم ية بانعمعة 

𝑉(𝜏, 𝜔) = ∫ 𝑍(𝑡, 𝜔)ℎ(𝜏 − 𝑡)𝑑𝑡 =∑𝑍𝑘(𝜔)∫ 𝜙𝑘(𝑡)ℎ(𝜏 − 𝑡)𝑑𝑡
∞

−∞𝑘

∞

−∞

 (34.7) 

(. و  تج من هذا 5.7)الامر انتةر ن  ℎ‖2‖ و اعت  ع د الحد الأعل  بوا ية  ننننتابس نℒ2  هو (34.7)كيل تكامل في انيرف الأ ن من 
∫  ( أن7.7انتةر ن  )الامر 𝑍(𝑡, 𝜔)ℎ(𝜏 − 𝑡)𝑑𝑡

∞

−∞
  أل فت  زم ية معي ة أجل  باحتةال  بننناول انواحد. من ℒ2 ع ار  عن شنننكل الموجة

 . V() تمثل عيةة عي ة من المتجول انعشوايي V(, ) إ  عيي حقيقية وبانتالي لاقان انعي ة  (34.7)دول المعادنة 
𝑉(𝜏) = ∫ 𝑍(𝑡)ℎ(𝜏 − 𝑡)𝑑𝑡 =∑𝑍𝑘∫ 𝜙𝑘(𝑡)ℎ(𝜏 − 𝑡)𝑑𝑡

∞

−∞𝑘

∞

−∞

 (35.7) 

1(V ,... ,( لارى أن  ℓ, ..., 1 . من أجل أل مجةوعة من انفتاتτوهذا ع ار  عن متجول عشنننننننوايي عوصننننننني من أجل كيل فت  زم ية 

)ℓ(V عوصية مشتكية. وبانتالي {𝑉(𝜏); 𝜏 ∈ ℝ }  .هي عةلية عشوايية عوصية 
 ذ في ان مر ة انتانية.تذ الأخير تانفرعي انفقرتذلال،ص 
;𝑍(𝑡)} نيكن 1.4.7نظرية  𝑡 ∈ ℝ}  عةلية عوصننية )t(kkZk Z(t) =   1{ حيث >k  ;kZ{ ان وصننية لبننلة من المتجولات انعشننوايية  نن

,𝒩(0 المبتقلة 𝜎𝑘
𝜎𝑘∑حيث  (2

2 <  وبانتالي مبت مةة.وهي مجةوعة متعامد   }k )t(k ;< 1{و ∞
,𝑔1(𝑡) نشنننننننننننننننكنننننل الموجنننننة  ℒ2 من أجنننننل أل مجةوعنننننة من•  . . . , 𝑔ℓ(𝑡)تكون انتوابس الخيينننننة   }ℓ <m  <; 1 mZ{ المعينننننا  بنننننانعمعنننننة  

𝑍𝑚 = ∫ 𝑍(𝑡)𝑔𝑚(𝑡)𝑑𝑡
∞

−∞
 صفر ة.عوصية مشتكية وذات عيةة متو ية  

;𝑉(𝜏)}    كون خرج المرشننننننحZ(t) حقيقية وا ننننننتجابة لا ضننننننية  ℒ2 ل مرشننننننح ذوأمن أجل  • 𝜏 ∈ ℝ }  ع ار  عن  (35.7)المعي  بانعمعة
 عةلية عوصية عيةتها المتو ية صفر. 

المتعامد   ثل دخل انق ا  وفس انتو نننننننننننننننعاتنمُ و   فيةا  تعلس باعةوعات ذات انتوابس الخيية  فهي مهةة ع دما الأ هذه لاتايج مهةة.
 ألا  ع دما   حيث ت ذّ . وانثالاية تتعلس بانتشنننيح الخييالمبنننت مةة  فإن انضنننجيج عان اا  كن تو نننيع  ب فل انتو نننعات المتعامد  المبنننت مةة

فر ة. ةة متو ننننية صننننوانضننننجيج عبر مرشننننح خيي   كون اننننجيج خرج المرشننننح ببننننا ة ع ار  عن عةلية عوصننننية أخرى بقي  تمرر الإشننننار 
 ن انعةليات الخيية دافظ عل  ان وصية. إتل،ص هذه ان مر ة عان اا بانقول 

 التباين المشترك للتوابع الخطية والمرشحات  3.4.7

;(𝑡)} افتض أن 𝑡 ∈ ℝ }  عةليننننة عشنننننننننننننننواييننننة وأن 𝑔1(𝑡), . . . , 𝑔ℓ(𝑡)  هي أشنننننننننننننننكننننال موجننننة حقيقيننننة ℒ2ونقنننند رأ  ننننا ألانننن  إذا كيننننان . 
{𝑍(𝑡); 𝑡 ∈ ℝ } فإن انتوابس الخيية  اا عوصنني ℓV, ..., 1V  المعيا  بانعمعة𝑉𝑚 = ∫ 𝑍(𝑡)𝑔𝑚(𝑡)𝑑𝑡

∞

−∞
 m <1  هي عوصننية مشننتكية من أجل 

ℓ < إعاد انت ا ن المشننننننننننننتك من أجل كيل زوج الآن. لار د mV, jV  من هذه المتجولات انعشننننننننننننوايية. ان تيجة لا تعتةد عل  كيون انعةلية)t(Z 
الأكيثر دعة  كون  .. اإ. الا ننت تاج.أ ضنناا غن أهمل ا مبننايل ان ها ات  تقا عات ترتيت انتوعس و انتكامل عوصننية. الحبنناب ببننيط تماماا  

 ذات عيةة متو ية تباول ان فر  Z(t) بانرجوع لم اعشة لامر ة الاعتيان  ونكن هذا إ  حد ما عير وااح. بافتاض أن انعةلية

E[𝑉𝑗 𝑉𝑚] = E [∫ 𝑍(𝑡)𝑔
𝑗
(𝑡)𝑑𝑡 ∫ 𝑍(𝜏)𝑔

𝑚
(𝜏)𝑑𝑡

∞

−∞

∞

−∞

] 
(36.7) 
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= ∫ ∫ 𝑔𝑗(𝑡)E[𝑍(𝑡)𝑍(𝜏)]𝑔𝑚(𝜏)𝑑𝑡 𝑑𝜏
∞

𝜏=−∞

∞

𝑡=−∞

 (37.7) 

= ∫ ∫ 𝑔𝑗(𝑡)K𝑍

∞

𝜏=−∞

∞

𝑡=−∞

𝑔𝑚(𝜏)𝑑𝑡𝑑𝜏 
(38.7) 

E كيل م ننننننننننننيلح ت ا ن مشننننننننننننتك ) ا في ذن  [𝑉𝑚
2
(  عتةد ع ديذ فقط عل  تابس انت ا ن المشننننننننننننتك نلعةلية ومجةوعة mمن أجل كيل  [

;𝑔𝑚 أشكال الموجة 1 ≤ 𝑚 ≤ ℓ . 
𝑉(𝑟)انيي = ∫𝑍(𝑡)ℎ(𝜏 − 𝑡)𝑑𝑡   ع د كيل فت  زم ية كهو تابس نذن  انت ا ن المشنننننننننتك نل،رج المرشنننننننننح من  {(𝑡); 𝑡 ∈ ℝ }   ت س 

  نذن   كن (35.7)معي  بانعمعة  ℒ2 وجة حقيقيةلم h نلةرشننننح ذو ا ننننتجابة لا ضننننية {V(r)} لافل انير قة كيةا في ان تايج أعمه. الخرج
 :إعاد انت ا ن المشتك نل،رج بانعمعة

 K𝑉(𝑟, 𝑠) = E[𝑉(𝑟) 𝑉(𝑠)] 

   = E[∫ 𝑍(𝑡)ℎ(𝑟 − 𝑡)𝑑𝑡 ∫ 𝑍(𝜏)ℎ(𝑠 − 𝜏)𝑑𝜏
∞

−∞

∞

−∞
] 

= ∫ ∫ ℎ(𝑟 − 𝑡) K𝑍(𝑡, 𝜏) ℎ(𝑠 − 𝜏)𝑑𝑡𝑑𝜏
∞

−∞

∞

−∞

 

 

(39.7) 

 الاستقرار والمفاهيم ذات الصلة  5.7

 لجتت ننرفلجأل أغا   مواننس بدء ان من بان بنن ة لها نيل ذا صننلة أن ة تتةثل فيتل  انعد د من انعةليات انعشننوايية الأكيثر فايد  خاصنن 
 .انعةلية المبتقر   وتبة  مثل هذه انعةلية الا تقرارخر. تدع  هذه الخاصة آفي زمن ما كيةا في أل زمن  ة فل انير قب

 ,) خر عيرآال فة عل  أل مجلعةليات انعشوايية المعرَّ نم  كن لحانة انث ات  ف صلةو ا أن مواس بدء ان من عت أن  كون عير ذل 

–)  فة اةن اعال عرَّ  فتض أن انعةلية مُ  أن تكون مبتقر . وبانتالي(, –). 
;𝑍(𝑡)} خر نتكون انعةلية انعشنننننننننواييةانشنننننننننرن الآ 𝑡 ∈ ℝ }  ّمبنننننننننتقر  هو أن  Z(t)  عت أن تكون موزعة بشنننننننننكل متةاقل من أجل كيل

𝑡 انفتات ∈ ℝ . هذا  ع  أن  من أجل أل فتات زم يةt و+  t   ومن أجل أل عدد حقيقيx  }x <) +  t(Z} = PR{x <) t(ZPr{  
تكون عاد  مبننناو ة  Z(t, )من انتجربة    المعيا  جة انعي ةيهي لافل المتجولات انعشنننوايية  من أجل لاتZ(t + ) و Z(t) هذا لا  ع  أن

 أل أن لهةا لافل تابس انتوز س  Z(t + ) و Z(t)هذا  ع  ب با ة أن  .Z(t + , ) نن
)x( )+  t(ZF) = x( )t(ZF     لأجل كيل عيي x 

(40.7) 

نم ننتقرار  عل  كيل حال. انتوز عات المشننتكية خمل أل مجةوعة من انفتات عت أن ت ق  لافبننها إذا تمت إزاحة   هذا   ق  عير كياف  
   ند  ا انتعر ف: نكيجانة خاصة  نذ. هذا  تضةن انشرن انبابس    ة إزاحة اعت ا يةاكيل هذه انفتات إ  فتات جد د  بو 

;𝑍(𝑡)} تكون انعةلية انعشننننوايية .1.5.7 تعريف 𝑡 ∈ ℝ }  مبننننتقر   إذا كيان من أجل كيل الأعداد ان ننننجيجة الموج ةℓ وكيل مجةوعات  
,𝑡1 انفتات . . . , 𝑡ℓ ∈ ℝوكيل الميالات   𝓏1, . . . , 𝓏ℓونكل الإزاحات   𝑡 ∈ ℝ  

𝐹𝑍(𝑡1),...,𝑍(𝑡ℓ)(𝓏1, . . . , 𝓏ℓ) = 𝐹𝑍(𝑡1+𝜏),...,𝑍(𝑡ℓ+𝜏)(𝓏1, . . . , 𝓏ℓ) (41.7) 

 من أجل الحانة ان ةوذجية حيث انكثافات موجود    كن إعاد  كيتابة هذه المعادنة بانشكل
𝑓𝑍(𝑡1),...,𝑍(𝑡ℓ)(𝓏1, . . . , 𝓏ℓ) = 𝑓𝑍(𝑡1+𝜏),...,𝑍(𝑡ℓ+𝜏)(𝓏1, . . . , 𝓏ℓ) (42.7) 

,𝓏1 من أجل كيل عيي . . . , 𝓏ℓ ∈ ℝ . 
عل  انت ا ن المشننننننننننتك لهذه  ℓt(Z), ..., 1t(Z( عوصننننننننننية )بقيةة متو ننننننننننية صننننننننننفر ة(   عتةد انتوزع المشننننننننننتك نلةتجولاتمن أجل عةلية 

 1> لأجل  +jt, +mt(ZK) = jt, mt(ZK(إذا كيان  Z)+  ℓt(Z), ..., + 1t( حانةفي لافب  كيةا  هو المتجولات. وبانتالي   يكون هذا انتوزع

ℓ < j, m هذا انشرن  وف  تجقس من أجل كيل عيي .   كيل عيي وℓونكل   ℓt, .. 1t  نلتجقس من أن()}t(Z{ إذا كيان ) 2 ( مبتقرt, 1t(ZK
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)+2t, +1t(ZK=  من أجل 2 كيل عييt, 1t. 0 , إذا كيان  ننننننننيتجقس هذا انشننننننننرن الأخير)2t –1(tZK) = 2t, 1t(ZK  2من أجل كيل عييt, 1t .
 تكون مبتقر  إذا كيانذات انقيةة المتو ية ان فر ة  ا أن انعةلية ان وصية بيّ فقد وهكذا 

, 0)2t –1(tZK) = 2t, 1t(ZK     لأجل كيل انقيي  𝑡1, 𝑡2 ∈ ℝ (43.7) 

مختلفاا عن  2t(Z), 1t(Z(ننننننننننننننن   ع ديذ عت أن  كون انتوزع المشتك ن2t, 1tننننننننننننننن من أجل بعير الخيارات ن (43.7)وبانعكل  إذا لم تتجقس 
   وتكون انعةلية عير مبتقر . Z), 2t – 1t(Z(0) نانتوزع المشتك ن

 .ان مر ة انتانية تل،ص ذن 
;𝑍(𝑡)}  تكون انعةلية ان وصية ذات انقيةة المتو ية ان فر ة .1.5.7نظرية  𝑡 ∈ ℝ } (43.7)مبتقر  إذا وإذا فقط دققت انعمعة.  

ةتها قابتة و فقط إذا كيالات عي أن انعةلية ان وصننننننية ذات انقيةة المتو ننننننية عير ان ننننننفر ة تكون مبننننننتقر  إذاا   ان تيجة انوااننننننجة من هذا
 .(43.7)وت ا  ها اقس 

 
 (WSS) العمليات العشوائية المستقرة بالمعنى الواسع 1.5.7

 انقيةة المتو ننننية عير انعشننننوايية المفيد  )وأ ضنننناا ه اك انعد د من ان تايج في لامر ة الاحتةالات ان  تعتةد فقط عل  ت ا  ات المتجولات 
ت بننننيط عدد من هذه ان تايج انكم ننننيكية من أجل انعةليات ان وصننننية  وتعتةد هذه انت بننننييات فقط  صننننفر ة(. نلعةليات انعشننننوايية  يخّ 

 انتالي: عل  انقيةة المتو ية وانت ا ن نلعةلية انعشوايية بدلاا من الا تقرار انتام هذا  ؤدل إ  انتعر ف
;𝑍(𝑡)} تكون انعةلية انعشنننننوايية .2.5.7تعريف  𝑡 ∈ ℜ }  مبنننننتقر  بالمع  انوا نننننس(WSS) (0) إذا كيان]Z[E)] = 1t(Z[E 1 , وكيانt(ZK

, 0)2t –1(tZK) = 2t من أجل كيل 𝑡1, 𝑡2 ∈ ℝ. 
K𝑍(𝑡  ا أن تابس انت ا ن + 𝜏, 𝑡) نلعةلية المبننننتقر  بالمع  انوا ننننس WSS ل و هو فقط تابس نلةتجكتت تابس انت ا ن كيتابس لمتجول    نننن 

K𝑍(𝑡 بدلاا من K̃𝑍(𝜏) واحد فقط  أل + 𝜏, 𝑡)بذ  انفرق صنننننننننني ة انعمعة انفرد ة  الموجود اننننننننننةن   ثل المتجول انفردل ىأخر  ةات. بكل
,K𝑍(𝑡 . وبانتالي من أجل انعةلية المبتقر  بالمع  انوا س في صي ة انعمعة انث اييةزاحتذ الإ 𝜏) = K𝑍(𝑡 − 𝜏, 0) = K̃𝑍(𝑡 − 𝜏). 

  عد  مرات. بشكل خاص دع Tالمت اعد   قدار  sincانعةليات انعشوايية المعرفة كيتو عات نتوابس جرت م اعشة 
𝑉(𝑡) =∑𝑉𝑘  sinc (

𝑡 − 𝑘𝑇

𝑇
)

𝑘

 
(44.7) 

 في هي  ننلبننلة )بقيةة متو ننية صننفر ة( من المتجولات انعشننوايية الموزعة بشننكل متةاقل. كيةا هو مواننح  ,...}1V, 0V, 1–V{... , حيث
   انت ا ن المشتك لهذه انعةلية هو8.7 انعمعة

K𝑉(𝑡, 𝜏) = 𝜎𝑉
2∑sinc (

𝑡 − 𝑘𝑇

𝑇
)

𝑘

 sinc (
𝜏 − 𝑘𝑇

𝑇
) 

(45.7) 

𝜎𝑉 حيث
  :  مما  ؤدل إ  ان مر ة – t نع ار  عن تابس فقط نهو  أدلااه   كيةا هو م ذّ (45.7)اعةوع في إن . kV هي انت ا ن نكل 2
 إذا كيالات المتجولات انعشننوايية  ذن نمبننتقر  بالمع  انوا ننس. إاننافة  (44.7)انعةلية انعشننوايية في  إن (.sinc)توسااعات  2.5.7نظرية 

{𝑉𝑘; 𝑘 ∈ ℤ } و عي  تابس انت ا ن المت ا ر بانعمعة انعةلية هي مبتقر .تكون   وموزعة بشكل م تمي عوصية: 

K̃𝑉(𝑡 − 𝜏) = 𝜎𝑉
2 sinc (

𝑡 − 𝜏

𝑇
) (46.7) 

  كن تو يس مجالها وفس  (2T)/1    جال أ ا ي محدود إ u(t)س تاب ℒ2 من لامر ة الاعتيان  أل البرها :

𝑢(𝑡) =∑𝑢(𝑘𝑇) sinc (
𝑡 − 𝑘𝑇

𝑇
)

𝑘

 (47.7) 
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𝑡–𝜏) نتكون مباو ة u(t)من أجل أل عيةة معيا   اعتبر 
𝑇
  (47.7). وبانتعو ير في (

sinc (
𝑡 − 𝜏

𝑇
) =∑ sinc (

𝑘𝑇 − 𝜏

𝑇
)

𝑘

 sinc (
𝑡 − 𝑘𝑇

𝑇
) =∑ sinc (

𝜏 − 𝑘𝑇

𝑇
)

𝑘

 sinc (
𝑡 − 𝑘𝑇

𝑇
) (48.7) 

  1.4.7 ةانفرعي قر ف في ان أن انعةلية مبننتقر  بالمع  انوا ننس مس حانة ت ا ن مشننتك. كيةا هو م ذّ  ت ذّ  (45.7)بتعو ير هذه انعمعة في 
;𝑉(𝑡)} انعةليةتكون  𝑡 ∈ ℝ } عوصننية إذا كيالات المتجولات انعشننوايية }kV{  هذه انعةلية ان وصننية مبننتقر   فإن  1.5.7عوصننية. من ان مر ة

 غا مبتقر  بالمع  انوا س.كيو 
باحتةالات متبنننناو ة. هذا  وافس شننننكل ببننننيط  1    خذ انقيي ني ااق kVفيها كيل   كون sincحانة خاصننننة أخرى من تو ننننس  ن درس

 وا عاا  خذ مجالاا   كن أن   V(t)بذ لاقان انعي ة   t  في حذ من أجل عيي 1عت أن تكون  V(kT)المر لة. في هذه الحانة   PAMلموجة 
 تج عةلية مبتقر   ُ  kV نكن لا  كن أن تكون قابتة. بالمثل أل توزع متقيس نكلو   هذه انعةلية مبتقر  بالمع  انوا سلاعتبر  امن انقيي. نذ

 بالمع  انوا س نكن نيبت قابتة.
  بانرعي من المثال أعمه والا تعةال 109نيبت قابتة هامبتقر  بالمع  انوا س ونك  اجيجلا  وجد انعد د من ان ةاذج الهامة نعةليات 

 وا نننس الالاتشنننار لم نننيلح الا نننتقرار بالمع  انوا نننس. في انواعس  بنننت،دم مفهوم الا نننتقرار بالمع  انوا نننس نتوانننيح بعير ان تايج  ان  تعتةد
  اوتةل جعلها أ هل نلفهي.فقط عل  انقيةة المتو ية وانت ا ن المشتك نذن  من 

𝜎𝑉 ان وصي ا ت تاج لامرل ممتس. بافتاض أن sincح تو س  واّ 
2 > باحتةال  V(t) = 0   أل أن انعةلية نيبت عةلية عاد ة ان  فيها0

ما أن  شننننن،ص   انياعة المتوععة في انعةلية )م خوذ  عبر كيل ان من( لاغايية. نيل من ان نننننعت أن تق سt  بننننناول انواحد من أجل كيل عيي
 توابس انعي ة لهذه انعةلية لها  اعة عير محدود  باحتةال  بنننننناول انواحد. وهكذا من انبننننننهل انتعامل مس نماذج انضننننننجيج انثابتة  نكن توابس

توايجها. حتى أكيثر أهمية من مب نة انياعة انمغايية  نماذج انضجيج  نشكل الموجة ان  يخّ  ℒ2 انعي ة لهذه انعةليات لا ت بجي مس لامر ة
انثابتة تجعل الافتاانننننننات لا مبرر لها حول المااننننننني ان عيد جدا والمبنننننننتق ل. انبنننننننؤال الهام انذل عت أن  ير  هو إ  أل مدى تؤقر هذه 

 الافتااات عل  ان تايج في انوعت الحاار.
ان وصننننية. بل مس انعةليات المبننننتقر  ان  لها ا ننننتياعة قابتة خمل كيل انوعت  وبانتالي  sinc ننننس تو  خ ننننايصالمشننننكلة ه ا نيبننننت مس 

ببنننننننيط وم نوف.  تي اعتياع عةلية عشنننننننوايية ب بنننننننا ة في أل  ر قة مميةة. وهكذا   110 اعتها لاغايية. حل عةلي واحد لهذه المشنننننننكلة
مفهوم فت  زم ية أ ول بكثير من انفت  المفيد  نمت ننال. هذا عير دعيس جداا  ون انضننجيج قابت  فإلا ا لاع  ألا  قابت خمل إع دما لاقول 

 هوم نلعةلية المبتقر  المقتيعة.فنتشكيل هذا الم الآنانفعال  تي تيو ره الا تقرار 

 
 الفعالة WSS الاستقرار الفعال والعمليات العشوائية المستقرة بالمعنى الواسع 2.5.7

–] خمل اعال مبننننتقر  بشننننكل فعالتكون انعةلية انعشننننوايية )ذات عيةة متو ننننية صننننفر ة(  .3.5.7تعريف  𝑇0
2
,
𝑇0
2 إذا كيان الاحتةال  [

كيلها متضة ة في    +nt, ..., +2t, +1tو nt, ..., 1t تلاكياةا  لكي  +nt, ..., +2t, +1t هو لافب  نلفتات nt, ..., 1tالمشتك الم، ص نلفتات 
–] اعال 𝑇0

2
,
𝑇0
2 –] بشكل فعال خمل مبتقر  بالمع  انوا سهي و . [ 𝑇0

2
,
𝑇0
2 ,𝑡 من أجل  – tنننننننننن تابس فقط ن ,t(ZK( إذا كيان [ 𝜏 ∈ [– 𝑇0

2
,
𝑇0
2 ]. 

تكون انعةلية انعشننننوايية ذات انقيةة المتو ننننية عير ان ننننفر ة مبننننتقر  بشننننكل فعال )مبننننتقر  بشننننكل فعال بالمع  انوا ننننس( إذا كيالات انقيةة 
–]اعالاةن المتو ية قابتة  𝑇0

2
,
𝑇0
2 –] اةنواايرابالا مبتقر  بشكل فعال )مبتقر  بالمع  انوا س(   [ 𝑇0

2
,
𝑇0
2 ]. 

 عال من أجل كيل اعالاتعةلية مبنننتقر  بشنننكل فن ودودع  االم تتةثل في  ر قة ن يان أن انعةلية انعشنننوايية مبنننتقر  بالمع  انوا نننسثمة 
[– 𝑇0

2
,
𝑇0
2 كي ير  ببننننيية جداا و  يعية  بي ةا   0T  يعة هذا الحد ع دما ت نننن ح فإن   حالخيية وانتشننننيانوظايف من ع يل . من أجل عةليات [

                                                           
ذا/ ا ع نا/ الإثنان   آنفاً ،  مكن أن  كون مستق ا با معنى ا واسع و كن غ   ثاب/.  sinc، وا ذي، كما في توسعا/ الآخ  نثم  استثناء هام هو ا تداخل من ا مستخدم ن  109

 ج د جزء من ا ضج ج )بدلًا من وصفه بصو ة د  ق  كتداخل(،  تم عادة تجاهل عدم الاستق ا .حتى في هذه ا حا  ، إذا تم/ نمذج  ا تداخل على أنه م

−]خا ج ا مجال  t(g(ا موجودة في طا   ا ، تتلاشى g)t(تابع  ℒ2 خ  شاأع  هذه ا مشكل . من أجل أيآحل  ثم  110
T0

2
,
T0

2
،  ذ ك من ا بد هي أن  تلاشى تأث   0Tعندما  [

ي ا مجال ف ،على حد سواء ،بد ه اً و  اض اً  ،بد ه   أساس    ط ف   تجاهل ا مشكل .  كنها فشل/ زوّد. هذا  0Tعندما  𝑔(𝑡)𝑍(𝑡)𝑑𝑡∫ تابع ا خطي على ا نواتجهذه ا 
 ا ت ددي.
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 دعيس جداا. 0Tمن أجل لاتايج اعال انتددل  فإن ت قير محدود ة 
–] اننةن اعالمن أجل عةلية مبننتقر  بالمع  انوا ننس بشننكل فعال  𝑇0

2
,
𝑇0
2 –] اننةن   كون انت ا ن المشننتك [ 𝑇0

2
,
𝑇0
2  لمعامل واحد  اتابع [

K𝑍(𝑡, 𝜏) = K̃𝑍(𝑡 − 𝜏) من أجل 𝑡, 𝜏 ∈ [– 𝑇0
2
,
𝑇0
2 𝑡 أجل )من –0T كن أن تمتد من   – t حظ عل  كيل حال انلا. [ = −𝑇0

2
, 𝜏 = 𝑇0

2
 )

𝑡)من أجل  0Tإ   = 𝑇0
2
, 𝜏 = −𝑇0

2
). 

 
K̃𝑍(𝑡 وتابع بإزاح  واحدة , t(ZK( ا علا   ب ن تابع تبا ن مشت ك بإزاحت ن :4.7الشكل  − 𝜏)  من أجل عمل   فعا   مستق ة

𝑡 ثاب/ عند كل خط متقطع أعلاه. لاحظ أن، على سب ل ا مثال، ا خط ا ذي  ه , t(ZK(با معنى ا واسع .  كون  − 𝜏 = 3

4
𝑇0 

)K̃𝑍 .  ذ ك20T– < /و 20T > t/  ثح ), t(  وافق فقط ا زوج
3

4
𝑇0)  ا  اً أن  كون مساو  ةا ض و  ب  س K𝑍(

3

4
𝑇0, .  مكن أن (0

K̃𝑍(𝛼𝑇0) أنب بسهو  ،نتحقق  = K
𝑍
(𝛼𝑇0,  . > 1/2  م  أجل كل من (0

–] ةن اعالاتكون مبتقر  بشكل فعال  إغاد بتابس انت ا ن المشتك وانقيةة المتو ية  فأن انعةلية ان وصية تتجدّ  ا  𝑇0
2
,
𝑇0
2 إذا كيالات  [

 ر  بالمع  انوا س وبشكل فعال.قمبت
في ان ةوذج ونيل في هو بالأصل فرق  0T ننننننننننننننننالمبتقر  والمبتقر  بشكل فعال من أجل عيي كي ير  نلاحظ أن انفرق بذ انعةلية انعشوايية 

لضنننجيج في كيان ن    إذاالحالات الم ةذجة. إذا كيان ن ةوذجذ  نننلوك مختلف بشنننكل كي ير خمل فتات زم ية مهةة  أو بشنننكل أكيثر دد داا 
 .انتفكير في مب نة ان ةذجة ب كيةلها المااي ان عيد أو المبتق ل ت قير كي ير  فإلا  عت إعاد 

 
 التوابع الخطية للعمليات العشوائية المستقرة بالمعنى الواسع بشكل فعال 3.5.7

ت خذ م ننننننفوفة انت ا ن المشننننننتك عةوعة من انتوابس الخيية وتابس انت ا ن المشننننننتك لخرج المرشننننننح الخيي أشننننننكالاا أكيثر ببننننننا ة من أجل 
  .3.4.7 ةانفرعي فقر ان انعامة المدرجة في انوا س والمبتقر  بالمع  انوا س انفعانة من الأشكال المقابلة نلعةلياتانعةليات المبتقر  بالمع  

K̃𝑍(𝑡عةلية عشوايية مبتقر  بالمع  انوا س وبقيةة متو ية صفر ة ولها تابس ت ا ن مشتك  t(Z(نتكن  − 𝜏) من أجل 𝑡, 𝜏 ∈ [– 𝑇0
2
,
𝑇0
2 ]  

–] وان  لا تبننننننننننننننناول ان نننننننننننننننفر فقط في اعال ℒ2 توابستمثل مجةوعة من  t(ℓg), ..., t(2g), t(1g( فرض أنا 𝑇0
2
,
𝑇0
2 من أجل الحانة الم نوفة . [

∫ بانعمعة معي  mVي . افتض أن انتابس الخي=  0Tنلعةليات المبننننننتقر  بالمع  انوا ننننننس   كن أن لا خذ  𝑍(𝑡)𝑔𝑚(𝑡)𝑑𝑡
𝑇0 2⁄

−𝑇0 2⁄
 من أجل 

ℓ < m <1 المشتك .  عي  انت ا ن ]jV mV[E ع ديذ بانعمعة 

}[𝑉𝑚𝑉𝑗] = E [∫ 𝑍(𝑡)

𝑇0
2

−
𝑇0
2

𝑔𝑚(𝑡)𝑑𝑡 ∫ 𝑍(𝜏)𝑔𝑗(𝜏)𝑑𝜏
∞

−∞

]                 
 

= ∫ ∫ 𝑔𝑚(𝑡)

𝑇0
2

−
𝑇0
2

𝑇0
2

−
𝑇0
2

𝐾𝑍(𝑡 − 𝜏)𝑔𝑗(𝜏)𝑑𝜏𝑑𝑡 
(49.7) 

,𝑡 لاحظ أن هذه انعمعة تعتةد عل  انفروعات فقط ع دما 𝜏 ∈ [– 𝑇0
2
,
𝑇0
2 مبنننننننتقر  بالمع  انوا نننننننس بشنننننننكل فعال.  {Z(t)}   أل  حيث[

 لا تباول ان فر.  t(mg( عل   لوك انعةلية خارج اعال حيث mV لا ا لا لاتوعس أن تعتةدإهذا نيل مبت رباا  حيث 



 العمليات العشوائية والضجيج

202 
 

 المرشحات الخطية للعمليات العشوائية المستقرة بالمعنى الواسع بشكل فعال 4.5.7

;𝑍(𝑡)}  افتض أن انعةلية انعشوايية 𝑡 ∈ ℝ } تمرر عبر مرشح عير مت ير زم ياا وانذل ن  ا تجابة لا ضيةh(t) هي ℒ2.   ّت الإشار  كيةا تم
;(𝜏)}  كون خرج المرشح عةلية عشوايية 28.7في  𝜏 ∈ ℝ } تعي  بانعمعة 

𝑉(𝜏) = ∫ 𝑍(𝑡)ℎ(𝜏 − 𝑡1)𝑑𝑡1

∞

−∞

 

 V(t)هو انت ا ن المشننننننننننتك نلتوابس الخيية  t, تقيية  ع د  . تابس انت ا ن المشننننننننننتك  تيّ  ع ار  عن تابس خيي لأجل كيل V() لاحظ أن
 ت انتكامل وانتقارب نجد أنات. بإهمال مبايل مر V()و

K𝑉(𝑡, 𝜏) = ∫ ∫ ℎ(𝑡 − 𝑡1)
∞

−∞

∞

−∞

K𝑍(𝑡1, 𝑡2)ℎ(𝜏 − 𝑡2)𝑑𝑡1𝑑𝑡2 (50.7) 

;𝑍(𝑡)} أنافتض في ان دا ة  𝑡 ∈ ℝ } 2(قر  بالمع  انوا ننننس في المع  انتقليدل. و  كةن ا ننننت دال تمبننننt, 1t(ZK نننننننننننننننننننب K̃𝑍(𝑡1 − 𝑡2) .
𝑡2 نب t1  )أل s نب 2t – 1t وبا ت دال + 𝑠.)  

K𝑉(𝑡, 𝜏) = ∫ [∫ ℎ(𝑡 − 𝑡2 − 𝑠) K̃𝑍(𝑠)
∞

−∞

𝑑𝑠]
∞

−∞

ℎ(𝜏 − 𝑡2) 𝑑𝑡2 

  +   بن 2tوبت د ل 

K𝑉(𝑡, 𝜏) = ∫ [∫ ℎ(𝑡 − 𝜏 − 𝜇 − 𝑠) K̃𝑍(𝑠)
∞

−∞

𝑑𝑠]
∞

−∞

ℎ(−𝜇)𝑑𝜇 
(51.7) 

;𝑉(𝑡)} . هذا  ع  أن – t نننننننننتابس فقط ن , t(VK( وهكذا فإن 𝑡 ∈ ℝ }   ة مرار عةليإ  تج  انوا س. وهذا نيل مفاجئاا أنمبتقر  بالمع
 قوابت عير مت ير  زم ياا عةلية عشوايية أخرى مبتقر  بالمع  انوا س.  لعشوايية مبتقر  بالمع  انوا س عبر مرشح خيي ذ

;𝑍(𝑡)} إذا كيالات 𝑡 ∈ ℝ }  فإن  1.4.7عةلية عوصنننننية  ع ديذ  من ان مر ة {𝑉(𝑡); 𝑡 ∈ ℝ } ن انعةلية إ ضننننناا عةلية عوصنننننية. وحيث أ
 أ ضاا عةلية عوصية مبتقر . V(t)عةلية عوصية مبتقر   فإن  Z(t)ان وصية تتجدد بتابعها انت ا   المشتك    تج أن إذا كيالات 

ية نت فيذ انعةليات المذكيور  أعمه بع ا ة خمل فت  زم ية لاغايية الآنيةغن نيل ند  ا   أن الآن. بدلاا من ذن  لافتض 111انر ااننننننننننننننن
{𝑍(𝑡); 𝑡 ∈ ℝ } مبتقر  بالمع  انوا س وبشكل فعال خمل اعال [– 𝑇0

2
,
𝑇0
2 أعمه محدود   h(t). كيةا   فتض أ ضاا أن الا تجابة ان  ضية [

|𝑡| من أجل h(t) = 0محدود   فإن  Aزم ياا  ع  ألا   > 𝐴 . 
;(𝑡)}  نتكن .3.5.7نظرية  𝑡 ∈ ℝ }مبننننننننننتقر  بالمع  انوا ننننننننننس وبشننننننننننكل فعال خمل اعال [– 𝑇0

2
,
𝑇0
2 ℒ وأن ند  ا تابس عي ة انذل هو [

2
 

–]خمل اعنننال 𝑇0
2
,
𝑇0
2 ℒهي دخنننل المرشنننننننننننننننح مس Z(t) بننناحتةنننال  بنننننننننننننننننناول انواحننند. دع  [

2
 ذو الا نننننننننننننننتجنننابنننة ان  ضنننننننننننننننينننة اوننندود  زم يننناا   

{ℎ(𝑡); [−𝐴, 𝐴] → ℝ}. و من أجل 𝑇0
2
> 𝐴فإن عةلية الخرج انعشنننننننننوايية    {𝑉(𝑡); 𝑡 ∈ ℝ }اعال تكون مبنننننننننتقر  بالمع  انوا نننننننننس خمل 

[– 𝑇0
2
+𝐴,

𝑇0
2 −𝐴] وتابس عي الا خمل اعال  [– 𝑇0

2
+𝐴,

𝑇0
2 −𝐴]هو ℒ

2
  باحتةال  باول انواحد. 

ℒ هي 𝓏(𝑡) وافتض أن Z(t) تمثل تابس عي ة من 𝓏(𝑡) دع البرها :
2

–] خمل اعال  𝑇0
2
,
𝑇0
2 𝓋(𝜏) . دع[ = ∫ 𝓏(𝑡)ℎ(𝜏 − 𝑡)𝑑𝑡  تمثل

𝜏 من أجل كيل 𝓋(𝑡) انقيةة الموافقة لخرج المرشنننننننننننننننح. تتجدد عيةة ∈ [– 𝑇0
2
+𝐴,

𝑇0
2 −𝐴] ةابو ننننننننننننننن   𝓏(𝑡)في اعال 𝑡 ∈ [– 𝑇0

2
,
𝑇0
2 وبانتالي إذا  [

𝓏0(𝑡) ننننننننننننننب 𝓏(𝑡) ا ت دن ا = 𝓏(𝑡) rect [𝑇0] فإن خرج المرشح  ون قل 𝓋0(𝜏) نننننننننننننن يكون مباو اا ن 𝓋(𝜏) من أجل 𝜏 ∈ [– 𝑇0
2
+𝐴,

𝑇0
2 −𝐴] .

ℒ هو 𝓏0(𝑡) انتننابس اونندود زم ينناا 
1

ℒ وكيننذننن  
2

�̂�0(𝑓) انندهننا  ون قننل �̂�0(𝑓) هننذا  ع  أن دو ننل فور ينن  . ≤ 𝐵 من أجننل كيننل  fننا أن  . 
�̂�0(𝑓) = �̂�0(𝑓)ℎ̂0(𝑓) لارى 

 ∫|�̂�0(𝑓)|
2𝑑𝑓 = ∫|�̂�0(𝑓)|

2|ℎ̂0(𝑓)|
2
𝑑𝑓 ≤ 𝐵2 ∫|ℎ̂(𝑓)|

2
𝑑𝑓 < ∞ 

                                                           
ب  ة س عن ا علا   ب ن فت ة غ   محدودة وفت ة كالأكث  أهم   أنه   س  د نا أي مب    نمذج  عمل   خلال فت ة زمن   غ   محدودة. لاحقاً، ومع ذ ك، بعد بناء بعض ا حد 111

 جداً،  مكننا استخدام أبسط ا معادلا/ ا مقابل   لفت ا/ غ   ا محدودة.
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ℒ   هو𝓋0(𝑡) وكيذن  أ ضنناا  �̂�0(𝑓) أن هذا  ع  أن
2

–]  إ  𝓋0(𝑡) ن ع دما  قتيس. الآ 𝑇0
2
+𝐴,

𝑇0
2 −𝐴] كون مبنناو اا  𝓋(𝜏) نن المقتيس 

[– 𝑇0
2
+𝐴,

𝑇0
2 −𝐴]  اعتياع لاب،ة من  نذن 𝓋(𝜏) عيي  ℒ

2
–] ننننننننننن  المقتيعة ن{V(t)} ننننننننننن. وهكذا توابس انعي ة ن 𝑇0

2
+𝐴,

𝑇0
2 −𝐴] هي ع ار  عن ℒ

2
 

 باحتةال مباول انواحد.
;𝑍(𝑡)} أخيراا  حيث 𝑡 ∈ ℝ } ننننننننننننننننننننننننن كن اعتياعها ن [– 𝑇0

2
,
𝑇0
2  ن كن اعتياع  ن 2t, 1t(ZK( بدون لاقص بشننننننننننكل عام    تج عن هذا أن [

𝑡1, 𝑡2 ∈ [–
𝑇0
2
,
𝑇0
2 ,𝑡 وهكذا من أجل .[ 𝜏 ∈ [– 𝑇0

2
+𝐴,

𝑇0
2 −𝐴]  (50.7)ت  ح المعادنة 

K𝑉(𝑡, 𝜏) = ∫ ∫ ℎ(𝑡 − 𝑡1)

𝑇0
2

−
𝑇0
2

𝑇0
2

−
𝑇0
2

K̃𝑍(𝑡1 − 𝑡2) ℎ(𝜏 − 𝑡2)𝑑𝑡1 𝑑𝑡2 
(52.7) 

–] مبتقر  بالمع  انوا س وبشكل فعال خمل اعال V(t) أن (51.7)و (50.7) المعادلات م اعشة المعادلات ت ذّ  𝑇0
2
+𝐴,

𝑇0
2 −𝐴] . 

 ن ا ان مر ة أعمه  بالإانننننافة ن تيجة انعةلية المبنننننتقر  بالمع  انوا نننننس وبشنننننكل فعال  عن انتوابس الخيية  أن ان تايج حول انعةليات ت ذّ 
لا  حالمبننتقر  بالمع  انوا ننس  كن ا ننت،دامها خمل فتات محدود . ان تيجة في هذه ان مر ة عن فت  الا ننتقرار انفعال  تي إلاقاصننها بانتشنني

شح ر   ي أن تكون مبت ربة كيثيراا. إذا عة ا باعتياع انعةلية  ومن و تمر رها عبر المرشح  فإن المرشح  وف   ثر ت قير الاعتياع. من أجل م  
 . عرض محدود  نكن كيةا  فتض ه ا   كون هذا الالاتثار محدوداا  لذ

أعمه أكيبر بكثير من أل مد  أخرى مهةة  وفي واعس الأمر  0Tمفهوم الا تقرار )أو الا تقرار انفعال( كيان ن  مع  كي دا  نمذجة حيث 
 . نتكون انعةلية مبتقر نوجود علس وااح حول المد  انمزمة  مبرر حيث لا

انضجيج  كن  تاالموجات المر لة عةلي يه هبشكل أ ا ي ألا   كن أن  كون ند  ا كيعكة وأكيل اها أ ضاا . هذ تخبرلاا ان مر ة أعمه.
ℒ مما  بنننننننننةح با نننننننننت،دام كيل من الحل انبنننننننننليي ولامر ةأن تقتيس  

2
ونكن في انوعت لافبننننننننن  رؤى حول الا نننننننننتقرار لا   ال من المةكن   

–] بشكل أكيثر دعةا  كيعةليات مبتقر   بدون تخ يص أل فت  محدد    كن نمذجة انعةليات انعشوايية. الاعتةاد عليها 𝑇0
2
,
𝑇0
2 نم تقرار  [

 ن عل  أغا لابخ مقاربة من عةليات محدود  المد . كن ان مر إنيها الآ انفعال  لأن انعةليات المبتقر 
قتيعة عل  شنننكل انعةلية الم . تمثلماأعةس عن انعةليات المبنننتقر  بالمع  انوا نننس المقتيعة في مجال  دليما  A7.3و A7.2 حستعيي المم

ون دواانننننجاا عةا  نننننيجدث ع دما   داد حجي اعال ب هذا  عيي تفبنننننيراا  معاممت.بوصنننننفها  نننننم نننننل فور ي  ذات متجولات عشنننننوايية 
-Karhunenو س خر نعةلية الاعتياع هو تآ عيي تفبيراا وااجاا عن ت قير زمن الاعتياع عل  اعال انتددل. ه اك تقر ت  حدود  وأ ضاا 

Loeve   ّ4م اعشت  في الملجس  انذل  تتي.A7. 
 
 الاستقرار والعمليات المستقرة بالمعنى الواسع في المجال الترددي  6.7

الا نننننتقرار وانعةليات المبنننننتقر  بالمع  انوا نننننس ذات انقيةة المتو نننننية ان نننننفر ة وبشنننننكل خاص انعةليات ان وصنننننية  عان اا ما  ُ مر إنيها 
–] بالمع  انوا س بشكل فعال خمل اعالعةلية مبتقر   بشكل أكيثر تعةقاا في اعال انتددل مما هو في مجال ان من. 𝑇0

2
,
𝑇0
2 لها تابس ت ا ن  [

.  كن ان مر إ  انعةلية المبتقر  بالمع  انوا س كيعةلية مبتقر  بالمع  انوا س وبشكل ]0T, 0T[ معرف خمل K̃𝑍(𝜏) مشتك  تجول واحد
–] .  اعة مثل هذه انعةلية  المقتيعة إ  اعال0T فعال من أجل كيل 𝑇0

2
,
𝑇0
2   نكن انت ا ن المشننننننتك   نننننن ح من انبننننننهل 0T ت داد خيياا مس [

ℒ افتض فيةا  لي أن هذا انت ا ن المشنننننتك اودد هو.   0T تعر ف  خمل مجال أكيبر وأكيبر حيث
2

أن  بنننننت عد أل نكن  . هذا لا   دو
 معمي انعةليات المراية. 

كي ير  ندرجة كيافيةة   0Tفي ان دا ة لاتيلس عل  انتوابس الخيية والمرشنننننننننجات الخيية  بإهمال المبنننننننننايل الحد ة وعضنننننننننا ا انتقارب وافتاض أن 
ℒو  شبر إ  انعةليات انعشوايية عل  أغا مبتقر   و  جافظ عل  افتاض 
2

  توابس عي ة. 
;𝑍(𝑡)}  متو نننننننننية صنننننننننفر ةمن أجل عةلية مبنننننننننتقر  بالمع  انوا نننننننننس وذات عيةة  𝑡 ∈ ℝ}وℒ

2
    افتض انتابس الخييg(t) حقيقية تابس 

V =  g(t)Z(t) dt (49.7). من  
E [𝑉2] = ∫ 𝑔(𝑡) [∫ K̃𝑍(𝑡 − 𝜏)𝑔(𝜏)

∞

−∞
𝑑𝜏]𝑑𝑡

∞

−∞
 

(53.7) 
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= ∫ 𝑔(𝑡)[K̃𝑍 ∗ 𝒈](𝑡)𝑑𝑡
∞

−∞

           (54.7) 

K̃𝑍 حيث تشنننير ∗ 𝒈  ي إ  K̃𝑍(𝑡) و)t(gدع . )f(ZS ننننننننننننننننننتمثل دو ل فور ي  ن K̃𝑍(𝑡)بنننة  .  )f(ZS  انكثافة انييفية نلعةلية المبنننتقر 
{𝑍(𝑡); 𝑡 ∈ ℝ }و ا أن . K̃𝑍(𝑡) هي ℒ

2
ℒ لها هو أ ضننننننناا  فور ي حقيقية ومتةاقلة  فإن دو ل  

2
 حقيقية ومتةاقلة  وكيةا  ننننننن رى فيةا بعد   

0 > )f(ZS أن  . وكيةا   رى أ ضاا)f(ZS ع د كيل تردد f  .ت و لها عل  أغا الا تياعة نكل وحد  تردد 
𝜃(𝑡) أن بفرض = [K̃

𝑍
∗ 𝒈](𝑡) ع ار  عن  ي K̃𝑍 وg نإ. وحيث ZK وg حقيقيان  تكون )t( أ ضننننننننننننننناا حقيقية وبانتالي =  )t(

*( t)   با ت،دام لامر ة بار يفال من أجل دو ل فور ي . 
E [𝑉2] = ∫ 𝑔(𝑡)𝜃∗(𝑡)𝑑𝑡 = ∫ �̂�(𝑓)

∞

−∞
�̂�
∗
(𝑓)𝑑𝑓

∞

−∞
 

)  ا أن t) تمثل  ي K̃𝑍 وg  لارى أن �̂�(𝑓) = S𝑍(𝑓)�̂�(𝑓) وهكذا . 
E [𝑉2] = ∫ �̂�(𝑓)𝑆𝑍(𝑓)�̂�

∗(𝑓)𝑑𝑓 = ∫ |�̂�(𝑓)|2
∞

−∞
𝑆𝑍(𝑓)𝑑𝑓

∞

−∞
 

(55.7) 

E  لاحظ أن [𝑉2] ≥ ℒ من الحقيقيننة g(t) وهننذا   ي س عل  كيننل توابس0
2

نيُجقس  �̂�(𝑓)تننابس حقيقي تقينند انتجو ننل  g(t) . حقيقننة أن
�̂�(𝑓) = �̂�∗(−𝑓)وبانتالي   |�̂�(𝑓)| = |�̂�∗(−𝑓)| من أجل كيل عيي  fموانننننننننننننننوع هذا انتقييد وتقييد أن .  |�̂�(𝑓)|هو ℒ

2
 اختيار  كن  

|�̂�(𝑓)|  كي ل تابس ℒ
2

ℒ حبننننت وجود f  < 0 بشننننكل اعت ا ي من أجل �̂�(𝑓) . وبير قة أخرى  كن اختيار
2

 f–(ZS=  )f(ZS( أن  ا. و 
 :كيةا  لي  (55.7) كن إعاد  كيتابة 

E [𝑉2] = ∫ 2|�̂�(𝑓)|2
∞

0
𝑆𝑍(𝑓)𝑑𝑓 

𝑓 من أجل كيل f(ZS( < 0 اعت ا ية   تج أن |�̂�(𝑓)|وأن  02V[E < [ و ا أن ∈ ℝ. 
هو  f(ZS( الخمصنننننة ه ا هو أن انكثافة انييفية لأل عةلية عشنننننوايية مبنننننتقر  بالمع  انوا نننننس عت أن تكون ذات عيةة موج ة.  ا أن

   هذا  ع  أن الخاصية الهامة لأل تابس ت ا ن مشتك  تجول واحد هي أن ن  دو ل فور ي  موجت.K̃𝑍(𝑡) ندو ل فور ي  ن
ℒ تابس حقيقي من t(g( حيث mg =  mV)dt) t(Z )tنيكن فيةا  لي  

2
  (49.7) . منm 2 ,1 = جللأ 

E[𝑉1𝑉2] = ∫ 𝑔1(𝑡)
∞

−∞
[∫ K̃𝑍(𝑡 − 𝜏)𝑔2(𝜏)𝑑𝜏
∞

−∞
]𝑑𝑡 (56.7) 

= ∫ 𝑔1(𝑡) [K̃𝑍 ∗ 𝒈2](𝑡) 𝑑𝑡
∞

−∞

 
(57.7) 

𝜃(𝑡)نتكن و  m 2 ,1 =من أجنل  t(mg( ننننننننننننننننننننننننننننننع نار  عن دو نل فور ين  ن �̂�𝑚(𝑓) نيكن = [ K̃𝑍 ∗ 𝒈2](𝑡) هي  ي K̃𝑍 2وg . ونيكن
 �̂�(𝑓) = 𝑆𝑍(𝑓) �̂�2(𝑓)وكيةا كيان من ع ل  ند  اادو ل فور ي  له . 

 E[𝑉1𝑉2] = ∫ �̂�1 (𝑓)�̂�
∗(𝑓)𝑑𝑓 = ∫ �̂�1 (𝑓)𝑆𝑍(𝑓)�̂�2

∗(𝑓) 𝑑𝑓 (58.7) 

  ىأخر ةات بكل .02V1V[E = [   ع ديذ�̂�2(𝑓)و �̂�1(𝑓)  وجد أل تداخل في انتدد بذ ا كيان لاذه اك مي   رايعة نلعمعة أعمه. إ
أل تابعذ خييذ خمل مجالات تردد ة مختلفة عير متابيذ. إذا كيالات انعةلية عوصية  ع ديذ من أجل أل عةلية مبتقر  عت أن  كون 

ن هذا صجيح ب با ة إ تكون انتوابس الخيية مبتقلة. هذا  ع  بانواعس أن انضجيج ان وصي خمل مجالات مختلفة عت أن  كون مبتقما.
 لا تقرار انفعال.با. في تفبير هذه انماهر  ان امضة  وخاصة فيةا  تعلس A7.3لألا  بب ت الا تقرار  ثير اندهشة.  باعدلاا الملجس 

𝜙𝑚(𝑡);𝑚}  بعد ذن   دع ∈ ℤ}  نتكنو  المبنننننننننننننننت مةةمجةوعة من انتوابس الحقيقية المتعامد �̂�𝑚(𝑓)  هي اعةوعة المقابلة من دو مت
𝑉𝑚 بافتاض أن فور ي . = ∫𝑍 (𝑡)𝜙𝑚(𝑡)𝑑𝑡  كيةا  لي  (58.7)ت  ح: 

E[𝑉𝑚𝑉𝑗] = ∫ �̂�𝑚 (𝑓)𝑆𝑍(𝑓)�̂�𝑗
∗
(𝑓) 𝑑𝑓 (59.7) 

𝜙𝑚(𝑡);𝑚} بننننننننننننت مةةذا كيالات مجةوعة من انتوابس المتعامد  المإ ∈ ℤ} اننننننننننننةن مجال ترددل ما  وإذا كيالات )f(ZS  قابتة  ون قل بقيةة
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/20N   ع دهافي ذن  اعال 
E[𝑉𝑚𝑉𝑗] = 𝑁0/2∫ �̂�𝑚 (𝑓) �̂�𝑗

∗
(𝑓) 𝑑𝑓 (60.7) 

∫ند  ا ة لامر ة بار يفال نتجو مت فور ي   ابو  �̂�𝑚 (𝑓)�̂�𝑗
∗(𝑓)𝑑𝑓 = 𝛿𝑚𝑗  وبانتالي 

E[𝑉𝑚𝑉𝑗] =
𝑁0
2
𝛿𝑚𝑗  

(61.7) 

لآن  ومس ذن   فةن المةكن تفبننننننننننير مع  انكثافة انييفية نعةلية ا في انقبنننننننننني انتالي. 20N/ ر انثابت ان ر ت لاوعاا ماو ننننننننننوف لافبننننننننننّ 
 مقيد  في 𝜙1(𝑡) افتض أن cf من انتددات حولخمل مجال انننننننيس  cf(ZS( مبنننننننتةر وقابت تقر  اا بقيةة ZS)f( انضنننننننجيج. افتض أن
∫ وبانتالي  كون ت ا ن انتابس الخيي ذن  اعال انضنننننننيس. 𝑍(𝑡)𝜙1(𝑡) 𝑑𝑡

∞

−∞
في بعير المع   cf(ZS( خرآ. وبكمم ZS)cf( تقر  اا  اا مبننننننناو  

 أبعد..  فبر انقبي انتالي ذن  إ  حد cf الأ ا ي  ثل  اعة انضجيج نكل درجة من الحر ة ع د انتدد

 
 الأبيض  الضجيج الغوصي 7.7

خر إ  آ كن نمذجة عةليات انضننجيج انفي  ايية في أعلت الأحيان كيعةليات مبننتقر  بقيةة متو ننية صننفر ة  وعوصننية. ه اك ت بننيط 
نفاصننل بذ هذه ا هو أن انت ا ن المشننتك بذ انضننجيج خمل فتتذ  تمشنن  ببننرعة كيلةا ازداد  كون معقولاا. هذا حد أبعد انذل عان اا ما

انفتات. اعال انذل خمن  هذا انت ا ن المشننننتك بشننننكل ملجو  لا  بنننناول ان ننننفر  كون عان اا صنننن يراا جداا بان بنننن ة نلةجالات ان  تت ير 
  . = 0   دو وكي لا  لا ضة ع ير  المد  حولK̃𝑍(𝜏) خملها الإشار  بشكل كي ير. هذا  ع  أن تابس انت ا ن المشتك 

∫ من لامر ة ان مي الخيية أنغن لاعلي  K̃𝑍(𝑡 − 𝜏)𝑔(𝜏) 𝑑𝜏 نننننننننننننن  كون مباول نg(t) إذا كيان K̃𝑍(𝜏)  ع ار  عن ان  ضة انواحد ة. أ ضاا
. و تتت عل  ذن  ألا  ع د g(t) مبنناحة انوحد  وهو لا ضننة اننيقة بان بنن ة نت يرات K̃𝑍(𝜏) ننننننننننننننننننإذا كيان ن g(t) هذا انتكامل  بنناول تقر  اا 

 (56.7)لافل انمروف ت  ح المعادنة 
E[𝑉1𝑉2

∗
] = ∫∫𝑔1(𝑡) K̃𝑍(𝑡 − 𝜏)𝑔2(𝜏)𝑑𝜏 𝑑𝑡

𝜏𝑡
≈ ∫𝑔1(𝑡)𝑔2(𝑡) 𝑑𝑡 

(62.7) 

تجدد من ع ل وابس ذات الأهمية  فإن  نننننننلوكي  بان بننننننن ة لهذه انتوابس  تهذا  ع  ألا  إذا كيان تابس انت ا ن المشنننننننتك انننننننيقاا جداا بان بننننننن ة نل
خر   كن ان مرنتابس انت ا ن المشنننتك كي  ضنننة دفعية ذات  يلة محدد . لاشنننير إ  انعةلية انعشنننوايية المبنننتقر  بالمع  انوا ننس آمبننناحت . بكمم 

. و يلس عل  المبننناحة دت تابس انت ا ن المشنننتك ا ننني (WGN) ضنننجيج الأبيير ان وصنننينباوان  لها مثل تابس انت ا ن المشنننتك انضنننيس هذا 
,𝑔1(𝑡) نذن  من أجل انتوابس .20N/ و رم  لها بانرم  WGN انييفية نلضجيج الأبيير ان وصيانكثافة أو  انكثافة 𝑔2(𝑡), . . ℒ ننننننننننننننننن ,.

2
في  

;𝑊(𝑡)} ننننننننننننننننننننننننننننننالمشننننننننننننننننننننار إنينننننن  ب WGNيننننننة  ومن أجننننننل همالأ لال ذاعنننننن 𝑡 ∈ ℝ }  20/ انكثننننننافننننننة لذN نلةتجول انعشنننننننننننننننوايي  كون 
𝑉𝑚 = ∫𝑊(𝑡)𝑔𝑚(𝑡) 𝑑𝑡 انت ا ن انتالي 

E [𝑉𝑚
2
] = 𝑁0 2⁄ ∫𝑔

𝑚
2 (𝑡) 𝑑𝑡 (63.7) 

 انت ا ن المشتك mVو jVوبشكل مماقل   كون نلةتجولات انعشوايية 
E[𝑉𝑗 𝑉𝑚] = 𝑁0 2⁄ ∫𝑔𝑗(𝑡)𝑔𝑚(𝑡) 𝑑𝑡 

(64.7) 

  عوصية مشتكية. 2V, 1V... , أ ضاا تكون
تمثل  t(W(  المبنننننننننننننت مةة ولادعع ار  عن مجةوعة من انتوابس المتعامد   𝜙𝑗(𝑡) أن لادع (64.7)و (63.7)الحانة الخاصنننننننننننننة الأكيثر أهمية من 

𝑉𝑚 . دع20N/ كيثافت   اا أبيير عوصي اا اجيج = ∫𝜙𝑚(𝑡) 𝑊(𝑡) 𝑑𝑡 كون (64.7)و (63.7) و من  
E[𝑉𝑗𝑉𝑚] = (𝑁0 2⁄ )𝛿𝑗𝑚 (65.7) 

أل  دلانةبفهي ت ص عل  ألا  إذا أمَكن نمذجة انضنننننننجيج كيضنننننننجيج أبيير عوصننننننني. و ع دما  تي تمثيل انضنننننننجيج  .هذه معادنة هامة
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أل  بدلانةثل الإشارات . نذن   كن أن نمُ (iid) تكون المتجولات انعشوايية ان اتجة مبتقلة وموزعة بشكل متةاقل مُبت مَي تو س متعامد 
لافل انتو ننس  وان اتج هو متجول عشننوايي عوصنني مبننتقل وموزع دلانة ب WGN ثل انضننجيج ان وصنني الأبييرتو ننس متعامد اعت ا ي  ونمُ 

 بشكل متةاقل.
ن معاممت عةلية انضننجيج الأبيير ان وصنني في أل تو ننس متعامد معيرا هي عوصننية ومبننتقلة وموزعة بشننكل متةاقل  فإلا  من إحيث 

 انشايس أ ضاا الإشار  إ  انشعاع انعشوايي ان وصي المبتقل والموزغ بشكل متةاقل كيضجيج أبيير عوصي.
𝑁0) تقر  اا   اا مبننننننننننناو  t(WK( إذا جعل ا 2⁄ )𝛿𝑗𝑚  بنننننننننننننننننننننننننننانكثافة انييفية  تقُرَّب S𝑾(𝑓) = 𝑁0 إذا ركي لاا اهتةام ا عل  مجال محدد من . ⁄2

;𝑊(𝑡)}  قابتة خمل ذن  اعال. وفي هذه الحانة  S𝑾(𝑓) كونانتددات  و  نننننننننن هتي بِ  𝑡 ∈ ℝ}  كن تمثيل  كيضننننننننننجيج أبيير خمل ذن 
𝑁0 مبننننننننننننننناو ةبحيث تكون  S𝑾(𝑓) 112وإذا كيان هذا هو اعال المهي فقط   ك  ا نمذجة اعال. في أل مكان  في هذه الحانة ان ةوذج  ⁄2

𝑁0) الموافس نتابس انت ا ن المشتك هو 2⁄ )𝛿(𝑡). 
انقارئ اندعيس أن انضننجيج الأبيير ان وصنني لم  تي تعر ف  بشننكل حقيقي. مايخ عون   في المضننةون  هو ألا  إذا كيالات عةلية  ننيمحظ 

افة انييفية مشنننتك انننيس جداا بان بننن ة نت يرات أيس انتوابس المفيد   أو أن انكثعوصنننية مبنننتقر  وذات عيةة متو نننية صنننفر ة لها تابس ت ا ن 
هي  20N/ حيث  20N/ ذات انقيةة انثابتة خمل اعال انتددل المفيد  و لابنننتييس أن لا ذ أن تابس انت ا ن المشنننتك هي لا ضنننة دفعية زم ية

 𝑊(𝑡) انعةلية انعشنننوايية  لا كن أن  كون ه اك أل عةلية عشنننوايية عوصنننية خمل اعال المفيد. نبنننوء الحظ  وفقاا نتعر ف S𝑾(𝑓) عيةة
K̃(𝑡) لها تابس ت ا ن مشنننتك هو = (𝑁0 2⁄ )𝛿(𝑡)وانبننن ت في هذه المشنننكلة هو أن . E[𝑊2(𝑡)] = K𝑾(0)ك  ا أن لافبنننر  . K𝑾(0)  إما
لا  كن أن  كون المتجول انعشنننوايي )عل  انرعي من ألا ا  كن أن لافكر في  W(t)  انير قتذ  ونكن في ال من أن  كون عير معرف أو 

 (.ألا    خذ فقط انقيي زايد أو لااعص 
   مر علةاء انر ااننيات إ  انضننجيج الأبيير ان وصنني كيعةلية عشننوايية معةةة  في لافل المع  انذل   مر في  نل  ضننة اندفعية انواحد ة

( t)   ان  ضننننة اندفعيةكيتابس عام.هذا هو  تابس ( t) لا   مر إني  كيتابس عادل   خذ انقيةة صننننفر من أجل t  0 وانقيةة  ع دما t = 0. 
∫  حيثg(t)خر  تت نننننرف عل  غو أفضنننننل لآبدلاا من ذن    مر إني  من حيث ت قيره عل  ا 𝑔(𝑡)𝛿(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑔(0)

∞

−∞
. ب فل انير قة  لا  

  ألا  عةلية إني  عل المتجولات انعشنننننننننننننوايية ع د كيل فت  من ان من. بدلاا من ذن    مر  مر إ  انضنننننننننننننجيج الأبيير ان وصننننننننننننني من حيث 
  وان  (64.7)و (63.7)عشنننوايية عامة ذات عيةة متو نننية صنننفر ة لها توابس خيية عوصنننية مشنننتكية وان  لها ت ا ن وت ا ن مشنننتك معيا  في 

 .)t(/2)0N( ت ا  ها المشتك  ؤخد نيكون
عت عل  المه د ننذ ان مر إ  انضننجيج الأبيير ان وصنني في  ننياق عرض اعال انكلي وانفتات ان م ية المفيد   حيث انعةلية مبننتقر  

قابتة   ابشكل فعال خمل اعال ان م  ولها كيثافة  يفية قابتة اةن اعال المفيد. وفي هذا انبياق   كن ان مر إ  انكثافة انييفية عل  أغ
 .(64.7)و (63.7) تابس انت ا ن المشتك كي  ضة دفعية  و كن ا ت،دام وإ 

انفرق بذ وجهة ان مر اله د ننننية ووجهة ان مر انر ااننننية هو أن وجهة ان مر اله د ننننية تبننننت د إ  إ ار فت  معي ة وعرض اعال انتددل 
ن انقول تعار ف وعةليات انتجد د ان  من خملها ان مر ات  كالمفيد  بي ةا تبننننننننننننت د وجهة ان مر انر ااننننننننننننية إ  مجةوعة دعيقة جداَ من ان

ل  ع دون دد د وااننننننننح نلبننننننننياق عل  انرعي من أن انقدر  عل  إق ات ان مر ات دون إبداء انبننننننننياق ممك ة  وأل تي يس عت أن  بننننننننت د
 انبياق.

 

 

 

 

 

                                                           
 كما  بدو هذا   س واضحاً، وسوف تتم منا شته من ح ث نظ    لا علا    ها با موضوع في ا فصل ا تا ي 112
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 كتقريب للضجيج الغوصي الأبيض sincتوسع  1.7.7

𝑍(𝑡) انعةلية 2.5.7عاتت ان مر ة  = ∑ 𝑍𝑘𝑘 sinc(𝑡−𝑘𝑇
𝑇
;𝑍(𝑘)} حيث كيل متجول عشننننننننننوايي ( 𝑘 ∈ ℝ} وموزع  هو متجول مبننننننننننتقل

,𝒩(0بشنننننننننننننننكل متةاقل و 𝜎2) .وجدلاا أن انعةلية عةلية وصنننننننننننننننية مبنننننننننننننننتقر  وذات عيةة متو نننننننننننننننية صنننننننننننننننفر ة ولها تابس ت ا ن مشنننننننننننننننتك 
K̃𝑍(𝑡 − 𝜏) = 𝜎

2sinc(𝑡−𝜏
𝑇
 :بانعمعةتعي  انكثافة انييفية لهذه انعةلية ع ديذ  .(

𝑆𝑍(𝑓) = 𝜎
2𝑇 rec (𝑓𝑇) (66.7) 

  تكون انكثافة انييفية صننن ير  بشنننكل كياف   T  نذن  اعل W = 1/(2T) ذه انعةلية كيثافة  يفية قابتة خمل عرض اعال الأ نننا نننيله
  بيير ذو كيثافة  يفيةأقابتة خمل كي ير بشنننننكل كيافي نيشنننننةل أيس انتددات المفيد . وبانتالي  كن ان مر لهذه انعةلية كيضنننننجيج عوصننننني 

𝑁0
2
= 𝜎2𝑇 من أجل أل مجال مرعوب من انتددات W = 1/(2T) اعل T .كيل حال  ألا  نتقر ت   لاحظ  عل  صننننننننننننننن ير  بشنننننننننننننننكل كيافي

بكلةات أخرى . 0NW=  2 هو t(Z(ا ننننتياعة انضننننجيج  أل انت ا ن نلعةلية فإن   20N/ انضننننجيج الأبيير ان وصنننني من انكثافة انييفية
عل  كيل انتددات الموج ة وانبننننننننان ة   20N/. تعُرف انكثافة انييفية تردد موجتنكل  0N. هذا أ ضنننننننناا  ع  أن W ب  اد  2عت أن ت داد 
 . 113ع د اي انتددات الموج ة وانبان ة كيتعر ف معيارل نعرض اعال انتددل 0Nوهكذا ت  ح 

   كون الخرج ع ار  عن عةلية عوصنننية مبنننتقر  ذات كيثافة h(t) عبر مرشنننح خيي ذو ا نننتجابة لا ضنننية اعت ا ية sincإذا يخ تمر ر عةلية 
|ℎ̂(𝑓)|  يفية

2
𝜎2𝑇 rec (𝑓𝑇). ا  با نننت،دام عةلية ذوهكsinc  بالإانننافة نلةرشنننح الخيي   كن تونيد أل عةلية عوصنننية مبنننتقر  مس أل .

ترددل ميلوب ومحدود. وبكمم أخر   كن تونيد انعةليات ان وصنننية المبنننتقر  ذات  كيثافة  يفية مرعوبة عير  نننان ة خمل أل عرض مجال
 ( من انتو عات المتعامد  نلةتجولات ان وصية. S)f( < 0بشرن إمكالاية تونيد انت ا  ات الاعت ا ية )

 كن أن تقتيس هذه   2.5.7ة انفرعي فقر مبننتقر   فإن لها  ول موجة عي ة ذات  اعة لاغايية. كيةا هو مواننح في ان sincأن عةلية   ا
بعير انتةعن حول كييف  كن نعةلية عوصننية مبننتقر   A7.3أ وال عي ة.  وفر الملجس  ℒ2 انعةلية نتجقيس عةلية مبننتقر  بشننكل فعال مس

𝑇0 ن تقتب من الا تقرار ع دماأ 0T بشكل فعال خمل اعال → ∞ . 
كيلةا   sincفي تو نننننننننس  2 1 =. بضننننننننن ط 2.4.7نفهي ان رابة  في كيل مكان نلعةلية عير المتابية في المثال  sinc كن ا نننننننننت،دام عةلية 

انكثافة إن  و باول ان فر فيةا عدا ذن . t –  = 0 ل  عةلية ذات ت ا ن مشتك  باول انواحد من أجلعمن ان فر  غ ل  T اعتبت
مبنننناو ة انواحد  نكن ( K̃𝑍(0) كيل مكان. ما انذل  ننننيجدث إذا كيالات ا ننننتياعة انعةلية )ألد  تبنننناول ان ننننفر في  دِّ اوانييفية الموافقة 

   نذن  ت  ح الا تياعة نكل وحد  تردد مباو ة نل فر.  0T 0هذه الا تياعة تكون م ثور  عبر مجال أعرض وأعرض كيلةا 
ن انتشنننننيح انننننةن مجال ما صننننن ير جداّ  نكنتوانننننيح ذن  بير قة أخرى  لاحظ أن أل عياس نعةلية انضنننننجيج هذه عت أن تتضنننننةن 

مكافئة نل فر  نذن  ℒ2  ر ااياا  باني س  انت ا ن المشتك اودود هو لا باول ان فر. و يكون لخرج هذا المرشح ت ا ن مباول نل فر.
 مس الحقيقة اله د ية. 114ى تتيابس الحقيقة انر اايةر مر  أخ
 

 يج عملية بواسون جض 2.7.7

مميةة جداا نتونيد عةليات انضنننننننجيج ان  تقتب من انضنننننننجيج ان وصننننننني الأبيير من حيث   الأخير  ةانفرعي فقر في ان sincعةلية إن 
بشنننكل كي ير كيعةلية في  ايية. ان ةوذج الميابس بشنننكل أفضنننل  115 نننهونة صنننياعة ا نننت،دامها. من جهة أخرى هذه انعةلية لا كن اعت ارها

  ت. وات انضويية  هو  لبلة لا ضات ايقة جداا ان  ت ل وفقاا نتوز س بوا ون في انوعت الم ا نلماهر  انفي يايية  خ وصاا من أجل انق

                                                           
متناغم  مع حساب فقط ا ت ددا/ ا موجب  أو ا ت ددا/ ا موجب  وا سا ب . على كل حال، تعب   ع ض ا مجال  سوف  ظن ا شخص أن هذا ا مجال  د أوجد ط  ق   تكون 113

 انو  .ث ستخدم بشكل واسع في ا   اض ا/، وتحل ل فو   ه ض و ي جداّ  لمهندس ن، بح ث  جب على ا شخص ببساط  ا تعا ش مع مثل هذه الا تباسا/ ا 

 .فها بشكل م ضي بط  ق  ا ق اس ا نظ    مكن تع   هذه ا عمل   لا 114
هو أكث  إزعاجاً من استخدامنا سابقاً  لمنابع ا متقطع  عد م  ا ذاك ة في  هذه بتحل ل خواصها بسهو    كن بدون أي مب   ف ز اأي، sincا كث   من ا ناس،  حدد عمل ا/  115

على ا فهم  دعلى حدة: أولا فهم صنف من ا سهل تحل له و كن  بما تكون ا عمل ا/ غ   عمل   ثم نستند اس  ت م ز ا منبع. في ا وا ع، نهج ا نمذج  هو نفسه في كل حا   
 ها م زة هنا: ا عمل ا/ ا عشواأ   ا غوص   ا مستق ة محدودة ا مجال ا تي ت ع ف بهذه ا ط  ق  )على ا  غم من أنها   س/ ط  ق   sinc فهم ا حالا/ ا عمل  . في ا وا ع عمل ا/ 

 ستخدم بشكل واسع في نماذج ا ضج ج ا عمل  . في ح ن أنه   س هناك عمل اً أي استخدام  منابع متقطع  عد م  ا ذاك ة كنماذج منبع عمل  .  د ( تو 
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توز س بوا ننننننون  لأعراانننننن ا   كن ان مر إني  عل  ألا  مجرد الحد من عةلية متقيعة زم ياا حيث  تي تج ية محور ان من إ  فتات ذات مد  
Δ  ولا ضةعراهاΔ  ت ل في كيل فت  باحتةالΔρ  .ع دما  تي تمر ر مثل هذه انعةلية عبر مرشح خيي  تكون  مبتقل عن أل فت  أخرى

ت رججات الخرج في كيل لحمة من ان من عوصنننننننية تقر  ا إذا كيان عرض اعال انتددل نلةرشنننننننح صننننننن يراا  ا في  انكفا ة ندمج عدد كي ير جدا 
لعةلية رشنننننننننننننح تميل لأن تكون عوصنننننننننننننية تقر  اا  اعل انعةلية كيتقر ت نمن. ان  ضنننننننننننننات.  كن نلةرء أن  مُهر أن انتكيي ات الخيية لخرج الم

 ان وصية. 
خمل عرض اعال اودود هو تقر ت معقول نعدد كي ير من  ي الأبيير صنننننننننننن غلل هذا بدعة  لأن وجهة لامرلااهي أن انضننننننننننجيج ان و 

يةا إذا كيان ن مي الات نننننننالات   كن انعود  نلوراء ن رى فعةليات انضنننننننجيج انفي  ايية. بعد أن لافهي كييف  ؤقر ذن  عل  الألاواع الم،تلفة 
هذا ان ةوذج م ا ت نعةلية انضجيج انفي  ايية المعيا . ع دما لادرس الات الات انم لكية    جد أن المشكلة الأ ا ية هي نيبت أن 

 وايي.انضجيج  تي تقر    بشكل ردلء بانضجيج الأبيير ان وصي  بل أن انق ا  لافبها تت ير بشكل عش

 
عد لةإضافة الضجيج إلى الاتصالات  8.7   الم 

 مر  أخرى.  تي تونيد موجة اعال الأ ننننا نننني انعقد ة (QAM)نلتعد ل الميالي انتعامدل  ذاتن  خد بعذ الاعت ار مبنننن نة الات ننننالات 
u(t) من  ℒ2وتعند لهنا إ  مجنال انتةر ر كيةوجنة حقيقينة 𝑥(𝑡) = 2ℜ[𝑢(𝑡)𝑒2𝜋𝑖𝑓𝑐𝑡].   نننننننننننننننناف تنابس انعي نةوبعند ذنن  ُ 𝑤(𝑡)  من عةلينة

𝑦(𝑡) نلج نننول عل  الخرج x(t) إ  W(t) انضنننجيج انعشنننوايي = 𝑥(𝑡) + 𝑤(𝑡)  انذل بعد ذن   ف  تعد ل  وإعادت  نلةجال الأ نننا ننني  
 .𝑣(𝑡)  كيةوجة مجال أ ا ي مبتق لة عقد ة

𝑢(𝑡)  معيننا  بننانعمعننة u(t) مننا  افتض أن   حنندإ QAMتعةيي  = ∑ 𝑢𝑘𝑘 θ𝑘(𝑡) انتوابسحيننث θ𝑘(𝑡)  توابس عقنند ننة متعننامنند  هي
;𝑢𝑘} ة و ننلبننلة انرموزبننت مةم 𝑘 ∈ ℤ}   ع ار  عن أعداد عقد ة غ ننل عليها من أاد ة انرموز ودةل المعلومات ان   تي إر ننالها من أجل

.  تي دنند نند انتوزعننات ℑ(𝑈𝑘)و ℜ(𝑈𝑘) كيقيي عي ننة من من المتجولات انعشنننننننننننننننواييننة ℑ(𝑢𝑘)و ℜ(𝑢𝑘)   عننت أن لا مر إ kuكيننل رم  
المتجول   إ الاحتةانية المشتكية لهذه المتجولات انعشوايية بوا ية الأرعام انث ايية انعشوايية انوارد  وكييف  تي دو لها إ  رموز. ومن و  شار

ℜ(𝑈𝑘) 116انعشوايي انعقدل + 𝑖ℑ(𝑈𝑘) ن بkU. 
∑)ℜ ب فل انير قة  𝑈𝑘𝜃𝑘(𝑡)𝑘 ∑)ℑو ( 𝑈𝑘𝜃𝑘(𝑡)𝑘  . و لابةي(U(t))و  (U(t))نعل  انتتالي ب عشوايية ُ شار إنيهاهي عةليات  (

𝑈(𝑡) = ℜ(𝑈(𝑡)) + 𝑖ℑ(𝑈(𝑡)) لجمن أ 𝑡 ∈ ℝ انعةلية انعشنننننوايية انعقد ة.  تي تعر ف انعةلية انعشنننننوايية انعقد ة U(t)  بوا نننننية انتوزع
 كيعةليات مشتكية.   t(U(((و )U)t((. وهذا  كافئ تعر ف كيل من nt, ..., 1t, n نكل خيارات U)nt(U), ..., 2t(U), 1t(ن المشتك ن

يخ اختيارها نتكون اتذر انتبيعي من  p(t) لا ضننننة QAMلاذكير من م اعشننننة معيار لاا كو ننننت ألا  إذا أر ننننل ا في انتعد ل الميالي المتعامد 
نتكون متعامد  مبنننت مةة. وهكذا بشنننكل خاص الاختيار متعامد  و كن تقييبنننها  Tوإزاحالا المت اعد   قدار  p(t) لاا كو نننت  و تكون

𝜃𝑘(𝑡) اني يعي ه ا هو = 𝑝(𝑡 − 𝑘𝑇)  من أجل مثلpتعةيي من انف نننننل انبنننننابس  ع  أن . لاحظ أن هذا تعةيي هو {𝑈𝑘; 𝑘 ∈ ℤ}  هي
انبنننننلبنننننلة  معي  من هذه نننننلبنننننلة من المتجولات انعشنننننوايية انعقد ة با نننننت،دام خيارات عشنننننوايية من كيوكي ة إشنننننار  بدلاا من تابس عي ة ما 

 المر لة ع ديذ )انعشوايية( انعشوايية. وتكون موجة محال انتةر ر
𝑋(𝑡) =∑2ℜ

𝑘

{𝑈𝑘𝜃𝑘(𝑡) exp[2𝜋𝑖𝑓𝑐𝑡]} 
(67.7) 

 وبتذكير أن الموجة المر لة لها ا تياعة اعف ا تياعة موجة اعال الأ ا ي. لاعرف الأن 
𝜓𝑘,1(𝑡) = ℜ{2𝜃𝑘(𝑡) exp[2𝜋𝑖𝑓𝑐𝑡]} 
𝜓𝑘,2(𝑡) = ℑ{−2𝜃𝑘(𝑡) exp[2𝜋𝑖𝑓𝑐𝑡]} 

𝑈𝑘,1 بفرض أن اا أ ض = ℜ(𝑈𝑘) و𝑈𝑘,2 = ℑ(𝑈𝑘)بانتالي  كون .: 
                                                           

بعض  إ ى الأعداد ا عقد  . في نقاط ا ع ن  بتذك  أن ا متحول ا عشواأي هو تحول من نقاط ا ع ن  إ ى الأعداد ا حق ق  ،  ذ ك ا متحول ا عشواأي ا عقدي هو تحول من 116
 ق  ،  كن معدل واأ   كمتحولا/ حقالأح ان في ا منا شا/ نشمل كل من ا متحولا/ ا عشواأ   وا متحولا/ ا عشواأ   ا عقد  ، ح ث  ساعدنا هذا بالإشا ة إ ى ا متحولا/ ا عش

 "ا حق ق  " غ   ض و ي.
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𝑋(𝑡) =∑[𝑈𝑘,1𝜓𝑘,1(𝑡) + 𝑈𝑘,2𝜓𝑘,2(𝑡)]

𝑘

 

;𝜓𝑘,ℓ}   تكون مجةوعة توابس تمر ر اعال1.6.6كيةا هو م ذ في ان مر ة  𝑘 ∈ ℤ, ℓ ∈ . 2متعامد  وكيل م ها ن   اعة تبننننننننننننننناول  {{1,2}
 . t(k( أكيبر من أيس انتددات في كيل تابس مجال أ ا ي cf هذا  فتض مر  أخرى أن تردد الحامل

. t(n), ..., t(1(   افتض أن عدد الموجات المتعامد  كي ير بشننننننننننننننكل اعت ا ي نك   محدود ون قلℒ2 هي )t( باني س من أجل أن تكون
 . n < k <1ن تكون محدود  أ ضاا ب}ℓ,k{ نذن 

;𝑊(𝑡)} افتض أن انضجيج 𝑡 ∈ ℝ}  اةن اعال المفيد ومبتقر بشكل فعال صةن اعال ان م  المفيد  نكن ن هو اجيج أبيير ℒ2 
,𝜓𝑘,ℓ}  ا أن .عي ة 117توابس 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, ℓ = هي مجةوعة حقيقية متعامد  محدود   فإلا   كن ا ت،دام لامر ة الإ قان نلتع ير عن   {1,2

;𝓌(𝑡)} كيل عي ة من موجة انضجيج 𝑡 ∈ ℝ} كيةا  لي: 

𝓌(𝑡) =∑[𝓏𝑘,1𝜓𝑘,1(𝑡) + 𝓏𝑘,2𝜓𝑘,2(𝑡)] +𝓌 ⊥ (𝑡)

𝑛

𝑘=1

 

(68.7) 

𝓌  حيث ⊥ (𝑡)ةاهي مركي ة من عي ة موجة انضنننننجيج انعامود ة عل  انفضننننناء المةتد بو ننننن  {𝜓𝑘,ℓ, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, ℓ =  𝑍𝑘,ℓ . دع{1,2
,𝜓𝑘,ℓ} .  ا أنW(t) نننننننننننننننن. وبانتالي  كون كيل متجول عشوايي تابس خيي ن𝓏𝑘,ℓ هي متجول عشوايي ذو عيةة عي ة 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, ℓ = 1,2} 

𝑊 هي متجولات عشوايية عوصية مبتقلة وموزعة بشكل متةاقل. دع 𝑍𝑘,ℓ مجةوعة متعامد   فإن المتجولات انعشواييةتمثل  ⊥ (𝑡)  عةلية
𝓌 عشنننننننننننننننواييننة مقننابلننة نتننابس انعي ننة ⊥ (𝑡) .بتو نننننننننننننننيس أعمه  {𝓌 ⊥ (𝑡); 𝑡 ∈ ℝ}عةود نناا عل  بنننننننننننننننت ميعن  ر س انتو نننننننننننننننس المتعننامنند ان 
{𝜓𝑘,ℓ, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, ℓ = ماذا  ننننننننيجدث  عل  الأعل خمل اعال ان م  وانتددل المفيد.  𝑍𝑘,ℓ المعاممت مبننننننننتقلة عن   فتض أن {1,2

𝑊 لهنننذه المعننناممت خنننارج الم يقنننة المفيننند  فهي عير ذات أهمينننة  كي يرهنننا من افتاض أن ⊥ (𝑡)  مبنننننننننننننننتقلنننة عن 𝑈𝑘,ℓ   و𝑍𝑘,ℓ  من أجنننل 
1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛  وℓ = 𝑌(𝑡) وتكون الموجة المبتق لة. {1,2} = 𝑋(𝑡) +𝑊(𝑡)  ديذع  

𝑌(𝑡) = ∑[(𝑈𝑘,1 + 𝑍𝑘,1)𝜓𝑘,1(𝑡) + (𝑈𝑘,2 + 𝑍𝑘,2)𝜓𝑘,2(𝑡)] +𝓌 ⊥ (𝑡)

𝑛

𝑘=1

 

    تي تمثيل موجة اعال الأ ا ي كيةوجة عقد ة118وع دما  تي ف  تعد لها
𝑉(𝑡) =∑(𝑈𝑘 + 𝑍𝑘)𝜃𝑘(𝑡) +

𝑘

𝑍 ⊥ (𝑡) (69.7) 

𝑍 الأ ننننا نننني اعالوانضننننجيج المت قي في  2kiZ+  ,1kZ=  kZ, هي متجول عشنننن ايي عقدل معي  بانعمعة kZحيث كيل  ⊥ (𝑡)  مبننننتقل
𝑈𝑘 عن , 𝑍𝑘; 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 1,.  ؤخذ انت ا ن نكل متجول عشننننننوايي حقيقيkZ 2,وkZ  20/ وفس ماهو م ننننننيلح علي  نيكونN وغن لات س هذا .

تكون أكيبر ن تي عيا ننننها  الم ننننيلح لألا ا لاقيل ا ننننتياعة اندخل في اعال الأ ننننا نننني  كيةا ذكير مرات عد د   الا ننننتياعة في مجال انتةر ر
هي ع ار  عن ا ننتياعة انضننجيج نكل وحد  تردد موجت  بل – اا في  ايي اا نيبننت قابت 0N  رتذ م ها في اعال الأ ننا نني. ان ا ة ه ا هي أن
 في انوحدات المبت،دمة نتةثيل ا تياعة الإشار .

 
 المتحولات العشوائية الغوصية العقدية والأشعة  1.8.7

  ببلبلة من المتجولات انعشوايية (69.7)تكون موجة انضجيج بعد ف  تعد لها في اعال الأ ا ي عاد  عقد ة وبانتالي تُمثل كيةا في 
reZ = Z  +اا بعد n لأل شعاع مثل هذا انشعاع انعشوايي انعقدل ذ اعت ارانعقد ة  و فضل اعت ارها كيشعاع عشوايي عقدل. من المةكن 

imZi   عشوايي حقيقي ذوكيشعاع n2 اا بعد [
𝒁re
𝒁im
𝒁re حيث [ = ℜ(𝒁) و𝒁im = ℑ(𝒁). 

                                                           
أن تكون محدودة زمن اً أو ت دد اً، الافت اض هنا هو أن ا ضج ج هو ضج ج أب ض خلال مجال زمني أو ت ددي أكب    س من ا ض و ي  θ𝑘(𝑡)بما أن ا موجا/ ا متعامدة  117

 زمني ا مستخدم  في الاتصالا/ . هذا الافت اض ستتم منا شته  حد أبعد في ا فصل ا قادم.أوا جال  الاسميبكث   من ع ض ا مجال ا ت ددي 

 ا تعد ل لإزا   ا ضج ج ا متبقي خا ج ا مجال،  كن نحن لا ن  د تحل ل ذ ك هنا.بعض ا ت ش ه ض و ي  بل فك  118
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بان بننننن ة نلعد د من لافل الأ ننننن اب  كون من المرعوب في  انعةل م اشنننننر ا مس موجة اعال الأ نننننا ننننني انعقد ة بدلاا من زوج من أمواج 
 انعقد ة.ة يمجال انتةر ر الحقيقية  ومن المفيد عان اا انتعامل م اشر ا مس الأشعة انعشواي

𝑍  كون المتجول انعشنننننننوايي انعقدل .1.8.7تعريف  = 𝑍re + 𝑖𝑍im  عوصنننننننياا إذا كيان كيل منreZ وimZ ة عوصننننننني مشنننننننتكZ وصننننننني ع
 زع بشكل متةاقل ون  عيةة متو ية صفر ة.و ع ار  عن متجول عشوايي مبتقل وم imZو erZ إذا كيان عوصي وكيل من 119متةاقل داير اا 

كن وصنننننننننف المتجول .  اا داير  ان وصننننننننني المتةاقل داير اا ن  توزع را لي و وره ذو توزع م تمي  أل أن ن  تماقما ميال المتجول انعشنننننننننوايي 
𝜎2  ة تابس ت ا   ابشكل تام بو  Z انعشوايي ان وصي المتةاقل داير اا  = E[𝑍𝑍∗] ننننننننننننننننولاشير نلةتجول ب 𝑍~𝒞𝒩(0, 𝜎2) . لاحظ أن ات ء

𝜎2 وموزعان بشكل متةاقل ونكل م هةا ت ا ن مبتقمن Z الحقيقي وات ء انت،يلي من 2⁄. 
𝒁   كون انشعاع انعشوايي انعقدل .2.8.7تعريف  = (𝑍1, . . . , 𝑍𝑛)T 2 إذا كيالات عوصي مشتكn  عوصية  مركي ة حقيقية وتخيلية من

من أجل أيس  Zie ننننننننننننننننلافب  كيةا ن)أل انتوزع المشتك نلج ء الحقيقي وات ء انت،يلي( هو  Z إذا كيان توزع متةاقل داير اا مشتكية. و كون 
 إذا كيان عاول مشتك ومتةاقل داير اا. عوصي متةاقل داير اا . و كون زوا ا انيور 
𝑾 مثال هام عن المتجول انعشنننننننننننننننوايي ان وصننننننننننننننني المتةاقل داير ا هو .1.8.7مثال  = (𝑊1, . . . ,𝑊𝑛)

T حيث المركي ات n < k <,1 kW 
. المركي ات الحقيقية W ن  لافل توزع Wie    كن أن لارى أن𝒞𝒩(0,1) هو kW و ا أن كيل. 𝒞𝒩(0,1) مبننننتقلة إح ننننايياا وكيل م ها هو

,𝒩(0 مبتقلة وموزعة بشكل متةاقل ولها W من 2nوانت،يلية ذات  1 2⁄  نذن  تكون كيثافة الاحتةال (
𝑓𝑾(𝓌) =

1

(𝜋)𝑛
exp [∑−|𝓌𝑘|

2

𝑛

𝑘=1

] 
(70.7) 

|𝓌𝑘| يث ا ت،دم ا حقيقة أنح
2 = ℜ(𝓌𝑘)

2 + ℑ(𝓌𝑘)
 . n باتةس فوق تع ير 2n ير تع لا ت دال اتةس فوق kمن أجل كيل  2

 عيةة متو نننننية صنننننفر ة للمتجول عشنننننوايي عقدل ذ ZM وم نننننفوفة انت ا ن شننننن   المشنننننتك ZK م نننننفوفة انت ا ن المشنننننتك .3.8.7 تعريف
𝒁 = (𝑍1, . . . , 𝑍𝑛)

T هي م فوفات ذات n  n تعي  عل  انتوالي بانعمعة 
K𝑍 = E[𝒁 𝒁†]             M𝑍 = E[𝒁 𝒁⊺] (71.7) 

⊺𝒁 هوالمرافس الم قول من †𝒁 حيث
∗. 

انة حددد م فوفة انت ا ن المشتك نلأشعة انعشوايية الحقيقية ذات انقيةة المتو ية ان فر ة أيس انع وم من اندرجة انثالاية  وبانتالي في 
نتجد د كيل انع وم من اندرجة انثالاية.  ZMو ZKالأشعة ان وصية المشتكية  ددد انتوزع. من أجل الأشعة انعشوايية انعقد ة  تي اي كيل من 

  الحباب ان بيط أن وبشكل خاص    ذّ 
E[ℜ(𝑍𝑘) ℜ(𝑍𝑗)] =

1

2
 ℜ[K𝑍(𝑘, 𝑗)+M𝑍(𝑘, 𝑗)]      E[ℑ(𝑍𝑘) ℑ(𝑍𝑗)] =

1

2
 ℜ[K𝑍(𝑘, 𝑗)−M𝑍(𝑘, 𝑗)] 

E[ℜ(𝑍𝑘) ℑ(𝑍𝑗)] =
1

2
 ℑ[K𝑍(𝑘, 𝑗)+M𝑍(𝑘, 𝑗)]      E[ℑ(𝑍𝑘) ℜ(𝑍𝑗)] =

1

2
 ℑ[K𝑍(𝑘, 𝑗)+M𝑍(𝑘, 𝑗)] 

عوصنننياا  Z  وبانتالي  كون Zاددان توزع  ZMو ZKن  عيةة متو نننية صنننفر ة فإن  اا مشنننتكي اا عوصننني اا عقد  اا عشنننوايي اا شنننعاع Z إذا كيالات
 . بحباب هذه الم فوفات لمتجول عشوايي اعت ا ي  كون θمن أجل كيل الأ وار  Z ieM=  ZMو Z ieK=  ZK داير اا إذا وفقط إذا متةاقما 

K𝑒𝑖𝜃𝑍 = E[𝑒𝑖𝜃𝒁 ∙ 𝑒−𝑖𝜃𝒁† ] = K𝑍;       M𝑒𝑖𝜃𝑍 = E[𝑒𝑖𝜃𝒁 ∙ 𝑒𝑖𝜃𝒁⊺ ] = 𝑒2𝑖𝜃M𝑍   
م ننننننننفوفة  ZMوفقط إذا كيالات  الحقيقية إذاا  θ من أجل كيل عيي ZM بنننننننناول  Z ieM ونكن ZK  كون دايةاا مبنننننننناول Z ieK وهكذا 

  .صفر ة. وعد أق ت ا ان مر ة انتانية
 ا ن المشتكوفقط إذا كيالات م فوفة ش   انت   كون نلشعاع انعشوايي ان وصي المشتك انعقدل عوصي متةاقل داير اا إذاا  .1.8.7نظرية 

ZM .تباول ان فر 
                                                           

 هذا في بعض الأح ان  ش   إ ى ا غوصي ا عقدي الأصلي. 119
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 نو رم  ن  ب ZK فقط من ع ل Z دد د توزع    تيّ Z تبنننننننناول ان ننننننننفر من أجل أل شننننننننعاع عشننننننننوايي عوصنننننننني متةاقل داير اا  ZM  ا أن
𝒁~𝒞𝒩(0,K𝑍) حيث تشنننننير 𝒞 عل  أن Z  في المبنننننتقل والموزع بشنننننكل متةاقل انعقدل المقيل . انشنننننعاع انعشنننننواييمتةاقل عقد اا وداير اا 

,𝑾~𝒞𝒩(0  رم  ن  1.8.7المثال  I𝑛). 
 .1.8.7 وُاح المثالان انتانيان بعير الخفا ا في ان مر ة 

𝒁 دع .2.8.7مثال  = (𝑍1, 𝑍2)
T حيث 𝑍1~𝒞𝒩(0,1) و 𝑍2 = 𝑈𝑍1 وU 1 مبننننتقلة إح ننننايياا عنZ 1 ولها عيي ممك ة  مس احتةال

في  معاا نيبننت عوصننية مشننتكية. 2Zو 1Z  نكن الأج اء الحقيقية وانت،يلية من 𝑍2~𝒞𝒩(0,1) انبننهل رؤ ة أننكل م ها. من  1/2 بنناول 
 اا نيل عوصنننني Zفإن موزعة بشننننكل متةاقل. وهكذا  2Z((و )1Z(عل  محورل عيرل و )2Z(و )1Z( نننننننننننننننننننانواعس   تكي  انتوزع المشننننتك ن

 متةاقما  صنننننياا او ع Z كون  بشنننننكل فردل عوصننننني متةاقل داير اا  لا 2Zو 1Z من أن كيل من كن تي يقها. عل  انرعي    وان مر ة لااا مشنننننتكي
M𝑍 متةاقل داير اا و Zداير اا. في هذا المثال  اتضننننننننح أن  = [

0 0
0 0

ℜ(𝑍2) نننننننننننننننننننننننن 2Z .  كن ت يير المثال عليما  بت يير تعر ف[ = 𝑈ℜ(𝑍1) 
,ℑ(𝑍2)~𝒩(0و 1 2⁄ عير متةاقل  Zمبنننننناو ة نل ننننننفر  نكن  ZM الأخرى. و ت ق مبننننننتقلة إح ننننننايياا عن كيل المتجولات  2Z(( حيث  (

 متةاقل داير اا.  Zداير اا. نذن  بدون خاصة ان وصي المشتك  فإن م فوفة انت ا ن ش   المشتك لا كن أن ددد فيةا إذا كيان 

𝑍2و  𝑍1~𝒞𝒩(0,1) حيث T)2Z, 1Z= ( Z افتض أن انشننعاع .3.8.7مثال  = 𝑍1
ℜ(𝑍2) و ا أن. ∗ = ℜ(𝑍1) و ℑ(𝑍2) = −ℑ(𝑍1) 

 عوصي عقدل مشتك وان مر ة مي قة. غن لارى أن Zهي عوصية مشتكية  نذن   كون  Zن قيقية وانت،يلية الأربعة نالح    لارى أن المركي ات
M𝑍 = [

0 1
1 0

حقيقية )أو  1Z لا  ع دما تكونإوصنننننني مشننننننتك نكن عير متةاقل داير اا. هذا الأمر   دو م يقياا تماماا  حيث ع Z   وبانتالي[
 2Z – )أو 1Z عكل 2Z عقد ة لاقية )أو عر  ة من انعقد ة ان قية(   كون 1Z( وع دما تكون 2Z  1Z ) أو 2Z=  1Zتقر  اا حقيقية(  فإن 

1Z 2(  وهكذا فإن انعمعة بذZ 1وZ ان فجة هي بانت كييد نيبت مرحلة قابتة. 
هو انعمعة بذ  2.8.7كيةا في المثال   نذن . 𝑍2~𝒞𝒩(0,1)و 𝑍1~𝒞𝒩(0,1) من انذل ععل هذا المثال مثيراا نمهتةام هو أن كيما إن 

1Z 2وZ   لا  وجد  2.8.7ان  تخرق خاصننننية ان وصننننية المتةاقلة داير اا. ه ا هذا انتةاقل اندايرل هو انذل  بنننن ت المشننننكلة  في حذ في المثال
  توزع عوصي مشتك.

نلأشنننننننعة انعشنننننننوايية ان وصنننننننية المشنننننننتكية الحقيقية كيان بعرانننننننها كيتجو مت خيية من الأشنننننننعة  أن انتقر ت المةتاز 3.7 فقر وجدلاا في ان
.  وف نجد ه ا أن لافل انتقر ت  ي س عل  الأشعة ان وصية 𝒩(0,1) انعشوايية ذات مركي ات مبتقلة وموزعة بشكل متةاقل ونكل م ها

  عُرف بانعمعة T)nZ, ..., 1Z= ( Z ودع انشعاع انعشوايي انعقدل m  nقد ة اعت ا ية ذات عتمثل م فوفة  Aبانتالي دع  المتةاقلة داير اا 
Z = AW (72.7) 

,𝑊~𝒩(0 حيث I𝑚).  (72.7)انشنننعاع انعشنننوايي انعقدل المعرف بهذه انير قة عوصننني مشنننتك حقيقي وأج اء تخيلية. ن يان ذن  نمثل 
 :بعد 2nل بانتجو مت الخيية الحقيقية انتانية ذات انفضاء الحقيقي ذ

[
𝒁re
𝒁im
] = [

Are −Aim
Aim Are

] [
𝑾re

𝑾im
] 

(73.7) 

𝒁re حيث = ℜ(𝒁)  𝒁im = ℑ(𝒁)  Are = ℜ(A) وAim = ℑ(A). 
 . نرؤ ة هذا  لاحظ أن120أ ضاا مثةاقل داير اا  هو Zانشعاع انعشوايي 

K𝑍 = E[A 𝑾 𝑾† A†] = AA†             M𝑍 = E[A 𝑾 𝑾⊺ A⊺] = 0 (74.7) 

 .𝑍~𝒞𝒩(0,A A†)عوصي متةاقل داير اا و Z    كون1.8.7وبانتالي من ان مر ة 
 من ان مر ة انتانية. ات ء المتعلس بانشرنهذا  ثُ ت 

من أجل  Z = A W ننننننننننننننننننننوفقط إذا كيان  كن انتع ير ع   ب داير اا إذاا  متةاقما  اا عوصننننني Z كون انشنننننعاع انعشنننننوايي انعقدل  .2.8.7 نظرية
                                                           

 على ا عكس من ذ ك، كما سن ى لاحقاً  مكن تع  ف كل الأشع  ا عشواأ   ا غوص   ا مشت ك  ا متماثل  داأ  اً بهذه ا ط  ق . 120
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,𝑊~𝒩(0 ومبتقل وموزع بشكل متةاقل ونشعاع عشوايي عوصي متةاقل داير اا  A م فوفة عقد ة I𝑚). 
 :بانعمعة ZK   كن أن لاعبر عن A7.1 ثل شعاع عشوايي عوصي اعت ا ي متةاقل داير اا. من الملجس  ZK  Z دع البرها :

K𝑍 = Q Λ Q−1 (75.7) 

  ان  أيعها ZK من م ننننننفوفة عير ة ومدخملا هي انقيي انذاتية . الم ننننننفوفة ZK واحد ة أعةدلا هي الأشننننننعة انذاتية من Qحيث 
R  حيث Z = RW بانشكل Z عير  ان ة. و  ك  ا انتع ير عن = Q √ΛQ

 . W~𝒩(0, I)و 1−
𝑉لاحظ أن أل تابس خي   ون قل = 𝑏† 𝒁   من انشعاع انعشوايي ان وصي المتةاقل داير ااZ كن انتع ير ع   بانشكل  𝑉 = (𝒃†𝐴)𝑾 

𝒒𝑘   أنZK من kq بشنننننننننكل خاص  من أجل أل تابس ذاتي متعامد معيّر  وبانتالي هو متجول عشنننننننننوايي ذو تماقل دايرل.
†  𝒁 = 〈𝒁, 𝒒𝑘〉  هو

   كن أن لارى ببنننننننننهونة أن هذه المتجولات عير متابية  وعل  (75.7)شنننننننننعاع عشنننننننننوايي ذو تماقل دايرل. عمو ا عل  ذن   با نننننننننت،دام 
 الأخص  

E [〈𝒁, 𝒒𝑘〉 〈𝒁, 𝒒𝑗〉
∗] = λ𝑘 𝛿𝑘,𝑗 

 ل أل عيةة عي ة قان   كن تمثيلإن هذه الأشعة انعشوايية عوصية مشتكية  هذا  ع  أ ضاا أغا مبتقلة إح ايياا. من لامر ة اإحيث 
𝔃 من انشعاع انعشوايي Z بانشكل 𝔃 = ∑ 〈𝔃, 𝒒𝑘〉𝑗 𝔃   كون ند  ا أ ضاا و  

𝒁 =∑〈𝒁, 𝒒𝑗〉

𝑗

𝒒𝑗 
(76.7) 

,𝒁〉  عوامل  ل ذكيتو نننننننس متعامد معيّر   Zتُمثل هذه انعمعة  𝒒𝑗〉 مبنننننننتقلة من انشنننننننعاع انعشنننننننوايي ان وصننننننني المتةاقل داير اا. تكون كيثافة
 ر أن كيل شننننعاع عشننننوايي عوصنننني متةاقل داير اا . بتذكيّ 121عن كيثافة الاحتةال نبننننلبننننلة المعاممت  ع ديذ ب بننننا ة ع ار  Zننننننننننننننننننن الاحتةال ن
〈𝒁, 𝒒𝑗〉  مبتقلذ بت ا ن قابل شعاعذ عشواييذ حقيقيذ λ𝑘  :  تكون انكثافة ان اتجة  بافتاض أن كيل انقيي انذاتية موج ة هي⁄2

𝑓𝑍(𝓏) =∏
1

𝜋𝜆𝑗

𝑛

𝑗=1

exp (−|〈𝔃, 𝒒𝑗〉|
2
 𝜆𝑗
−1) 

(77.7) 

,𝒁〉) متجول عشننننننننننوايي عوصنننننننننني مبننننننننننتقل ومتةاقل داير ا  nهذه هي كيثافة احتةال  𝒒1〉, . . . , 〈𝒁, 𝒒𝑛〉) ت ا  ات لذ n, ..., 1   عل
 متعامد  اا أ ننننبنننن اك دايةاا ن ه إ تقول  انو شننننابهة من أجل الأشننننعة انعشننننوايية الحقيقية ان وصننننية المشننننتكية المن تيجة ا لافلهذه هي و انتتالي. 

وصية المتةاقلة داير اا أن الأشعة ان  رمبت مةة تكون فيها المتجولات عوصية ومبتقلة. ُ شكل هذا انتشاب  انير قة الأببط )لاوعاا ما( نت وّ 
من انتةاقل بيضنننناول انشننننكل كيةا هو لحانة الأشننننعة الحقيقية  إلا ألا  ه ا  كيل متجول عشننننوايي عقدل هو أ ضنننناا متةاقل  ند ها لافل ان وع

 .داير اا 
K𝑍 .  عرفة أنZKدلانة م اشننننننننننننر ا ب 𝒁~𝒞𝒩(0,K𝑍) من أجل Zf عان اا ما كون من الأكيثرممءمة انتع ير عن

−1 = QΛ−1Q−1   ت نننننننننننن ح
(77.7) 

𝑓𝑍(𝓏) =
1

𝜋𝑛 det(K𝑍)
exp(−𝔃† K𝒁

−1 𝔃) 
(78.7) 

إذا كيالات شننننرون انتةاقل اندايرل نلأشننننعة انعشننننوايية ان وصننننية  -وفقط  - هي أ ضنننناا إذاا  (78.7) أو (77.7)عت أن  كون وااننننجاا أن 
 موج ة.  -محدد   -المشتكية مس م فوفة ت ا ن مشتك 

 

 

                                                           
. ا قا ئ ا متشكك مع بعض ا عمل  مكنه ا عمل مع كثاف  الاحتمال مستنظم أن ا حجم ا تد  جي  كون نفسه من أجل في أي أسس متعامدة  "واضح "هذا  عتمد على حق ق   121

 .ℂ𝑛ثم  حول إ ى  ℝ2𝑛 في
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 نسبة الإشارة إلى الضجيج  9.7

إ  ان  ا وهكذا... انياعة نكل بت و انياعة نكل رم   و ا نننننتياعة انضنننننجيج  و من المقا يل الم،تلفة لا نننننتياعة الإشنننننار    ه اك عدد  
  نك ها أ ضننننناا بشنننننكل أكيثر PAMوانتعد ل ان  ضننننني الميالي  QAMتعرف ه ا.  تي شنننننر  هذه المقا يل من لااحية انتعد ل الميالي المتعامد 

. اعتبر انتوابس   وه ا  فُتض مجةوعة محدد بنننت مةةما من انتوابس المتعامد  الم  ا نننت،دام مجةوعة عامة إ  حدّ يخ ةانبنننابق فقر عةومية. في ان
. T= 1/ W   وا نننننننت،دم عرض اعال انتددل الأسمي عال انتةر رQAMهي مبنننننننت،دمة في  كيةا  kT – t(p) = t(kp(بنننننننت مةة المتعامد  الم

𝐸𝑠 توز س متةاقل ون   اعة امبننننننننننتقل وذ QAMمن  kU  كن أن لافتص أن كيل رم  = E[|𝑈𝑘|
. هذه هي  اعة الإشننننننننننار  نكل ع  ننننننننننر [2

. وهكذا  تي تعر ف لاب ة الإشار  إ  0N حقيقي بالإاافة إ  ع  ر تخيلي. تعُرف  اعة انضجيج نكل ع  ر حقيقي وتخيلي بحيث تكون
 انضجيج نتكون

SNR =
𝐸𝑠
𝑁0
           for  QAM 

(79.7) 

تكون  اعة الإشار  نكل  kT – t(p) = t(kp( ة نتجقيسبت مةفي اعال الأ ا ي  ا ت،دام انتوابس الحقيقية المتعامد  الم PAMمن أجل 
𝐸𝑠 رم  هي = E[|𝑈𝑘|

. 20N/  ا أن انرم  وحيد ان عد  أل ألا   حقيقي   تي تعر ف  اعة انضنننننننننننننجيج في هذا ان عد انواحد بحيث تكون [2
  نتكون SNRوهكذا  تي تعر ف 

SNR =
2𝐸𝑠
𝑁0
           for  PAM 

(80.7) 

 PAM. ومن أجل WsE=  P درجة عقد ة من الحر ة في انثالاية  نذن  تعي  ا نننننننننننننتياعة الإشنننننننننننننار  بانعمعة Wه اك  QAMمن أجل 
 SNR. وهكذا في كيل حانة  ت  ح WsE= 2 P درجة من الحر ة في انثالاية  نذن  تكون ا تياعة الإشار  W2 باعال الأ ا ي   وجد

SNR =
𝑃

𝑁0W
           for  QAM and PAM 

(81.7) 

أ ضناا عل  أغا  SNR  نذن   ُ مر إ  W ك  ا تفبنير المقام ه ا عل  ألا  الا نتياعة انكلية نلضنجيج خمل عرض اعال عرض اعال 
كيل   بان ب ة نلذ ن  رع ون في إلاقاص عدد هذه ان يغ أن  تذكيروا  أن ا تياعة الإشار  مقبومة عل  ا تياعة انضجيج في اعال الأسمي.

 .نكل درجة من الحر ة مقبومة عل   اعة انضجيج نكل درجة من الحر ة هذه المعادلات ت تي من انتعر ف الأ ا ي كيياعة الإشار 
لافل  اعة الإشنننار  نكل درجة من الحر ة )أو عل  الأعل نكل زوج عقدل من درجات الحر ة(  بي ةا QAM و PAMم كيل من د بنننت،

 W ذو عرض اعال الأ ننننننا نننننني  PAMرى اندرجات المتوفر  من الحر ة بشننننننكل مختلف. عل   نننننن يل المثال  الأخ كن أن تبننننننت،دم ان مي 
بعد   SNRقط لا ف درجات الحر ة المتوفر . لهذه الحالات   كن تعر ف إذا يخ تعد ل  إ  مجال تمر ر  و بت،دم ف 2W ش ل عرض مجال 

وهي لافل  م ة.لآس مختلفة اعتةادا عل  انبنننننياق. وكيةثال أخر انقف  انتددل هو تق ية تبنننننت،دم في كيل من الات نننننالات انم نننننلكية وااي ر 
QAMبا ننتث اء أن تردد الحامل   cf  ت ير بشننكل شنن   عشننوايي عل  فتات  و لة بان بنن ة نفت  انرم . ه ا  كن أخذ عرض اعال انتددل 

W انتددل ن مام  عل  ألا  عرض اعالQAM  الأ ننننننننا نننننننني  أو  كن أن  ؤُخذ عل  ألا  عرض اعال انتددل انكلي انذل  قف cf تكون .
SNR  مختلفة تماماا في الحانتذ (81.7)في. 

مثير نلدهشننننننننننننننة لاوعاا ما ومثير نلقلس في ان دا ة. حيث  برلاا ألا  إذا يخ تخ ننننننننننننننيص  (81.7)في المعادنة  SNRفي مقام ع ار   W إن ظهور
من  SNR. هذا هو أفضننل تفبننير عن  ر س عرض SNRع ديذ ت ،فير  عرض مجال كي ير ن مام الات ننالات مس لافل الا ننتياعة المتاحة 

ت ،فير  نكن   داد انعدد  SNRحيث  اعة الإشننننننننار  إ  انضننننننننجيج نكل درجة من الحر ة. كيلةا ازداد عدد درجات الحر ة في انثالاية  فإن 
 المتا  من درجات الحر ة. و  رى لاحقاا أن انربح ان افي موجت. 

 مضنننننننننروباا  |log2|𝒜 نذل هو عدد عدد ان تات بانرم    وهو ع ار  عن عدد ان تات المر نننننننننلة في انثالاية  واRخر هام هو المعدال آعامل 
 بعدد انرموز في انثالاية. وبانتالي

𝑅 = W log2|𝒜| , for QAM;     𝑅 = 2W log2|𝒜|    for PAM (82.7) 

نكل وحد   bit/secان تات المر ننننننننننلة في انثالاية  . هذا هو عدد = R/W نل مام  ان  تعُرف عل  أغا انفعانية انييفيةمن انعوامل الهامة 
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 نتكون (82.7) انعمعةب    تعي PAM  QAMمجال ترددل. من أجل 
𝜌 =  log2|𝒜| , for QAM;     𝜌 = 2 log2|𝒜|    for PAM (83.7) 

نجد أن دقيس عيةة كي ير  من  (83.7)ب غا عدد ان تات المر ننننننننلة نكل درجة من الحر ة. من   بشننننننننكل عام  كن تعر ف انفعانية انييفية
 . |𝒜| ت داد فقط نوعارتمياا مس لاحظ أن  ةانفعانية انييفية  تيلت جعل رم  الأاد ة كي ير

 بانعمعة PAM  QAMنكل من  bEبت  تعي   log2𝒜  . و ا أن كيل رم  اتول عل bE خر هو  اعة ان تآأ ضاا ه اك عامل 
𝐸𝑏 =

𝐸𝑠
 log2|𝒜|

 
(84.7) 

ب فل انير قة وبانتالي فإن ان ب ة عد ة ان عد  0Nو bE.  تي عياس كيل من 0N/bE  ب ةانإحدى انكةيات الأ ا ية في الات الات هي 
مهي  وخاصنننننننننةا ع دما تبنننننننننت،دم أجه   الإر نننننننننال  0N/bE س لإلاقاصاينوحدها. إن إعاد  ر  0N وأ bEو هذه ان بننننننننن ة هي المهةة بدلاا من 

  ل عل غ (84.7)في  (83.7)و (79.7)  بتعو ير QAMبيار ات. من أجل 
𝐸𝑏
𝑁0
=
SNR

𝜌
 

(85.7) 

.  إ  SNR تيلت لاب ة ص ير  من  0N/bE ننننننننننننننوهي ت ص عل  أن الح ول عل  عيةة ص ير  ن .PAMوت لح هذه المعادنة من أجل 
 غن لا مر إ  هذا من خمل م يلجات  عة انق ا .

ي أعي. و عُرف هذا عل  صو عنق ا  ات ال ذات اجيج أبيير  C تيو ر مفهوم  عة انق ا إحدى ان تايج الأكيثر شهر  نشالاون هي 
ألا  أعل  عيةة نعدد ان تات في انثالاية ان   كن إر الها وا تق الها باحتةال خي  اعت ا ي ص ير. من أجل ع ا  ذات اجيج أبيير عوصي 

 هو برهن أنّ   Pوا تياعة إشار  مبتق لة محدود   W وذات عرض مجال محدود
𝐶 = W log2 (1 +

𝑃

W 𝑁0
) 

(86.7) 

 ول عيد كي ير بشنننننننكل  اتباحتةال خي  اعت ا ي صننننننن ير وذن  با نننننننت،دام ترمي  ع ا  ذ R < Cوهو أق ت ألا   كن دقيس أل معدل 
أ ضننننناا  كيةا أكيدت ان تايج لاحقاا  حقيقة أن المعدلات الأكيبر تؤدل إ  احتةالات خي  أكيبر. و ننننن شنننننر  هذه ان تيجة في  اعت ا ي. وبذَّ 
. W ننننننننننننننكيتابس ن  Cنننننننننننننن رسماا تخيييياا ن (5.7) انشكل تبت،دم هذه ان تيجة بشكل وا س كيةعيار نلةقارلاة مس لامي معي ة.   ذّ . انف ل انقادم

𝑃)   نت ننننننننل إ  الحدW ت داد بازد اد C لاحظ أن 𝑁0⁄ ) log2 𝑒 حيث W  .  و عُرف هذا بالحد الأع نننننننن  نشننننننننالاون نلةعدل المةكن
W دقيق . لاحظ أ ضننننننننننننننناا ألا  ع دما = 𝑃 𝑁0⁄ نت نننننننننننننننل   ا في  انكفا ة اا   أل أن  ع دما  كون عرض اعال كي يرSNR  إ  انواحد  ع ديذ

1 حدّ  اةن C تكون log2 𝑒⁄ نشالاون. من الحد الأع   %69  ان  تشكل  

 
 ثابت . 0N/P من أجل W ا سع  كتابع  ع ض ا مجال :5.7الشكل 

  أل المعنندل انننذل  كن ع ننده جعننل احتةننال الخينن  صننننننننننننننن ير بشنننننننننننننننكننل اعت ننا ي عن  ر س انتمي  Rلأجننل أل معنندل ممكن دقيقنن   
 نب و SNR نننننننننننننننب 0NW/(P(با ت دال  (86.7) المعادنة. إذا أعدلاا كيتابة > C R ل  أنعوالا تاتيجيات انذكيية الأخرى  ت ص ان مر ة أعمه 

R/W  غ ل عل 
𝜌 < log2(1 + SNR) (87.7) 
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   غ ل عل  (85.7)وبتعو ير هذه انعمعة في المعادنة 
𝐸𝑏
𝑁0
>

SNR

log2(1 + SNR)
 

با راد  )min)0N/bE . وبانتالي تت اعص ان بننننننننننننننن ةWان  بدورها تت اعص ب  اد   SNRهذه ع ار  عن تابس  ت ا د با راد ت عاا لمت ير واحد 
  SNR = 1 ع د dB 0ت داد نت نننل إ  فإغا وع دما تت اعص   .W   ع دما dB 1.59–   ألIn 2 = 0.693 . وق نننل إ  الحدWب  اد  

  W . وهي تت اعص با راد ز اد C/W . انفعانية انييفية اودود   مس ذن  تكون مبنننناو ةWنننننننننننننننننننن وت داد بدون حدود ن ا ة انقيي الأصنننن ر ن
)ان  لارعت أن تكون صننننن ير ( وانفعانية انييفية )ان   0N/bE خر  توجد مفاانننننلة بذآ. وبكمم   W وت ننننن ح مبننننناو ة ان نننننفر ع دما

 لارعت أن تكون كي ير ( وهذا    اعش  إ  حد أبعد في انف ل انتالي.

 
 ملخص عن العمليات العشوائية  10.7

الات ننالات انفي  ايية كيعةلية عشننوايية  أل مجةوعة من المتجولات انعشننوايية  نكل من الأفضننل عاد ا نمذجة انضننجيج الإاننافي في لامي 
تهية من  ة انتوزع الاحتةالي المشننننننننننننتك خمل مجةوعة م امتجول عيةت  الحقيقية انلجمية من ان من.  كن دد د انعةلية انعشننننننننننننوايية بو نننننننننننن

يةة متو ية صفر ة عاض أن المتجولات انعشوايية أيعها عوصية وذات انفتات  نكن انضجيج الإاافي في أعلت الأحيان تتي نمذجت  بافت 
 وتوابس انتوزع المشتك لها هي عوصية مشتكية.

كيان اندافس لهذه الافتااننننننننات ج يياا لامر ة ان ها ة المركي  ة  ج يياا من  ننننننننهونة انتعامل مس انعةليات ان وصننننننننية  ج يياا عن  ر س انعرف  
تي وجدلاا أن ان وصي المشتك  ع  عدراا كي يراا أكيثر من ان وصي الإفرادل  وأن انكثافات المشتكية   د ة الم،تلفة. ة الخواص الحاوج يياا بو 

 ة م ننقوفة انت ا ن المشننتك. هذه انكثافات لها مجبنني عيس لااعص متبنناول الاحتةالات وانذل محاوره هي انتوابس انذاتية من ادد دها بو نن
 م فوفة انت ا ن المشتك.

 𝑔(𝑡)قابت . من أجل أل تابس ℒ2 ره عل  ألا  متج  كن أن لا مر إني  ولافبننننّ  Z(t)من انعةلية انعشننننوايية  𝑍(𝑡,𝓌) بس انعي ة  ون قلتا
,𝑔(𝑡)〉   فإن اتداء انداخليℒ2 من 𝑍(𝑡,𝓌)〉 اول 𝓌  إ  عدد حقيقي وبانتالي  كن أن   مر إنيها عل     كيةتجول عشوايي.  بة

 .𝑔(𝑡)𝑍(𝑡)𝑑𝑡∫ نو رم  ن  ب Z(t) هذا انتابس انعشوايي تابس خيي من
رر انعةلية انعشننننوايية تمُ  وأ ضنننناا ع د كيل فت  ع دما مبننننت مةة دت شنننن  هذه انتوابس الخيية ع د تو ننننيس انعةلية انعشننننوايية إ  تو ننننس متعام

في انف نننل انرابس  وفر بعير  ℒ2  تي عرانننها بشنننكل لامرل  عل  انرعي من أن تيو رخمل مرشنننح خيي. نلت بنننيط هذه انتوابس الخيية لا 
 انتةعن عن الخفا ا انر ااية المع ية.

 –ا  وند مشننكلتذ وهذ  ُ مر عاد ا إ  عةليات انضننجيج عل  أغا مبننتقر   وانذل  ع  عةلياا أن عيةها الإح ننايية لاتت ير مس ان من.
وانثالاية هي ألا  لاتوجد  ر قة وااننننننننجة لمعرفة ما إذا كيالات ان تايج حبننننننننا ننننننننة نل ا ة لم يس ان من حتى خارج الم يقة الأو  لها  اعة محدود  

المفيد .  تي انتعامل مس كيل من هذه المشنننناكيل من خمل تعر ف الا ننننتقرار انفعال )أو الا ننننتقرار انفعال بالمع  انوا ننننس( من حيث  ننننلوك 
نفعال خمل ا هذا انتجليل  عل   نننننننننن يل المثال أن انتوابس ان وصننننننننننية الخيية تعتةد فقط عل  الا ننننننننننتقرار هرم  انعةلية خمل فت  محدود .

من ان احية انعةلية  هذا  ع  أن ان تايج ان بنننننننننننيية ان اتجة عن افتاض الا نننننننننننتقرار  كن ا نننننننننننت،دامها بدون علس بان بننننننننننن ة  الم يقة المفيد .
 المفيد.ان م   -لإح اييات انعةلية خارج اعال 

إذا كيالات انعةلية مبتقر   .ان م  المفيد – كن أ ضاا ا ت،دام انكثافة انييفية نلعةلية المبتقر  بدون علس بان ب ة نلعةلية خارج اعال 
نذل  عةل ا( وبشنننكل فعال   كون لها تابس ت ا ن مشنننتك ذو مت ير واحد المقابل نلفت  المفيد . وهذا ن  دو ل فور ي  WSSبالمع  انوا نننس )

لملجس ا بوصف  انكثافة انييفية خمل الم يقة المفيد . كييف تت ير هذه ان تايج ع د اعتاب الم يقة المفيد  من انمغا ة هذا ما  يتي شرح  في
3.A7. 
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A7  ملحق: مواضيع تكميلية 

1.A7  خواص مصفوفات التباين 

نلعةليات  هي مفيد  عان اا ونكن نيبننننت في عا ة الأهمية في معاتت ا  ل،ص هذا الملجس بعير خواص م ننننفوفات انت ا ن المشننننتك ان 
مرتذ  نوف لادمج معاتة كيل من المتجولات انعشنوايية وانعقد ة معاا. خمل انقراء  الأو   مس ذن    يءانعشنوايية. بدلاا من تكرار كيل شن

دل ا في كيل حانة  عل  انرعي أن عممة المرافس انعقن  فتض أن  كون كيل شننننننننننيء حقيقي.تكون معمي ان تايج هي لافبننننننننننهأ كن نلقارئ 
 كن إزانتها في الحانة الحقيقية. من المهي فهي أن الخواص المتيور  ه ا ت ي س عل  المتجولات انعشنننننننننننننننوايية عير ان وصنننننننننننننننية وان وصنننننننننننننننية. كيل 

 ون ذات عيةة متو مة صفر ة. كالمتجولات انعشوايية والمتجولات انعشوايية ه ا نت
. TZ Z[E=  K*[ )الحقيقي أو انعقدل ( موجود مثل ذن  Zإذا كيان المتجول انعشنننوايي  م نننفوفة ت ا ن مشنننتكهي  Kالمربعة الم نننفوفة 

Z†  = حقيقي  باني س  Z. إذا كيان Z† و رُم  ن  بانرم  Hermitian transposeت د ل هيرميتا ن  T*Z  يلس عل  المرافس انعقدل نلت د ل 

TZ وبشكل مماقل  من أجل م فوفة .Kنننننننننننن    كون مرافس هيرميتا ن  المشار ن  ب†Kهو   T*Kتكون الم فوفة هيرميتالاية إذا كيان . †K=  K. 
 وبانتالي م فوفة هيرميتا ن الحقيقية )أل الم فوفة الهيرميتالاية ان  دتول عل  تعابير حقيقية فقط( هي م فوفة متةاقلة.

  bK†b محدد  إذا كيالات هيرميتالاية وإذا كيان عيةة عير  ننننننننننان ةعقد ة ذات  مس تعابير حقيقية أو n  n ذات Kتكون الم ننننننننننفوفة المربعة 
𝒃  ننانت من أجل كيل حقيقي عير ∈ ℂ𝑛. 0 < وهي موج ة محدد  إذا  بالإاننافة  كيان bK†b 0 من أجل  b لادرج الأن بعير انعمعات .

الهامة بذ عير انبننننانت اودود  الموجت اودود  وم ننننفوفات انت ا ن المشننننتك وبعير حالات أخرى من الخواص المفيد  لم ننننفوفات انت ا ن 
 المشتك. 

هي  K الم فوفة. Z Z[E=  K†[ نإهي متجول عشوايي حيث  Z عير  ان ة محدد . ن يان هذا  دع K تكون كيل م فوفة ت ا ن مشتك 1.
E[𝑍𝑘𝑍𝑚 هيرميتالاية حيث

∗
] = E[𝑍𝑚

∗ 𝑍𝑘] من أجل كيل عيي k  mمن أجل أل . 𝒃 ∈ ℂ𝑛دع   Z†b=  X0 . و  كون ≤ E[|𝑋|2] =

E[(𝒃†𝒁)(𝒃†𝒁)∗] = E[𝒃†𝒁𝒁†𝒃] = 𝒃†K𝒃 
ع  ننننر وحد   n لها Z م ننننفوفة ت ا ن مشننننتك. في انواعس  دع AA=  K†   تكون الم ننننفوفةn  n ذات Aمن أجل أل م ننننفوفة عقد ة  2.

K𝒀م ننننننننننفوفة ت ا ن مشننننننننننتك  ZA=  Yننننننننننننننننننننننننن . و  كون نnI هي م ننننننننننفوفة انوحد  ZK ت ا ن مبننننننننننتقلة ونذن  = E[(A𝒁)(A𝒁)†] =

E[A𝒁 𝒁†A†] = A A† . لاحظ أن إذا كيالاتA حقيقية وZتكون   Y  حقيقية باني س  وباني س YK  حقيقية. ومن المةكن أ ضننننننننننننننناا أن
 هي عقد ة. Yحقيقية  نكن  YK وفي هذه الحانة ت ق  عقد ة  Zحقيقية و A تكون

bK†b  ولاحظ ألا  إذا كيان Z Z[E=  K†[ وفقط إذا كيالات عير فرد ة  ن يان هذا دع موج ة محدد  إذاا  Kتكون م نننننفوفة انت ا ن المشنننننتك  3.

𝑋 ننننننننننننننننننن كون ن  و b  0 من أجل 0 = = 𝑏†𝒁  .ذاوهكت ا ن  بننناول ان نننفر. وبانتالي هي مبننناو ة نل نننفر باحتةال  بننناول انواحد 
E [𝑋𝒁†] = 𝒃†E[𝒁𝒁†]   وكيذن 0 = فرد ة   K عت أن تكون فرد ة. وبانعكل  إذا كيالات K   فإنbK†b 0 =و  b 0 .  ا أن0

  هي صفر أ ضاا. bK†b   وبانتاليbK 0 = بحيث b ه اك بعير
Kqإذا كيان  K هو انقيةة انذاتية نلة ننننفوفة المربعة   كون انعدد انعقدل 4.  = q  لأجل شننننعاع ما عير صننننفرلqنو   تك q هي  ةالمقابل

هي لاتايج جبر ة خيية  K. ان تايج انتانية حول انقيي انذاتية والأشعة انذاتية نلة فوفات اودد  الموج ة )عير انبان ة( Kن المتج  انذاتي ن
 :(5.5 فقر ان  عيا ية )الامر عل    يل المثال  تالاغ

ون حقيقية. تكون كحقيقية  فإن الأشنننننننننننننننعة انذاتية ُ كن أن تؤخذ نت K )عير  نننننننننننننننان ة(. إذا كيالات هي موج ة K كيل انقيي انذاتية من
س علي  تعدد تللت ن  بعُد  يل اا الأشنننننننننعة انذاتية نلقيي انذاتية الم،تلفة متعامد   وتُشنننننننننكل الأشنننننننننعة انذاتية لأل عيةة ذاتية فضننننننننناء ج يي

. انقايةة المقابلة من nq, ..., 1q بنننننننت مةةمن الأشنننننننعة انذاتية الم n  كن اختيار   بانتاليn  n هي م نننننننفوفة ذات K انقيةة. إذا كيالات
نيل من انضننننننرورل أن تكون مختلفة  عل  وج  انتجد د  عدد انتكرارات نكل عيةة ذاتية  بنننننناول تعدد تل   n, ..., 1 انقيي انذاتية 

det(K) انقيةة انذاتية. وأخيراا  = ∏ λ
𝑘

𝑛
𝑘=1. 

 Q=  KQ دقس Q أعمه. و اودد   nq, ..., 1q  بنننت مةةهي م نننفوفة لها أعةد  متعامد  م Q عير  نننان ة  دعمحدد   K إذا كيالات 5.
Λ حيث = diag (λ

1
, . . . , λ

𝑛
ن إانقيةة انذاتية أعمه. وحيث /. هذا هو ب بنننننننننننننننا ة لابننننننننننننننن،ة شنننننننننننننننعاع من عمعة انشنننننننننننننننعاع انذاتي(

𝑞𝑘
†𝑞𝑚 = 𝛿𝑛𝑚 فإن Q دقس nI= Q †Q ند  ا أ ضاا . بعد ذن   كون †Q=  1–Q وبانتالي nI= †QQ  هذا  ع  أن صفوف Q  هي أ ضاا
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م نننننفوفة  Q . تبنننننة  الم نننننفوفةQQ=  K† لارى أن  Q† في Q=  KQة. وأخيراا  من خمل مرحلة مابعد انتعدد بنننننت مةمتعامد  م
 إذا كيالات عقد ة ومتعامد  إذا كيالات حقيقية. واحد ة

ومن وَّ عير فرد ة.   عيي ذاتية عير صفر ة  وتكون Kنننننن . وبانتالي  كن أن  كون نb  0 لأجل Kb  0 موج ة محدود   و Kإذا كيالات  6.
  bشعاع  nمن أجل أل و  .Q1–Q=  1–K†أل   كن أن تكون معكو ة K فإن

𝒃†K−1𝒃 =∑𝜆𝑘
−1|〈𝒃, 𝒒𝑘〉|

2

𝑘

 

𝒃†K−1𝒃 ن يان هذا  لاحظ أن = 𝒃†𝑄Λ−1Q
†𝒃بافتاض أن . 𝑣 = Q

†𝒃  حقيقة أن صنننننننننننفوفوا نننننننننننت،دام TQ   هي أشنننننننننننعة متعامد
𝒗⊺Λ−1𝒗 . وبانتالي  كون ند  اv من kذات انتتيت هي المركي ة  kq, b لارى أن kq مبنننننننننننننت مةة  = ∑ 𝜆𝑘

−1
𝑘 |𝑣𝑘|

  ان  تكون مكافئة 2
 . kq في اتجاه bهو مبقط  kq, b نل تيجة الميلوبة. لاحظ أن

.7 det K = ∏ λ
𝑘

𝑛
𝑘=1 حيث n, ..., 1  ن انذاتية نهي انقييK  ذا كيالاتإالمتكرر  ت عاا نتعددالا. وبانتالي K محدد  موج ة   كون >  Kdet 

 . Kdet < 0 محدد  عير  ان ة   كون Kوإذا كيالات   0
 Rم نننننننفوفة محدد  موج ة )لا نننننننف محدد (  و ألا  ه اك دد د فر د موجت )لا نننننننف دد د( هو م نننننننفوفة اتذر انتبيعي  Kإذا كيالات  8.

   بشكل خاص  بانعمعة:R. وتعي  K=  2R دقس
R = QΛ1 2

⁄
Q† where Λ1 2

⁄
= diag (√𝜆1,√𝜆2, … ,√𝜆𝑛 ) (88.7) 

 حيث Y = RV هي م فوفة ت ا ن مشتك من K م فوفة ت ا ن مشتك. وبشكل خاص  K م فوفة محدد  عير  ان ة  و Kإذا كيالات  9.
R  و (88.7)هي م فوفة اتذر انتبيعي فيmI=  VK. 

تعر ف  ;المتجولات انعشوايية ان وصية المشتكية ذات انقيةة المتو ية ان فر ة موجود  في أل م فوفة ت ا ن مشتك ميلوبة هذا أن   ذّ 
 ان وصي المشتك ه ا كيتكييت خيي من المتجولات انعشوايية انعاد ة لا اد من مجةوعة ممك ة من م فوفات انت ا ن المشتك.

م نننفوفة اتذر انتبيعي إن . TAA=  K نتجقيس A  ه اك انعد د من الخيارات من أجل K  من أجل أل م نننفوفة ت ا ن مشنننتك معيا
R في ان مر ة انتانية:  فقر انه هي خيار ببيط ومميي. يخ تل،يص بعير ان تايج في هذ آلافة انذكير 

ا ن وأ ضننناا هي م نننفوفة ت   نننان ة.م نننفوفة ت ا ن مشنننتك إذا وفقط إذا كيالات محدد  عير  n  n ذات K تكون الم نننفوفة .A7.1نظرية 
 .(88.7)في  Rهو م فوفة اتذر انتبيعي  A ن. خيار واحد نn  n ذات Aمن أجل أل  AA=  K† وفقط إذا كيان مشتك إذاا 

 
2.A7.  توسع سلسلة فورييه من عملية عشوائية مقتطعة 

–] انوا س بشكل فعال خمل اعالاعتبر أن عةلية عشوايية )بقيةة متو ية حقيقية صفر ة( مبتقر  بالمع   𝑇0
2
,
𝑇0
2
 0T حيث   مر إ  [

;𝑍(𝑡)} بشنننننننننننننننكل حد ننننننننننننننني عل  أغا كي ير  جداا. دع |𝑡| ≤ 𝑇0
2
–] تكون هذه انعةلية مقتيعة إ  اعال { 𝑇0

2
,
𝑇0
2 . الهدف من هذا الملجس [

ير ع والملجس انقادم هو عرض هذه انعةلية المقتيعة في اعال انتددل واكيتشننننننناف عمعتها بانكثافة انييفية نلعةلية المبنننننننتقر  بالمع  انوا نننننننس
  المقتيعة. الهدف انثاني هو تفبير بذ انتددات الم،تلفة نلعةليات ان وصية المبتقر  من حيث انعةلية المقتيعة.

;𝑍(𝑡)} افتض في ان دا ة أن انعةلية |𝑡| ≤ 𝑇0
2
فتض ا و نتتي إانافة افتاض أغا مبنتقر  بالمع  انوا نس بشنكل فعال لاحقاا. ةاعت ا ية {

,𝑍(𝑡}   ون قلℒ2 باحتةال  باول انواحد. كيل تابس عي ة منℒ2  أن توابس انعي ة من انعةلية المقتيعة هي توابس حقيقية من 𝜔); |𝑡| ≤ 𝑇0
2
} 

 ذن  تو يع  في  لبلة فور ي  كن بعد 

𝑍(𝑡, 𝜔) = ∑ �̂�𝑘(𝜔)𝑒
2𝜋𝑖𝑘𝑡 𝑇0⁄ ,             |𝑡| ≤

𝑇0
2

∞

𝑚=−∞

 
(89.7) 

,𝑍(𝑡} بالمثل عقد ة. و ا أن توابس انعي ة �̂�𝑘(𝜔) انتوابس المتعامد  ه ا عقد ة و كن أن تكون المعاممت 𝜔); |𝑡| ≤ 𝑇0
2
هي حقيقية   {

�̂�𝑘(𝜔)  فإن = �̂�−𝑘∗ (𝜔)من أجل كيل k ع  أن. هذا أ ضاا  �̂�𝑘(𝜔) هي حقيقية .تعي   لبلة فور ي  انعكبية بانعمعة 
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�̂�𝑘(𝜔) =
1

𝑇0
∫ 𝑍(𝑡, 𝜔)𝑒−2𝜋𝑖𝑘𝑡/𝑇0 𝑑𝑡.

𝑇0
2

−
𝑇0
2

 

(90.7) 

 ℑ(�̂�𝑘)و ℜ(�̂�𝑘) من هي متجول عشنننننننننننننننوايي عقدل  أل أن  كيما  �̂�𝑘 هي عدد عقدل  نذن  𝜔  �̂�𝑘(𝜔) من أجل كيل لاقية عي ة
ℜ(�̂�𝑘) هي متجولات عشنننننننننننننننوايية. أ ضننننننننننننننناا  = ℜ(�̂�−𝑘) وℑ(�̂�𝑘) = ℑ(�̂�−𝑘)  من أجل كيلkالمقتيعة . و تتت عل  ذن  أن انعةلية 

{𝑍(𝑡); |𝑡| ≤ 𝑇0
2
 تعرف بانعمعة {

𝑍(𝑡) = ∑ �̂�𝑘𝑒
2𝜋𝑖𝑘𝑡 𝑇0⁄ ,           −  

𝑇0
2
≤  𝑡 ≤

𝑇0
2

∞

𝑘=−∞

 
(91.7) 

 :بانعمعةتعي   Z(t) هي توابس خيية من�̂�𝑘  ي عةلية عشوايية )حقيقية( والمتجولات انعشوايية انعقد ةه

�̂�𝑘 =
1

𝑇0
∫ 𝑍(𝑡)𝑒−2𝜋𝑖𝑘𝑡 𝑇0⁄  𝑑𝑡.

𝑇0
2

−
𝑇0
2

 

(92.7) 

 هما زوج  لبلة فور ي  بذ انعةلية انعشوايية و تابس من المتجولات انعشوايية. دقس توابس انعي ة انعمعة:  (92.7)و (91.7)فإن  وهكذا
1

𝑇0
∫  𝑍2(𝑡, 𝜔)𝑑𝑡 =∑|�̂�𝑘(𝜔)|

2

𝑘∈ℤ

𝑇0
2

−
𝑇0
2

 
 ونذن 

1

𝑇0
E [∫ 𝑍2(𝑡)𝑑𝑡

𝑇0
2

𝑡=−
𝑇0
2

] = ∑E|�̂�𝑘|
2

𝑘∈ℤ

 

(93.7) 

 :باحتةال  باول انواحد  كن أن   مر إني  نيكون مكافئاا لافتاض أن ℒ2 الافتاض أن توابس انعي ة هي
∑𝑆𝑘 < ∞           where 

𝑘∈ℤ

 𝑆𝑘 = E [|�̂�𝑘|
2
] (94.7) 

 و لُ،ص هذا في ان مر ة انتانية.
–] عيةة متو ية صفر ة إ  اعالإذا يخ اعتياع عةلية عشوايية )حقيقية( ولها  .A7.2نظرية  𝑇0

2
,
𝑇0
2
 ℒ2 وكيالات توابس انعي ة المقتيعة هي [

. {�̂�𝑘} د ة ة انتوزع المشنتك نلةتجولات انعشنوايية ذات معاممت فور ي  انعقاباحتةال  بناول انواحد  و  تي دد د انعةلية المقتيعة بو ن
;�̂�𝑘}  عمو  عل  ذن   أل توزع مشتك من 𝑘 ∈ ℤ}  ادد مثل هذه انعةلية المقتيعة. (94.7)اقس 

 كيةا  لي:  (91.7) كن حباب تابس انتوزع المشتك نلعةلية المقتيعة من المعادنة 

K𝑍(𝑡, 𝜏) = E[𝑍(𝑡)𝑍
∗(𝜏)] = E [∑�̂�𝑘𝑒

2𝜋𝑖𝑘𝑡 𝑇0⁄

𝑘

∑�̂�𝑚
∗ 𝑒−2𝜋𝑖𝑚𝑡 𝑇0⁄

𝑘

] 

=∑E[�̂�𝑘�̂�𝑚
∗ ]𝑒2𝜋𝑖𝑘𝑡 𝑇0⁄ 𝑒−2𝜋𝑖𝑚𝑡 𝑇0 ⁄

𝑘,𝑚

,        for − 
𝑇0
2
≤  𝑡, 𝜏 ≤

𝑇0
2

 
(95.7) 

,𝑡 عل  كيل (95.7)لاحظ ألا  إذا يخ تمد د انتابس عل   ذ المعادنة  𝜏 ∈ ℝفإلا    نننن ح دورل في   t 0 بدورT  من أجل كيل ودورل في  
 0 بدورT  من أجل كيلt. 

ل  كيل ع عةلياا تمثيلها عل  شننننكل  ننننلبننننلة فور ي .   نننن ح مثل هذا انتةثيل أكيثر فايد ا  أن أل عةلية اعتياع  كن A7.2ان مر ة  تلذ
حال  إذا كيالات معاممت فور ي  عير متابية.   جث انقبننننةان انفرعيان انقادمان هذه الحانة ومن و  ت، نننن ننننان في انعةليات ان وصننننية  

 متابية المبتقلة. حيث  ع  تع ير عير
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3.A7  المعاملات غير المترابطة )المستقلة( في سلسلة فورييه 

;�̂�𝑘}  في ظل الافتاض الإاافي أن معاممت فور ي  (95.7)اعتبر تابس انت ا ن المشتك في  𝑘 ∈ ℤ}عير متابية  أل  أن E [�̂�𝑘 �̂�𝑚
∗
من  [

𝑍𝑘    وحيثm = –k   ق  هذا الافتاض أ ضنننننناا من أجل .k  m حيث k  m أجل كيل عيي = 𝑍−𝑘∗ من أجل كيل عييk من    ع  أن كيما 
E[(ℜ(𝑍𝑘))

2
] = E[(ℑ(𝑍𝑘))

2
ℜ(𝑍𝑘) ℑ(𝑍𝑘)و  [ = E[�̂�𝑘�̂�𝑚 أن  نننا(. 10.7 انتةر ن)الامر   0

∗ ] = فنننإن المعنننادننننة  k  m من أجنننل  0
 ت  ح أببط نتكون (95.7)

K𝑍(𝑡, 𝜏) =∑𝑆𝑘  𝑒
2𝜋𝑖𝑘(𝑡−𝜏) 𝑇0⁄          

𝑘∈ℤ

for −  
𝑇0
2
≤  𝑡, 𝜏 ≤

𝑇0
2

 
(96.7) 

,K𝑍(𝑡  هذا  ع  أن 𝜏)ننننننننننننننننننتابس فقط ن 𝑡 − 𝜏 خمل اعال – 𝑇0
2
 ≤  𝑡, 𝜏 ≤ 𝑇0

2
,K𝑍(𝑡   أل أن 𝜏) بالمع  انوا نننس وبشنننكل فعال  مبنننتقر

–] خمل اعال 𝑇0
2
,
𝑇0
2
,K𝑍(𝑡 وهكذا  كن أن لاشير إ  [ 𝜏) بن K̃𝑍(𝑡 − 𝜏) في هذا اعال  و 

K̃𝑍(𝜏) = ∑𝑆𝑘  𝑒
2𝜋𝑖𝑘𝜏 𝑇0⁄

𝑘

 
(97.7) 

 . K̃𝑍(𝑟) اتي ية تشكل هذه انعةلية ان  هي معاممت  لبلة فور ي  في تابس انت ا ن المشتك kSهذا  ع  أن ت يرات 
–] ن انعةلية انعشنننننننننننننوايية المقتيعة )حقيقية( لها معاممت فور ي  عير متابية خمل اعال بالافتاض فإن وباخت نننننننننننننار   𝑇0

2
,
𝑇0
2  ع  أن  [

–] انعةلية مبنننننننننتقر  بالمع  انوا نننننننننس خمل اعال 𝑇0
2
,
𝑇0
2 ول المتج لوأن ت يرات هذه المعاممت هي معاممت فور ي  من انت ا ن المشنننننننننتك ذ [

 . ن مركي ات اتيت وانتجيت نكل من اتيوب المقابلة عير متابية وذات ت ا ن متباو  إانواحد. هذا معقول حيث 
,𝑡 يخ تعر ف  من أجل كيل عيي الآلاف في المثال (t, ZK( لاحظ أن 𝜏 ∈ [−𝑇0

2
, 𝑇0
2
وعت أن  0T إ  –0T من  ,t وبانتالي تمتد مجالات [

 ]–0T, 0T[   نذن  فإن اعال0T دورل أ ضننننننننننننناا ودوره K̃𝑍(𝑟)   نجد أن(97.7) . من المعادنة–0T < r < 0T من أجل K̃𝑍(𝑟) (97.7) اقس
E[𝑍(−𝜀)𝑍∗(𝜀)] . هذا  ع   عل   نننننننن يل المثال  أنK̃𝑍(𝑟)  تضننننننننةن فتتذ من = E[𝑍(𝑇0

2
− 𝜀)𝑍∗(−𝑇0

2
+ 𝜀)] . وبشننننننننكل عام  ت عكل

 .6.7 كيةا هو مواح في انشكل  (t, ZK( في K̃𝑍(𝑟) دور ة

 
– K̃𝑍(𝑡 ا مف وض  من دو    , t(ZK( ا ق ود على :6.7الشكل   𝜏). 

–] نقد رأ  ا بشنننننننكل أ نننننننا ننننننني ألا  ع دما تقُتيس أل عةلية عشنننننننوايية إ  اعال 𝑇0
2
,
𝑇0
2 لا  إذا كيالات إ   كون لها تمثيل  نننننننلبنننننننلة فور ي   [

–]معاممت  ننننلبننننلة فور ي  عير متابية  ومن و تكون انعةلية المقتيعة مبننننتقر  بالمع  انوا ننننس خمل اعال  𝑇0
2
,
𝑇0
2 ولها تابس ت ا ن مشننننتك  [

 . هذا ُ برهن ان  ف الأول من ان مر ة انتانية :0Tه دورل دور 
;𝑍(𝑡)}  نتكن .A7.3نظرية   𝑡 ∈ [−𝑇0

2
, 𝑇0
2
–] )حقيقية( ذات عيةة متو ية صفر ة و اعة محدود  خمل اعالعةلية عشوايية {[ 𝑇0

2
,
𝑇0
2 ] 

;�̂�𝑘}  نتكنو  𝑘 ∈ ℤ} (92.7)و (91.7)هي المتجولات انعشوايية نبلبلة فور ي  في . 
E  إذا كيان•  [�̂�𝑘 �̂�𝑚∗ ] = 𝑆𝑘𝛿𝑘,𝑚من أجل 𝑘,𝑚 ∈ ℤ فإن {𝑍(𝑡);  𝑡 ∈ [−𝑇0

2
, 𝑇0
2
 مبنننننننننتقر  بالمع  انوا نننننننننس بشنننننننننكل فعال خمل اعال {[

[– 𝑇0
2
,
𝑇0
2   .(97.7) ودقس [

;𝑍(𝑡)} إذا كيالات•   𝑡 ∈ [−𝑇0
2
, 𝑇0
2
–] مبتقر  بالمع  انوا س بشكل فعال خمل {[ 𝑇0

2
,
𝑇0
2 ]–0T , خمل 0T دورل بدور (t, ZK( وإذا كيان [
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]0Tتكون   E [�̂�𝑘 �̂�𝑚
∗
] = 𝑆𝑘𝛿𝑘,𝑚 0 < من أجل خيار ما من kS ومن أجل كيل 𝑘,𝑚 ∈ ℤ.  

 :أن (92.7)لإق ات انقبي انثاني من ان مر ة  لاحظ من  البرها :

E[�̂�𝑘�̂�𝑚
∗ ] =

1

𝑇0
2∫ ∫ K𝑍(𝑡, 𝜏)

𝑇0
2

−
𝑇0
2

𝑇0
2

−
𝑇0
2

𝑒−2𝜋𝑖𝑘𝑡 𝑇0⁄ 𝑒2𝜋𝑖𝑚𝑡 𝑇0 ⁄ 𝑑𝑡 𝑑𝜏 
(98.7) 

,K𝑍(𝑡 أن لاعلي 𝜏) = K̃𝑍(𝑡 − 𝜏) من أجل 𝑡, 𝜏 ∈ [−𝑇0
2
, 𝑇0
2
K̃𝑍(𝑡و [ − 𝜏)  0ه دورل دورTبتعو ير .  – t=  s  لأجلt  كيةتجول في

 .(98.7) انتكامل  ت  ح

E[𝑍𝑘 �̂�𝑚
∗ ] =

1

𝑇0
2  ∫  (∫ K̃𝑍(𝑠)

𝑇0
2
−𝜏

−
𝑇0
2
𝜏

𝑒−2𝜋𝑖𝑘𝑠 𝑇0⁄  𝑑𝑠)

𝑇0
2

−
𝑇0
2

𝑒−2𝜋𝑖𝑘𝜏 𝑇0 ⁄ 𝑒2𝜋𝑖𝑚𝜏 𝑇0 ⁄ 𝑑𝜏 

(99.7) 

وانذل  kنننننننننننن هذا انتكامل تابس فقط نفإن دور ة. وهكذا  K̃𝑍و لأن مجال انتكامل هو دور واحد  عل  sنننننننننننن  عتةد انتكامل بان ب ة ن لا
 وبانتالي .kS0T إني  لاشير

E[𝑍𝑘 �̂�𝑚
∗ ] =

1

𝑇0
 ∫ 𝑆𝑘

𝑇0
2

−
𝑇0
2

𝑒−2𝜋𝑖(𝑘−𝑚)𝜏 𝑇0 ⁄ 𝑑𝜏 = {
𝑆𝑘     for 𝑚 = 𝑘
0       otherwise

 

(100.7) 

 عير متابية  الاته  انبرهان. kZ وهذه ت ذ أن
قيق  بدعة أكيثر انوعت. هذا  كن دد انعمعة بذ هذه انعةليات وانعةليات المبننننتقر  بالمع  انوا ننننس خمل كيل االمشننننكلة انثالاية هي إع

;𝑍′(𝑡)} 122في حانة انعةليات ان وصننية. اعتبر عةلية عشننوايية عوصننية 𝑡 ∈ ℝ}  ذات عيةة متو ننية صننفر ة مبننتقر  بالمع  انوا ننس )وبانتالي
   أنّ  وافتض أن اعال انذل  كون في  انت ا ن المشرك لا باول ان فر محدود  ألK̃𝑍′(𝜏)  قابتة( ولها تابس ت ا ن مشتك

K̃𝑍′(𝜏) = 0              for    |𝜏| >
𝑇1
2
 

f(Z( < 0 افتض أن 'S ن هي انكثافة انييفية نZ' 1 وأنT>  0Tن. تعي  معاممت  لبلة فور ي  ن K̃𝑍′(𝜏) خمل اعال [– 𝑇0
2
,
𝑇0
2 ع ديذ  [

𝑆𝑘 بانعمعة =
𝑆
𝑍′
(𝑘/𝑇0)

𝑇0
–] افتض أن هذه انعةلية تقتب خمل اعال . 𝑇0

2
,
𝑇0
2 ;𝑍(𝑡)} عةيانعةلية ان وصنننننننننية المقتمن  [ 𝑡 ∈ [−𝑇0

2
, 𝑇0
2
ان   {[

  أل أنّ   �̂�𝑘 تت نف من م اممت فور ي  المبتقلة
𝑍(𝑡) =∑�̂�𝑘𝑒

2𝜋𝑖𝑘𝑡 𝑇0 ⁄ ,               

𝑘

−
𝑇0
2
≤ 𝑡 ≤

𝑇0
2
, 

 حيث 
E[𝑍𝑘�̂�𝑚

∗ ] = 𝑆𝑘𝛿𝑘,𝑚           for all 𝑘,𝑚 ∈ ℤ 
K̃𝒁(𝜏) هو t(Z( نلعةليةتابس انت ا ن المشنننننننننننتك فإن . A7.3ان مر ة  ومن = ∑ 𝑆𝑘𝑒

2𝜋𝑖𝑘𝑡 𝑇0⁄
𝑘 0 ه. وهو دورل دورT ومن أجل | | ≤ 𝑇0

2
 

K̃𝒁(𝜏) فإن = K̃𝒁′(𝜏) .الأصنننننننننننننلية تذلعةلين فإن Z'(t) وانتقر  ية Z(t) بانتالي لافل انت ا ن من أجل | | ≤ 𝑇0
2

| | . ومن أجل > 𝑇0
2

   فإن
K̃𝑍′(𝜏) =  مبنننننننننننننتقر  بشنننننننننننننكل فعال خمل مجالها Z مبنننننننننننننتقر   بي ةا 'Z . أ ضننننننننننننناا  باني س  دورل خمل كيل عيي K̃𝒁(𝜏) بي ةا  كون 0
[– 𝑇0

2
,
𝑇0
2  .7.7المتجونذ. وهو مواح في انشكل  لأكيثر واوحاا من خمل تع ير تابس انت ا ن المشتك ذ 'Zو Z .  كون انفرق بذ[

                                                           
 ف دة هنا.مكب  بكث   من ا مجالا/ ا بشكل مكافئ،  مكن  لم ء أن  فت ض أن مستق ة با معنى ا واسع بشكل فعال خلال مجال ما أ 122
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,K̃𝑍′(𝑡 (a)  وضه ا جزء :7.7الشكل  𝜏) خلال ا مجال −𝑇0

2
≤ 𝑡, 𝜏 ≤ 𝑇0

2
K̃𝑍′(𝜏) ا تحق ق 'Z ا مستق ةمن أجل ا عمل     = 0  

ومع طو   /0T1 ا مستقل ، ا متباعدة بمقدا  ا منحن ا/ ا ج ب  ا ما ف  من  Z  وضه عمل   تقا ب (b). ا جزء 21T>  / لأجل
–    ب  من و 20T/    ب  من tموزع بانتظام. لاحظ أن توابع ا تبا ن ا مشت ك متماثل  باستثناء ا سلوك ا شاذ عند ا زوا ا ح ث 

/20T .أو با عكس 

–] عل  شكل  لبلة فور ي  خمل اعال 'Z ت نمذجةح من انشكل ألا  إذا تمّ  تضّ  𝑇0
2
,
𝑇0
2 با ت،دام معاممت عوصية عقد ة مبتقلة  [

,K𝑍′(𝑡  ومتةاقلة داير اا  فإن 𝜏) = K𝑍(𝑡, 𝜏)من أجل |𝑡|, |𝜏| ≤ 𝑇0−𝑇1
2

ان ننننننننننفر ة  تي و ا أن انعةليات ان وصننننننننننية ذات انقيةة المتو ننننننننننية  
 تكون متيابقة إح ايياا خمل هذا اعال.  'Zو Z  ة توابس انت ا ن المشتك لها  هذا  ع  أنادد دها بو 

–] بشنننننكل تام خمل اعال 'Z وباخت نننننار  لا كن نمذجة انعةلية ان وصنننننية 𝑇0
2
,
𝑇0
2 مس  خمل ذن  اعال. با نننننت،دام  نننننلبنننننلة فور ي  [

 نذل خمن نيشننةل اعال المفيد إاننافة نلةجال ا كياف    عل  غو مجال أكيبر عل تج ت انبننلوك انشنناذ با ننت،دام  ننلبننلة فور ي   ذن    تيّ 
K̃𝑍′(𝜏) ≠  ةلاشننننننناء ان مر إ ير محدود  فإن نموذج  نننننننلبنننننننلة فور ي   كن ا نننننننت،دام  فقط بشنننننننكل تقر بي. يخّ عإذا كيان هذا اعال الأخير  .0

 :انتانية
 وتابس ت ا ن مشنننننننتك S(f) عةلية عشنننننننوايية عوصنننننننية مبنننننننتقر  وذات عيةة متو نننننننية صنننننننفر ة مس كيثافة  يفية Z'(t)نتكن  .A7.4نظرية 

K̃𝒁′(𝜏) = 𝑍(𝑡)  انعةليننة المقتيعننةT 0T <1 . و من أجننل21T>  / من أجننل 0 = ∑ 𝑍𝑘𝑒
2𝜋𝑖𝑘𝑡 𝑇0 ⁄

𝑘  من أجننل |𝑡| ≤ 𝑇0
2

 kZ  حيننث 
𝑍𝑘~𝒞𝒩 مبتقلة وتكون (𝑆(𝑘/𝑇0)

𝑇0
𝑘 من أجل كيل عيي Z'(t) إح ايياا مس متيابقة ( ∈ ℤ خمل اعال [– 𝑇0−𝑇1

2
, 𝑇0−𝑇1

2
]. 

افة إ  انبننننننلوك  ألا   بالإاننننننهي ت ذّ و  ل المشننننننكلة.لحهي باندرجة الأو  لا ننننننت،دام المفاهيي  بدلاا من كيوغا أدا   لافاا ان مر ة المذكيور  أ
ت م اعشننننننت  أعمه   كن ا ننننننت،دام الا ننننننتقرار خمل اعال المفيد دون انقلس عن كييفية ت ننننننرف انعةلية خارج بعيداا خارج انشنننننناذ انذل تمّ 

 كن أن تكون كي ير  بشنننننكل اعت ا ي  وبانتالي اتيوب مت اعد  عل  غو متاص بشنننننكل اعت ا ي  لارى  0T نإاعال المفيد. أ ضننننناا  حيث 
 لية ان وصية وا تقمل مجالات انتدد هي متي ة تماماا وأكيثر من شيء ما صالح فقط  ع  الحد.أن انعمعة بذ ا تقرار انعة
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4.A7   ع توسKarhunen-Loeve  

–] نتةثيل انعةلية انعشنننننننوايية ان   تي اعتياعها عال ما Karhunen-Loeveتو نننننننس   نننننننلوب أخر   دع أ ثمة 𝑇0
2
,
𝑇0
2  ة تو نننننننس ابو ننننننن  [

 بية.مثل أن هذه المعاممت في انتو س عير متا المبت مةة. والهدف من ذن  هو اختيار مجةوعة من انتوابس المتعامد  بت ميمو متعامد 
,𝑡 ننننننننننننننننالمعرف بان ب ة ن K(t, ) لا دأ مس تابس انت ا ن المشتك  ∈ [−𝑇0

2
, 𝑇0
2
. الحقايس الأ ا ية حول توابس انت ا ن المشتك اودود  زم ياا [

 g(t) عير  ننننننانت  ع  ألا  تةيس انتوابس هو محدد A7  K(t, ).1هذه هي عةلياا لافل الحقايس عن م ننننننفوفات انت ا ن المشننننننتك في الملجس 
   ℒ2 من

∫  ∫ 𝑔(𝑡) K
𝑍
(𝑡, 𝜏) 𝑔(𝜏)

𝑇0
2

−
𝑇0
2

𝑇0
2

−
𝑇0
2

𝑑𝑡 𝑑𝜏 ≥ 0 

–] ذاتية متعامد  مبت مةة عيةتها الحقيقية معرفة في اعال أشعة ZKن  كون ن 𝑇0
2
,
𝑇0
2
 وعيي ذاتية عير  ان ة. هذا هو [

∫ K𝑍(𝑡, 𝜏) 𝜙𝑚(𝜏)

𝑇0
2

−
𝑇0
2

𝑑𝜏 = λ𝑚𝜙𝑚(𝑡);   𝑡 ∈ [−
𝑇0
2
,
𝑇0
2
] 

,𝜙𝑚〉حيث 𝜙𝑘 〉 = 𝛿𝑚,𝑘 . 
–] نلتوابس الحقيقية خمل اعال ℒ2 هذه الأشعة انذاتية تمدد فضاء 𝑇0

2
,
𝑇0
2  هذه الأشعة انذاتية كيتوابس متعامد  مبت مةة من . با ت،دام[

𝑍(𝑡) = ∑ 𝑍𝑚𝜙𝑚(𝑡)𝑚. كون من انبنننننهل أن لا ذ أن  E[𝑍𝑚𝑍𝑘] = 𝜆𝑚𝛿𝑚,𝑘 . خر إذا كيان تابس انت ا ن المشنننننتك معي  بشنننننكل آبكمم
–] الاعتياع  اعت ا ي خمل مجال 𝑇0

2
,
𝑇0
2 𝑍(𝑡) نإبحيث  ةبنننننننننننننننت مةمجةوعة معي ة من انتوابس المتعامد  الم إعاد.  ك  ا [ = ∑ 𝑍𝑚𝜙𝑚(𝑡)𝑚 

E[𝑍𝑚𝑍𝑘]و = 𝜆𝑚𝛿𝑚,𝑘  . ّتو س وهذا ما  بة  Karhunen- Loeve 
لحظ أغا لاتوفر ا ا ننوب. نبننوء هذه المعادلات نلأشننعة انذاتية وانقيي انذاتية معروفة بالمعادلات انتكاملية و كن حبننابها با ننت،دام الح

 انتددل.ن في اعال عدراا كي يراا من انتةع  
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7.E  تمارين 

1.7 (a) ض أن ت افX  Y  هي متجولات عشوايية مبتقلة وموزعة بشكل متةاقل  كيل م ها ن  كيثافة𝑓𝑋(𝓍) = 𝛼 exp(−𝓍
2 2⁄ في ات ء . (

(b)1    نننننننننوف لارى أن عت أن تكون √2𝜋⁄ من أجل أن تكتةل )x(Xf نلواحد  نكن في ات ء ند  ا   .2  +نتكن عير معرفةX=  S

2Y  كيثافة احتةال. أوجد S بدلانة  تلةيح: ار ي م ج يات كيثافة الاحتةال المتباو ة في المبتول .X  Y. 
(b)  برهن من ات ء(a) أن  1 عت أن تكون √2𝜋⁄  نتكونS من وََّ   و X  Y 0 =  أنبذّ  .متجولات عشنننننوايية ]X[E وأن  ]2X[E

= 1 . 
(c) نأوجد انكثافة الاحتةانية ن 𝑅 = √𝑆.  ّوتبة  R متجول را لي انعشوايي.  

2.7 (a)  افتض أن𝑋~𝒩(0, 𝜎𝑋
,𝑌~𝒩(0و (2 𝜎𝑌

لات عشنننوايية عوصنننية مبنننتقلة وذات عيةة متو نننية صنننفر ة. عن  ر س  ي  و هي متج (2
تمام إ  مربس كيامل( في الأس. لإ  )اخمل إنجاز تكامل انيي  عت علي  ا نننت،دام ما  بنننةّ  :. تلةيحX + Y كيثافتيهةا  أوجد كيثافة

𝑒α𝓎 ننننننننننننن تضةن انضرب وانتقبيي بهذا 
2 هذا  اتواب.   و ك   الا تشاد في ذن  عن  ر س معرفة ما هوننننننننننننن من أجل عيةة ما ن ⁄2

 عيةة خمل انعةل مس المتجولات انعشوايية ان وصية.   لوب ذولأا
(b) دو ل فور ي  نكثافة الاحتةال )x(Xf هو: 𝑓𝑋(𝜃) = ∫ 𝑓𝑋(𝓍)𝑒

−2𝜋𝑖𝓍𝜃 d𝓍 = E[𝑒−2𝜋𝑖𝑋𝜃]. وص الأ نننننا ننننني انتجو ل ان وبتقييل 
,𝑋~𝒩(0 ألا  من أجل بذِّ  (84.4)انعمعة  في 𝜎𝑋

2)  
𝑓𝑋(𝜃) = exp [−

(2𝜋𝜃)2𝜎𝑋
2

2
] 

(c) أوجد الأن كيثافة X + Y  .با ت،دام دو ل فور ي  لهذه انكثافات 
(d) با ت،دام لافل تق ية دو ل فور ي   أوجد كيثافة 𝑉 = ∑ 𝛼𝑘𝑊𝑘

𝑛
𝑘=1 يثح kW, ..., 1W .هي متجولات عشوايية عاد ة مبتقلة 

 X ذ مشتكيذ. افتض أنيصو عفي هذا انتةر ن  وف لاقوم بتكييت متجونذ عشواييذ بحيث  كولاا عوصيذ بشكل فردل نكن نيبا  3.7
 متجول عشوايي عير  لبي ون  كيثافة 

𝑓𝑋(𝓍) = √
2

𝜋
exp (

−𝓍2

2
)          for 𝓍 ≥ 0 

 .Up(1) = Up)–1/2 = (1   باحتةالات1  ةلايق اا U وافتض أن
(a) أوجد كيثافة احتةال UX=  1Y 1. ار ي كيثافةY وت ا  ها. ةوأوجد عيةتها المتو ي 
(b)  1مثل متجونذ عشواييذ عوصيذ مقيبذ  ون قلY 2وY1نننننن   بحيث تكون انكثافة المشتكية نY  2Y  مباو ة نل فر في انربعذ انثاني

1 خملهةا ان ننننننننننننننفر في انربعذ الأول وانثانث حيث تكون انكثافةتبنننننننننننننناول  وانرابس من المبننننننننننننننتول. وهي لا

𝜋
exp (

−𝑦1
2−𝑦2

2

2
تلةيح: . (

 .2Y ر في كييفية تركييتوفكّ  1Y من أجل (a)ا ت،دم ات ء 
(c) 2[ أوجد انت ا ن المشتكY1Y[Eتلةيح في ان دا ة أوجد المتو ط نلةتجول انعشوايي . X  .أعمه 
(d) 1 ا ننت،دم الاختمف من لافل انفكر  ن  اء متجونذ عشننواييذ عوصننيذ مقيبننذY  2Y  1 ل  اوور انقيرلعاحتةالهةا   تكي = v

2v 2وv–=  1v لها  كون   أل ان Pr(𝑉1 ≠ 𝑉2 and 𝑉1 ≠ −𝑉2) = 0 
 . 2W, 1W= min( Y(  وX )2W, 1W= max( متجولات عشوايية عاد ة مبتقلة. وافتض 𝑊2~𝒩(0,1)و 𝑊1~𝒩(0,1)افتض  4.7

(a) 1ننننننن ار ي انتجو ل من عيي انعي ة نW  2W ننننننن إ  عيي انعي ة نY, X .1 ل زوج انعي ةأw  2w 1 منW  2W  تجول إ  زوج عي ة معي  
x  y  منX  Y ؟ 

(b) أوجد كيثافة احتةال )y, x(X Yf ن نX  Y .اشر  برهالا  باخت ار نكن ا ت،دم انر ي بدلاا من المعادلات. 
(c) أوجد )s(SF حيث Y+  X=  S. 
(d) أوجد )d(Df حيث Y – X=  D. 
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(e)  افتض أنU 1 متجول عشوايي   خذ انقيي نكل عيةة وافتض أن 1/2 باحتةال  باول U 1 مبتقل إح ايياا عنW  2W هل .
S وUD ؟عوصية مشتكية 

∫ بذ أنℒ2  هي h(t) ض أن اعة تبنننناول انواحد وافت  ذو ℒ2 تابس من 𝜙(𝑡)افتض  5.7 𝜙(𝑡)ℎ(𝜏 − 𝑡)𝑑𝑡
∞

−∞
مس  ننننننننننننننننننن تابس ن ℒ2 هو 

  .h(t)و 𝜙(𝑡) ن. تلةيح: خذ بعذ الاعت ار دو ل فور ي  نℎ‖2‖  ةا اعة ع د الحد انعلول بو 
6.7 (a)  ّبافتاض أن (30.7)ي انعةلية انعشوايية في المعادنة عة kZ عي ة   ق  متابط اعت ا ياا. بذ أن كيل تابس ℒ2. 

(b)  ّأن من أجل لافل الحانة  بذ ∫∫|K𝑍(𝑡, 𝜏)|
2𝑑𝑡 𝑑𝜏 < ∞. 

7.7 (a) 2... , افتض أنZ, 1Z   لبلة من المتجولات انعشوايية ان وصية المبتقلة 𝑍𝑘~𝒩(0, 𝜎𝑋
𝜙𝑘: ℝ} وافتض أن (2 → ℝ}  هي  لبلة

𝑍(𝑡)    كونt ف الأ ننننننا ننننننية ألا  من أجل كيل ر ة. لااعش من انتعابننننننت مةمن انتوابس المتعامد  الم = ∑ 𝑍𝑘𝜙𝑘(𝑡)
𝑛
𝑘=1  متجول عوصنننننني

  .t نكيتابس ن  Z(t) عشوايي. أوجد ت ا ن
(b) لأل مجةوعة من انفتات ℓt,..., 1tافتض أن   𝑍(𝑡𝑚) = ∑ 𝑍𝑘𝜙𝑘(𝑡𝑚)

𝑛
𝑘=1  لأجلℓ < m <1   اشر  بع ا ة من انتعار ف الأ ا ية

;𝑍(𝑡)} الخاصننننة بها. واننننح لماذا تكون انعةليةعوصننننية مشننننتكية و حدد م ننننفوفة انت ا ن  }ℓt(Z), ..., 1t(Z{( لماذا تكون 𝑡 ∈ ℝ}  عةلية
  ية.صعشوايية عو 

(c) افرضن لآا n =  أعمه وافتض أن ∑ 𝜎𝑘
2 < ∞𝑘 .أن انتوابس المتعامد  المبننننننت مةة محدود  من أجل أيس عيي  اا افتض أ ضننننننk وt 

|A  |𝜙𝑘(𝑡) ع  ألا  نثابت ما  ≤ 𝐴 من أجل كيل عيي k وt .من المتجولات انعشوايية انتكييت الخيي اعتبر 
𝑍(𝑡) =∑𝑍𝑘𝜙𝑘(𝑡) = lim

𝑛→∞
∑𝑍𝑘𝜙𝑘(𝑡)

𝑛

𝑘=1𝑘

 

𝑍(𝑛)(𝑡) نتكن = ∑ 𝑍𝑘𝜙𝑘(𝑡)
𝑛
𝑘=1نننننننننننننن. من أجل أل عيةة معيا  ن tأوجد انت ا ن   𝑍(𝑗)(𝑡) − 𝑍(𝑛)(𝑡) من أجل j > n  ّألا  نكل . بذ 

هي متجول عشنننوايي عوصننني. ممحمة :  Z(t) اشنننر  لماذا  دل هذا عل  أن .n    قتب هذا انت ا ن من ان نننفر حيث  j > n عيي
هي  لبلة محدود  من المتجولات انعشوايية   Z(t)هي متجول عشوايي عوصي  نكن إق ات هذا  تيلت خلفية كي ير .  Z(t) في الحقيقة

يث  حابس الحدل  تذهت إ  انت انتوابس ان  لافبنننها كيةا في  نننلبنننلة انقضنننية ه ا هي -تابس من فضننناء انعي ة  وكيل متجول عشنننوايي هو
 .  Riesz – Fischerكيان علي ا ا ت،دام لامر ة 

(d)  من أجل انعةلية انعشننننننننننوايية ان وصننننننننننية أعمه{𝑍(𝑡); 𝑡 ∈ ℝ}أن   افتض 𝓏(𝑡) هي تابس عي ة من Z(t)   وأوجد  اعتها أل‖𝓏‖2 
,𝓏1 بدلانة عيي انعي ة 𝓏2, . ,𝑍1 من .. 𝑍2, . ;E{‖{𝑍(𝑡) انعةليةأوجد انياعة المتوععة من . .. 𝑡 ∈ ℝ}‖2}. 

(e)   ننننننننننننننننننننننننأوجد الحد الأعل Pr{‖{𝑍(𝑡); 𝑡 ∈ ℝ}‖2 > 𝛼} انذل   تهي إ  ان نننننننفر حيث    تلةيح :  كن أن تجد متاججة .
Pr {𝑌  كون Yمفيد . هذه ت ص عل  ألا  من أجل أل متجول عير  ننلبي  Markovماركيوف  ≥ 𝛼} ≤ 𝐸[𝑌]

𝛼
. اشننر  لماذا هذا  مُهر أن 

 باحتةال  باول انواحد. ℒ2هي  {Z(t)} توابس انعي ة من
;𝑍(𝑡)}  اعتبر انعةلية انبتو تاتيكية 8.7 𝑡 ∈ ℝ}عي ة ع ار  عن  لبلة من ان  ضات المبتييلة كيةا في انشكل أدلااه  سوان  فيها كيل تاب 

 
𝑍(𝑡)  دليلياا  = ∑ 𝑍𝑘rec (𝑡 − 𝑘)

∞
𝑘=−∞حيث . . . , 𝑍−1, 𝑍0, 𝑍1, . .  والموزعة بشكل متةاقل  لبلة من المتجولات انعاد ة المبتقلة  ,.

𝑍𝑘~𝒩(0,1). 
(a) هل  {𝑍(𝑡); 𝑡 ∈ ℝ} .عةلية عشوايية عوصية؟ اشر  بدعة لماذا أو لماذا لا 
(b)  أوجد تابس انت ا ن المشتك نلعةلية{𝑍(𝑡); 𝑡 ∈ ℝ}. 
(c)  هل{𝑍(𝑡); 𝑡 ∈ ℝ} .عةلية عشوايية مبتقر ؟ واح ذن  بدعة 
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(d) ة إدخال إزاحة زم ية عشننننوايية اافتض الأن أن انعةلية انبننننتو ننننتا ننننتيكية يخ تعد لها بو نننن Φ  .موزعة بالاتمام بذ ان ننننفر وانواحد
;𝑉(𝑡)}وبانتالي  انعةلية اتد د   𝑡 ∈ ℝ} تعُرف بانعمعة 𝑉(𝑡) = ∑ 𝑍𝑘rec (𝑡 − 𝑘 − Φ)

∞
𝑘=−∞أوجد انتوزع انشننننننننننننر ي من . V(0.5) 

 .V(0) = v انشر ي عل 
(e) هل {𝑉(𝑡); 𝑡 ∈ ℝ} .عةلية عشوايية عوصية؟ اشر  بدعة لماذا أو لماذا لا 
(f)  أوجد تابس انت ا ن المشتك نلعةلية{𝑉(𝑡); 𝑡 ∈ ℝ}. 
(g)  هل{𝑉(𝑡); 𝑡 ∈ ℝ} .عةلية عشوايية مبتقر ؟ من الأ هل تفبير هذا من كيتابة كيثير من المعادلات 

𝑉(𝑡)عةلية ان وصننية ان ادرس 9.7 = ∑ 𝑉𝑘  sinc (
𝑡−𝑘𝑇

𝑇
)𝑘 .} حيث   . . , 𝑉−1, 𝑉0, 𝑉1, . . .  ننلبننلة من المتجولات انعشننوايية المبننتقلة والموزعة  {

,𝑉𝑘~𝒩(0 بشكل متةاقل  𝜎
2) . 

(a)  أوجد كيثافة الاحتةال نلتابس الخيي∫𝑉(𝑡) sinc(𝑡
𝑇
)𝑑𝑡 . 

(b)  أوجد كيثافة الاحتةال نلتابس الخيي∫𝑉(𝑡) sinc(𝛼𝑡
𝑇
)𝑑𝑡  من أجل  > 1. 

(c) ا ننننتجابة لا ضننننية اذ اا خيي اا اعتبر مرشننننج ℎ(𝑡) = sinc(𝛼𝑡
𝑇
خرج هذا المرشننننح ع دما  كون  يه {Y(t)} . وافتض أن > 1 حيث (

 هذه انعةلية عوصية ولماذا هي مبتقر .تعتبر اشر  لماذا  .{Y(t)} . أوجد تابس انت ا ن المشتك نلعةليةآلافاا الم ذ  V(t) دخل  هو
(d) أوجد كيثافة الاحتةال نلتابس الخيي 𝑌(𝜏) = ∫𝑉(𝑡)sinc(𝛼(𝑡−𝜏)

𝑇
) 𝑑𝑡  من أجل > 1  و .اعت ا ية 

(e) ن أوجد انكثافة انييفية ن{𝑌(𝑡); 𝑡 ∈ ℝ}. 
(f) أن ذّ ب {𝑌(𝑡); 𝑡 ∈ ℝ} كن تمثيلها بانشكل  𝑌(𝑡) = ∑ 𝑌𝑘  sinc (

𝑡−𝑘𝑇

𝑇
)𝑘  ف المتجولات انعشواييةصِّ و و {𝑌𝑘; 𝑘 ∈ 𝑍}. 

(g) أعد انيل ذ (c)  (d)و  (e) من أجل  > 1 . 
(h) أنذّ ب  {Y(t)}  حانةفي > 1   كن تمثيلها كيعةلية sinc مثل( عوصية {V(t)} نونكن مس عيةة معدنة بشكل م ا ت ن T.) 
(i)  ّإذا كيالات أل عةلية   ألابذ {𝑍(𝑡); 𝑡 ∈ ℝ}  انعةلية   فإنمبنننننتقر {𝑌(𝑡); 𝑡 ∈ ℝ} حيث  𝑌(𝑡) = 𝑍2(𝑡)  من هي أ ضنننننا مبنننننتقر

𝑡  عيي أجل كيل ∈ ℝ. 
𝑋−𝑘دقس  k–Xو kX افتض أن المتجولات انعشنننننننوايية انعقد ة (a))متجول عشنننننننوايي عقدل(  10.7

∗ = 𝑋𝑘 عيي من أجل كيل k.  ّإذا   ألا  بذ
E[𝑋𝑘 𝑋−𝑘 تكيالا

∗
] = E ع دها تكون 0 [(ℜ( 𝑋𝑘))

2
] = E [(ℑ( 𝑋𝑘))

2
E[ℜ(𝑋𝑘)ℑ(𝑋−𝑘)]و [ = 0. 

(b) تا ت،دم هذا ن يان ألا  إذا كيالا E[𝑋𝑘𝑋𝑚
∗
] = E[ℜ(𝑋𝑘)ℜ(𝑋𝑚)] فإن 0 = E[ℜ(𝑋𝑘)ℑ(𝑋𝑚)]  و0 = E[ℑ(𝑋𝑘)ℑ(𝑋𝑚)]و  0 =

 .k–أو  kان  لا تباول أ اا من  mمن أجل كيل عيي  0
�̂�1(𝑓)𝑆𝑍 �̂�2 يةتكاملاننكن و حقيقيان   t(2g(و 1g)t( من أجل اا حقيقي (58.7)اشنننننننننننننر  لماذا عت أن  كون انتكامل في  11.7

∗(𝑓) تاج د لا
 .ةكون حقيقيتأن 

 . 20N/ كيثافة  يفية  أبيير ذو عوصي هي عةلية اجيج }t(Z{( )انضجيج الأبيير المرشح( افتض أن 12.7
(a) نيكن  𝑌 = ∫ 𝑍(𝑡)𝑑𝑡

𝑇

0
  .Y نالاحتةال ن . أوجد كيثافة

(b) افتض أن Y(t)  لااتجة عن إمرارZ(t)  مرشننح مجال أ ننا نني مثالي ن  عرض مجالعبر W ن ا ننتجابت  و وانذل يخ انن ط ربح  بحيث تك
)𝑌و  Y(0) ان  ضية ذات  اعة واحد ة. أوجد انتوزع المشتك نكل من 1

4𝑊
) . 

(c) لتابسأوجد كيثافة الاحتةال ن 
𝑌 = ∫ 𝑒−𝑡𝑍(𝑡)𝑑𝑡

∞

0

 

الحقيقية ان  دولالا  بت مةةالمتعامد  الم ℒ2 هي أل مجةوعة من شكل الموجة{𝜙𝑘(𝑡)} افتض أن  (a))انكثافة انييفية نم تياعة(  13.7
𝑆𝑊(𝑓) نم نننتياعة ن  كيثافة  يفية Bع ار  عن انننجيج عوصننني أبيير بان بننن ة  {W(t)} أن   وافتضBتقت نننر عل  اعال  = 𝑁0 2⁄ 

  ة ا كن تعر فها بو {𝜙𝑘(𝑡)}  ان ب ة نلةجةوعةب {W(t)}نن  بت مي. وافتض أن انتو س المتعامد المf  B من أجل
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�̃�(𝑡) =∑𝑊𝑘𝜙𝑘(𝑡)

𝑘

 
𝑊𝑘 حيث = 〈𝑊(𝑡), 𝜙𝑘(𝑡)〉 ّأن. بذ   {𝑊𝑘} نكل عط انتوزع الاحتةاليأهي  لبلة عوصية مبتقلة وموزعة بشكل متةاقل و 𝑊𝑘. 

 
(b)  افتض أن اعالB هو B = [–1/2T, 1/2T]وأن   𝜙𝑘(𝑡) = (1 √𝑇⁄ ) sinc (𝑡−𝑘𝑇

𝑇
𝑘   حيث( ∈ ℤ . فبننننر لاتيجة انيلت(a)  بهذه

 الحانة.
k  من أجل 𝑍𝑘~𝒞𝒩(0,1) حيث 2Z1Z= ( Z( اعط مثالاا عن متجول عشننوايي عقدل ق ايي الأبعاد (a))الأشننعة انعقد ة ان وصننية(  14.7

∅ عيي من أجل كيل Zie لافل انتوزع الاحتةالي المشتك مثل Z ننننننننننننننننوحيث  كون ن  2 ,1 = ∈ [0,2𝜋] نكن ع دما لا تكون Z  عوصية
 .3.7في انتةر ن  (d)س فكر  انيلت مشتكية وبانتالي نيبت متةاقلة داير اا. تلةيح: و ّ 

(b)  اا عقد  اا عشنننننوايي افتض متجولاا 𝑍 = 𝑍re + 𝑖𝑍im ن  خواص أن 𝑍re و𝑍im  إفراد اا عوصنننننية وأنهي Z  لها لافل انكثافة الاحتةانية
∅ من أجل كيل Zie مثل ∈ [0,2𝜋] ّأن. بذ  Z .عوصية عقد ة متةاقلة داير اا 
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 . الكشف، الترميز، وفك الترميز8

 مقدمة 1.8

ف انضننننجيج عل  ألا  إجرايية عشننننوايية  وفي هذا انف ننننل  نننن بننننت،دم ذن  انتوصننننيف في ا ننننت،مص  بذَّ انف ننننل انبننننابس كييف لاوُصننننِّ
،رَّبة بانضننجيج. ومن انوااننح أن هذا الأمر لا  لو من الأخياء انعرَاننية ع دما  كون انضننجيج كي يراا 

ُ
بننتقَ لة الم

ُ
. ومن الإشننار  من الموجة الم

،رَّبة وَّ فإن الهدف ه
ُ
و ا ننننننننننننننت،مص المعييات مس تقليل أقر هذه الأخياء. تعُرف هذه انير قة لا ننننننننننننننت،مص المعييات من ان بنننننننننننننن،ة الم

 .بانكشفبانضجيج  
ن اتهد الم ذول نكشننننف ع كيشننننفتنُعَد  انتعابير انتانية: انكشننننف  اتخاذ انقرار  اخت ار انفرَاننننية  وكيشننننف انتمي  متادفات. تعُبّر كيلةة 

عل  المراع ة. فعل   ننننننننن يل المثال   بنننننننننت،دم لامام انرادار المراع ة نكشنننننننننف وجود هدف أم لاة  عي ة من عدم وجودها اعتةاداا وجود ظاهر  م
س مفهوم انكشنننننف في  و كشنننننفإذا كيالات انوحد  عا لةة   كشنننننفوااول لامام اننننن ط اتود  أن  . تو نننننَّ انفجص انيبي وجود مرض مُعذَّ

جتةَلة. ُ بننة  مثل حقل الات ننالات انرعةية من عرار لاعيي
ُ
لة الم ر ننَ

ُ
بننتقِ ل من اننةن مجةوعة محدد  من الإشننارات الم

ُ
لا  إ  اتخاذ عرار في الم

جتةَلة أ ضننننننناا 
ُ
لة الم ر نننننننَ

ُ
جتكيشنننننننف انتمي   هذا انقرار نملاتقاء من مجةوعة من الإشنننننننارات الم

ُ
ةَلة عاد     نكن في هذه الحانة  تعُتبر اعةوعة الم

هو أ ضنننننننناا عةلية اختيار بذ عدد من ان دايل عير اتخاذ انقرار . 123ل الإشننننننننارات اننننننننةن مجةوعة إشنننننننناراتكيلةات انرماز اننننننننةن رماز وني
جتةَلة فهو ذات انشننننيء  ه ا تُ  اخت ار انفراننننية المتقا عة.

ُ
بننننتقلّة بانفراننننيات. لَابننننت،دم كيلةة فراننننيات نل،يارات الم

ُ
يةا بننننة  ان دايل الم

الم ا ننن ة نمختيار بذ مجةوعة من ان دايل  حيث أحدها فقط صنننجيح  وه اك احتةال أن   نننيلي  إذ إن انكلةة تبنننتعيد ان نننور  الَحد  نننية
 .  كون الاختيار خي

حدَقاا. هذه   تُمثِّل كيل افتاانننية انننة  اا احتةاني اا  نننتجرل درا نننة هذه المبنننايل م ديياا انننةن إ ار احتةالي صنننرف. أل أن ه اك نموذج
داء وواحد  فقط من هذه الأحداث  مما  ع  ألا  في كيل أ ذ انعي ات من انتجربة تقس في واحد الأحداث مُبتقلّة وشاملة  أل أن لاتيجة أخ

فإن عي ة خرج انتجربة  ننتقس اننةن أحد هذه  1Ma, …, 0a  مُع ولاة 124فراننية Mفراننية واحد  فقط صننجيجة. ن فرض وجود  نلتجربة ثمة
 ma(UP(.  رمَّ  الاحتةال الحدّل maع دما  مهر الحدث  ma    خذ انقيةة Mبحيث  من أجل كيل  Uالأحداث. ه ا  عُرَّف رم  عشنننننننننوايي 

بة  المشاهد  )انرصد(. وهو    ُ  V(rv). ثمة متجول عشوايي آخر maننننننننننننننننن  الاحتةال انقَ ليو يُلس علي  عاد  ا ي  mPبانرم   maنلفراية 
د عيةة عيّ ة    وب اء عل  هذا انرصنننننننننننننند  تار انكاشننننننننننننننف واحد  من Vنلةتجول  vالمعييات ان  عت أن  عتةد عليها اتخاذ انقرار. ترُصننننننننننننننَ

واء   نن . عد  كون انرصنند متجولاا عشننوايياا عُقد اا  أو شننعاعاا عشننوايياا  أو عةلية عشننوايية  أو رم اا عشننوايياا  عل  حدّ Mانفراننيات اوتةلة 
 و تجرل م اعشة هذه الم ادئ انعامة فيةا  لي.

رّ ي  لات،ذ عراراا. ن  خذ مثالاا اق الاياا  ن فرض أن الاحتةال أنر  من انضنننرورل أن لافهي متى ولماذا علي ا ع ل م اعشنننة كييفية اتخاذ عرا انشنننَ
وعير انيرف عن الاحتةالات  ب بننا ة   0a.  ؤدل اتخاذ انقرار ن ننالح 1/3 هو 1aولأجل انفراننية  2/3   بإعياء انرصنند  هو0aنلفراننية 

ت الات   رعت . في لامام الانلقرارات انفعلية أن تنُتَّ،ذ أحيالااا   كون انقرار صجيجاا. ومس ذن  فمبدّ إ  إهمال المعلومات عن احتةال أن 
بت،دِم في ا تق ال انر انة )ونو م تور  ج يياا( ونيل مجةوعة من الاحتةالات. في لامام انتجك ي  عل  أجه   انقياد  أن تت رَّف أ

ُ
يالااا.  حالم

أن  تاروا بذ إجراءات مختلفة  وبذ م تجات  وبذ أش،اص نتش يلهي. لاعود باتخاذ انقرارات  إ  حد  ما   أحيالااا   نر  كيةا عت عل  المد
 من عالم نماذج الاحتةالات انر ااية إ  عالم جرَت نمذجتُ .

 ثمة عدد من المعا ير اوتةلة تُبت،دم في اتخاذ انقرارات. ن فرض أن المعيار هو في جعل احتةال الخيار ان جيح أعمةياا. أل ع د إجراء
 مُتَّ،ذ انقرار .  رَصننننننننندVنلةتجول انعشنننننننننوايي  vوعيةة عي ة  Uنلرم  انعشنننننننننوايي  maانتجربة  ُ ثَّل الخرج انتجر بي ان اتج بكل  من عيةة عي ة 

احتةال الخيار ان نننننجيح  جَع ل . من حيث الم دأ  فإنّ v(ũ = (maإذا كيان  .  كون انقرار صنننننجيجاا ũ)v(بقرار  v ( وُ ثِّلma)ونيل  vانقيةة 
                                                           

 وكما س ج ي ش حه لاحقاً،   س ثم  فا ق أساسي ب ن  ماز ومجموع  الإشا ة. 123
ا  ف ض   من خت ا مبادئ هنا على نحو أساسي دون تغ    لأجل مجموع  ف ض ا/ غ   منته   حساب اً؛ أما من أجل مجموع  ف ض ا/ غ   محدودة، ت سمى عمل   ا ت طبَّق 124

 حد ما من ا ف ض   ا صح ح .م ا ب  تخم ناً. إن احتمال الاخت ا  على نحو صح ه في هذه ا حا   هو صف  و كون ا ت ك ز على إج اء تخم ن  كون    باً إ ى 
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هي انفرانننننننننننية  ma. وهذا  ثِّل الاحتةال ب ن تكون maنكل فرانننننننننننية محتةلة  v|ma( V\UP(  غبنننننننننننت vأعمةياا  نننننننننننهل  نل ا ة. من انقيةة 
ر ية عل    بحيث تكون �̃�(𝑣) هي في اختيار . ومن وَّ فإن انقاعد  تعل احتةال أن تكون انفرانننننننية صنننننننجيجة أعمةياا vان نننننننجيجة انشنننننننَ

𝑃𝑈\𝑉 (𝑎𝑚|𝑣)  ذات عيةة أعمةية نلفرايةma عُبرَّ عن ذن   من أجل كيل رصد مُحتةَل  .v 
𝑢(𝑣) = 𝑎𝑟𝑔max

𝑚
 [𝑝𝑈|𝑉(𝑎𝑚|𝑣)] ( عاعد MAP) (1.8) 

 أعمةياا. إن لم تكن انقيةة انعمة  وحيد  فإن الاحتةال ب ن تكون انذل ععل انتابس  mالمعامل marg max حيث  ع  الم نننننننننننننننيلح
تُي َّس  (8.1) ن انقاعد إوحيث  m.125اااااااااااا ل ولهذا نختار أص ر عيةة جرى اختياره  m صجيجة هو ذات   بقيس ان مر عن أل مُعامل تعميي

 تقا  بوصننفها رم اا عشننوايياا Vمُحتةلة من المتجول انعشننوايي  vنكل لاتيجة عي ة 
ُ
ر ي V( Ũ (  فإغا تعُرِّف انفراننية الم . ُ بننة  الاحتةال انشننَ

U|VP  الاحتةال انقَ لي. وهو عل  انعكل من احتةالاا بعَد اا PU ع ل رصنننننننننننننند   نلفراننننننننننننننيةV تُبننننننننننننننة  عاعد   (1.8) . ومن وَّ فإن انقاعد
 الاحتةال انَ عدل الأعمةي.

ر ي MAPهي أن عاعد  الاحتةال ان عدل الأعمةي  (1.8) لاتيجة هامة ننننننننننننننننننن دُدَّد  ومن وَّ فإغا VUp تعتةد فقط عل  الاحتةال انشنننَ
 انقرار.. وكيل ماعدا ذن  في فراغ الاحتةال لا عمعة ن  باتخاذ Vو  Uعل  غو كيامل بانتوزع المشتك نكل من

 انَ عدل و ا أن عاعد  الاحتةال. �̃�MAP(𝑣) ع د انتةيي  بذ عواعد اتخاذ انقرار الم،تلفة  ُ دَلّ عل  عاعد  الاحتةال انَ عدل بنننننننننننننننننننننننننننننن
. v أعمةياا لمتو ننننط كيل عيي أعمةياا  فإغا تجعل احتةال انقرار ان ننننجيح vتجعل احتةال انقرار ان ننننجيح نكل عيةة عيّ ة  MAPالأعمةي 

 أعمةياا  vm(VUp[( علتج �̃�MAP عاعد  اتخاذ عرار اعت ا ية.  ا أن �̃�𝐷(𝑣) ن شاهد ذن  دليلياا  ن فرض
𝑝𝑈|𝑉(�̃�MAP(𝑣)|𝑣)  − 𝑝𝑈|𝑉  (�̃�𝐷(𝑣)|𝑣) ≥  v (2.8)ورصد  Dوذن  لأجل كيل عاعد            0

  غ نننننننل عل  احتةال انقرار ان نننننننجيح با نننننننت،دام عاعد  الاحتةال Vالأول من انيبنننننننار عل  انرصننننننند  إذا أخذلاا انقيةة المتوعَّعة نلجدّ 
  فتُةثِّل احتةال انقرار ان ننجيح با ننت،دام تل  D. أما انقيةة المتوعَّعة نلجد انثاني من انيبننار  ولأجل أل عاعد  MAPان عدل الأعمةي 

تجعل احتةال انقرار ان ننننننننننننجيح  MAPحتةال انَ عدل الأعمةي   تنُ نَذّ أن عاعد  الاVعل   (2.8) انقاعد . ومن وَّ فإن انقيةة المتوععة من
 أعمةياا عل  كيامل فضاء انرصد. ان تايج انبابقة ببيية جداا  نك ها مهةة وأ ا ية. تلُ،ِّص ان مر ة انتانية هذه ان تايج.

ُ يَّ ة في MAP عاعد  الاحتةال ان عدَل الأعمةيإن  :8.1.1 نظرية تجعل احتةال انقرار ان نننننننننننننننجيح أعمةياا  وذن  نكل عيةة  (1.8) الم
  .Vو  Uفقط بانتوزع المشتك نكل من MAPدُدَّد عاعد  الاحتةال ان عدَل الأعمةي   .Vوعل  غو متو ط عل   vعيّ ة مرصود  

أولاا  جرى افتاض  ارد  آلافاا.    قوم  راجعة الافتااات انو MAPع ل م اعشة مضامذ وا ت،دام عاعد  الاحتةال انَ عدل الأعمةي 
نموذج الاحتةال بحيث تكون أيس الاحتةالات معروفة  وألا   ولأجل كيل أداء نتجربة  فإن واحد  فقط من انفرانننننننننننيات صنننننننننننجيجة. وهذا 

ر ل واحد  من مجةوعة إشارات محتةلة  و قوم المبتق ل  ع د ا تق ان  إ
ُ
مس اجيج   ار ش توافس تماماا مس نموذج الات الات حيث   عث الم

لة فعلياا. نكن ذن  لا  توافس دوما مس تجربة علةية داول أن تث ت وجود ظاهر  جد د ة في مثل هذه الح ر نننَ
ُ
انة  باتخاذ عرار عل  الإشنننار  الم

 لملجس.ا نيل ثمة  ر قة معقونة ن ةذجة الاحتةالات انقَ  لية.  تجرل م اعشة انكشف في حال عدم وجود احتةالات عنَ  لية معروفة في
اذ تخأما انفراننية انثالاية فتعتبر أن جَع لَ احتةال انقرار ان ننجيح أعمةياا معيار  م ا ننت لاتخاذ انقرار. في كيثير من الحالات  تكون كيلفة ا

د المرض و مت ا  ة جداا. فعل   ننننننننننننننن يل المثال  ع د إجراء اخت ار لمرض عابل نلعمج نك َّ  مُميت  فإن ارتكاب خي  في حال وج  انقرار الخي
من انبنننننننننننهل تو نننننننننننيس ان مر ة نت خذ بالحبننننننننننن ان  1.8 مُكلف  أكيثر بكثير من ارتكاب  في حال عدم وجود المرض. وكيةا هو م ذ في انتةر ن

تعلّقة بالأخياء.
ُ
 انكِلف الم

  Ω عي ة أ ننننا ننننيبالم ننننيلجات الاحتةانية انتانية. ند  ا فضنننناء   كن  اننننةن هذه الافتااننننات  أن لاعُبرِّ عن مبنننن نة انكشننننف بإعاز
  Vمن المتجول انعشننوايي  vذول أهمية. ع د إجراء انتجربة الم ا نن ة   رَصنند المراعت عيةة انعي ة  Vو  Uوعياس احتةال  ومتجونذ عشننواييذ

                                                           
ما توجد حالا/  وح دة. غا باً  (1.8) كما هو مب ن في ا ملحق، من ا مفضل أح اناً أن نختا  عشواأ اً من ب ن ا خ ا ا/ الاستدلا    ا لاحق  عندما لا تكون ا ق م  ا عظمى في 125

   م احتمال موجب .)كما في ا ت م ز وفك ا ت م ز ا م قطَّع( ح / تظه  حالا/ عدم تف ُّد مع 
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 عاعد  انكشننننننف  َ بننننننت،دم المراعت. ma   ونتكنUولا  رَصنننننند أل شننننننيء آخر  وعل  وج  الخ ننننننوص عيةة انعي ة من المتجول انعشننننننوايي 
�̃�(𝑣)   وهي تابس ُ ثِّل كيل عيةة مُحتَةلة منv 0 بقيةة مُحتةلة منa  1 إMa  من U. إذا كيان �̃�(𝑣) = 𝑎𝑚   فإن انكشننننننف صننننننجيح  وما

   vاحتةالَ انكشنننننننف ان نننننننجيح أعمةياا مشنننننننرو اا بكل عيةة  MAPعدا ذن  فقد حدث خي . تَجعل عاعدُ  الاحتةال انَ عدل الأعمةي 
ر ي عير المشنننننننننرون أعمةياا أ ضننننننننناا. من ان د هيكيةا تَجعل احتةالَ انكشنننننننننف  نيتةكن من  V|Up أن عل  المراعت أن  عرف الاحتةال انشنننننننننَ

 .MAPا ت،دام عاعد  الاحتةال انَ عدل الأعمةي 
. وهذا  بنننننننننةح ن ا بفهي معمي الأفكار الهامة  مس تخفيير (M = 2) ننننننننن قت نننننننننر في انفقرتذ انتانيتذ عل  حانة انفرانننننننننيات الإق الاية  

 و  بانرموز. تعُةَّي هذه الحانة بعد ذن  لأل عدد اختيارل من انفرايات ولحبن الحظ أن هذا انتعةيي ببيط جداا.ملج
 
 الكشف الإثناني 2.8

في . 1pو 0p نان عنَ  ليَّ واحتةالا a0{a ,1{ نان اوتةلتامتجول عشنننوايي إق اني ن  انقيةت Uن فرض نموذج احتةال في  انفرانننية ان نننجيجة 
الات ننننالات  تُ ةذَج الاحتةالات انقَ  لية بوصننننفها احتةالات متبنننناو ة  إلا ألا  في بعير الأحيان ثمة عةليات كيشننننف متعدد  المراحل تقود 

متجولاا  Vكييفية. نيكن    0p   1=  1pو 0p فيها لاتيجة المرحلة الأو  إ  احتةالات عنَ  لية عير متباو ة في المراحل انتانية. نذن    فرض أن
ر ية 𝑣 عيي م تهية ولا تبنننناول ان ننننفر نكل  𝑓𝑉|𝑈 (𝑣|𝑎𝑚) عشننننوايياا ذا كيثافة احتةال شننننَ ∈  ℝ   و𝑚 ∈ {0, تعُد  انتعد مت نلكثافات . {1

قيَّعة  أو Vأو  ان فر ة 
ُ
 انشعاعية  هلةا لاب ياا و   اعشها لاحقاا. Vانعقد ة  أو  V الم

ر يةتُ  𝑚و 𝑓𝑉|𝑈 (𝑣|𝑎𝑚) بننة  انكثافات انشننَ ∈ {0,  بانعمعة:  Vننننننننننننننننننترجيجات في ن ة فجص انفراننيات. تعُي  انكثافة الهامشننية  {1
𝑓𝑉 (𝑣)  =  𝑝0 𝑓𝑉|𝑈 (𝑣|𝑎0) + 𝑝1 𝑓𝑉|𝑈  (𝑣|𝑎1)   . كيةا  عُي  الاحتةال انَ عدل ننU  من أجلm = 0  بانعمعة: 1أو 

𝑝𝑈|𝑉(𝑎𝑚|𝑣) =  
𝑝𝑚 𝑓𝑉|𝑈 (𝑣|𝑎𝑚)

𝑓𝑉(𝑣)
 

(3.8) 

 بانتف يل لهذه الحانة: (1.8) تكتت انعمعة
𝑝0𝑓𝑉|𝑈  (𝑣|𝑎0)

𝑓𝑉(𝑣)

≥ 𝑈=𝑎0
< 𝑈=𝑎1

𝑝1𝑓𝑉|𝑈  (𝑣|𝑎1)

𝑓𝑉(𝑣)
 

(4.8) 

 انيرف إذا كيان انيرف الأ بننننننننننننننر أكيبر من أو  بنننننننننننننناول 1a هو MAPعاعد  الاحتةال انَ عدل الأعمةي  تدل  لجالمعادنةلج عل  أن عرار
𝑈 الأ ن. إن اختيار انقرارإذا كيان انيرف الأ بر أص ر من انيرف  1aو الأ ن  = 𝑎0 هو اختيار  (4.8) ع د حدوث انتباول في انعمعة

 :وإعاد  انتتيت نجد 𝑓𝑉(𝑣) اعت ا ي ولا  ؤقر عل  احتةال أن  كون صجيجاا. بحذف

Λ(𝑣) =
𝑓𝑉|𝑈  (𝑣|𝑎0)

𝑓𝑉|𝑈  (𝑣|𝑎1)

≥ 𝑈=𝑎0
< 𝑈=𝑎1

𝑝1
𝑝0
= 𝜂 

(5.8) 

Λ(𝑣) تُبننة  ان بنن ة = 𝑓𝑉|𝑈(𝑣|𝑎0) 𝑓𝑉|𝑈(𝑣|𝑎1)⁄ وهي فقط تابس ننننننننننننننننننلابنن ة انتجيح   𝑣 . ُبننة  ان بنن ةوت 𝜂 = 𝑝1 𝑝0⁄  انعت ة وتعتةد
انتجيح مس انعت ة   كيةا تُبنننننننة  عاد ( لابننننننن ة  MAPالإق الاية )أو اخت ار  الاحتةال انَ عدلفقط عل  الاحتةالات انبنننننننابقة. تقُارنِ عاعد  

انخفضت انعت ة  كيةا  0p انبابس فيةا عدا ذن . ن محظ ألا  إذا زاد الاحتةال 1a ذا وصلت ان ب ة إ  انعت ة  وانفرايةإ 0a وتقُرِّر انفراية
هي صننننفر  وجت  Uكيلةا كي ا في ان دء أكيثر ت كيداا ب ن   -ة وهذا  توافس مس حَد نننن ا 0a ان  أدت لاختيار انفراننننية v وت داد مجةوعة انقيي

فإن الأقر انوحيد نت،فيير انكلف ان ايد  ونيل احتةال الخي  هو ت يير   1.8 أن تكون اندلايل أعوى نت يير رأ  ا. وكيةا  مهر من انتةر ن
 .(5.8) في انعمعة  انعت ة

𝑈(𝑣)  وتُختننار انقنناعنندُ   1 = . في هننذه الحننانننة1p=  0p حيننث  كون (5.8)ثمننة حننانننة خنناصننننننننننننننننة هننامننة من انعمعننة  = 𝑎0 :من أجننل 
𝑓𝑉|𝑈 (𝑣|𝑎0) ≥ 𝑓𝑉|𝑈 (𝑣|𝑎1)  وتُختنار𝑈(𝑣) =  . في(ML) عناعند  أو اخت نار انتجيح الأعمةيفيةنا عندا ذنن . تبنننننننننننننننة  هنذه انعةلينة  1

)عاعد  الاحتةال انَ عدل  MAPالات نننننالات  وكيةا ذكيرلاا  نننننابقاا فإن الاحتةالات انبنننننابقة تكون متبننننناو ة عاد   ومن وَّ تُخفَّير انقاعد  
 مجهونذ.  1pو 0p )عاعد  انتجيح الأعمةي(.  بت،دم اخت ار انتجيح الأعمةي أ ضاا ع دما  كون MLالأعمةي( إ  انقاعد  
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ر ي عل MAP  أل واحد لااعص احتةال الاختيار ان ننجيح نلقاعد  احتةال الخي  نن بننت،رج الآن    . غبننت أولاا احتةال الخي  انشننَ
Pr {𝑒|𝑈 كيل فراية  = 𝑎1} وPr {𝑒|𝑈 = 𝑎0} .  احتةال الخي  الإأالي بانعمعة:بعد ذن   عُي 

Pr {𝑒} = 𝑝0Pr{𝑒|𝑈 = 𝑎0} + 𝑝1Pr{𝑒|𝑈 = 𝑎1} 
Pr {𝑒|𝑈في حقنننننل انرادار ُ بنننننننننننننننة  الحننننند = 𝑎0}   والحننننند احتةنننننال الإلانننننذار الخيننننن   Pr {𝑒|𝑈 = 𝑎1}  احتةنننننال انفَشنننننننننننننننننننل. وانقيةنننننة 

1 − Pr {𝑒|𝑈 = 𝑎1}  بنننننننننننننة  الحداحتةال انكشنننننننننننننف. في الإح ننننننننننننناء ُPr {𝑒|𝑈 = 𝑎1}  الحد ُ بنننننننننننننة الخي  من ان وع انثاني  و  احتةال 
Pr {𝑒|𝑈 = 𝑎0}  الخي  من ان وع الأول. ه ا  لا تُبت،دم هذه الم يلجات. احتةال 

𝑅0 تقبننننننننننننننني فضننننننننننننننننننننناء عيي انعي ننننننات إ  م يقتذ. (5.8) لاحظ أن انعمعننننننة = {𝑣 ∶ Λ(𝑣) ≥ 𝜂}  وهي الم يقننننننة حيننننننث 𝑈 = 𝑎0 
𝑅1و = {𝑣 ∶ 𝛬(𝑣) < 𝜂} هي الم يقننة حيننث 𝑈 = 𝑎1 .من أجننل 𝑈 = 𝑎1  وفقط إذا كيننالاننت انندث الخينن  إذاا 𝑣 انننننننننننننننةن 𝑅0  ومن أجننل 

𝑈 = 𝑎0  وفقط إذا كيالات ادث الخي  إذاا 𝑣 اةن 𝑅1 . َّومن و  

Pr{𝑒|𝑈 = 𝑎0} = ∫ 𝑓𝑉|𝑈
𝑅1

(𝑣|𝑎0)𝑑𝑣 
(6.8) 

Pr{𝑒|𝑈 = 𝑎1} = ∫ 𝑓𝑉|𝑈
𝑅0

(𝑣|𝑎1)𝑑𝑣 
(7.8) 

  (V) فإن المتجول انعشننننننننوايي  𝑣 تابس نقيةة انعي ة المرصننننننننود  𝛬(𝑣) ثمة مقاربة أ ننننننننهل عاد  نلعةل م اشننننننننر  مس لابنننننننن ة انتجيح.  ا أن
 
ُ
هو مخت ر  𝛬(𝑉)   وv هي عيةة انعي ة المقابلة نن V () فإن  بة  أ ضاا لاب ة انتجيح   عُرَّف عل  ان جو انتالي: لأجل كيل لاقية عي ةالم
 (5.8) انعشوايي. وبهذه انتعابير ت ذّ انعمعة( هي متجول انقرار 𝑈)أو اخت اراا  𝑈(𝑉). وب فل انير قة فإن 𝛬(𝑉(𝜔))نن 

𝑈 = 𝑎0 فقط إذا كيان 𝛬(𝑉) ≥ 𝜂 (8.8) 

   بعت ة MAP ومن وَّ  نلكشف با ت،دام الاحتةال انَ عدل الأعمةي

Pr{𝑒|𝑈 = 𝑎0} = Pr{𝑈 = 𝑎1|𝑈 = 𝑎0} = Pr{Λ(𝑉) < 𝜂|𝑈 = 𝑎0} (9.8) 

Pr{𝑒|𝑈 = 𝑎1} = Pr{𝑈 = 𝑎0|𝑈 = 𝑎1} = Pr{Λ(𝑉) ≥ 𝜂│𝑈 = 𝑎1 } (10.8) 

وأل تابس   Λ(v)  وv  كن من خمن  حبننناب لابننن ة انتجيح.  عُتَبر كيل من v عل  أغا أل تابس من انرصننند الإح نننايية انكافيةتعُرَّف 
. و كون v في حبنناب احتةال الخي  هو أ ننهل من انتعامل مس Λ(v) وأل تابس من Λ(v) إح ننايية كيافية. إن انتعامل مس Λ(v) تقابلُ من

  كون دوماا حقيقياا وأحادل ان عد. Λ(v) م اعشة المشاهدات انشعاعية أو الإجرايية  لأن هذا صجيجاا عل  غو خاص ع د
( هي اخت ار عت ة عل  لابننننننننننن ة انتجيح. كيةا ML)ومن وَّ عاعد  انتجيح الأعمةي  MAPرأ  ا أن عاعد  الاحتةال انَ عدل الأعمةي 

لجس  لا  شننننننةل افتااننننننات عن  -اخت ار لايةان(  وكيذن  8.1 تعُتبر عاعد  انكلفة ان ننننننُ رى  )الامر انتةر ن
ُ
بير ننننننون )وانذل  كيةا   ي   الم

ل  ع الاحتةالات انقَ  لية(  اخت ارات عت ة عل  لابنننننننننننننن ة انتجيح. لا تعتةد أيس عواعد اتخاذ انقرار الإق الاية هذه فقط عل  اخت ارات انعت ة
أ ضاا.  و Λ(v)   تعتةد فقط عل (10.8)و (9.8) ت الخي  انشَر  ية فيلاب ة انتجيح  نكنَّ خ ايص هذه انقواعد  ان  من مثل احتةالا

في انواعس  من ان ننننننننعت أن لات،يَّل أل عةلية اتخاذ عرار إق الاية ذات مع   وعل  وج  الخ ننننننننوص في مفهوم الات ننننننننالات انرعةية  نيبننننننننت 
ية في أل المرصننننود  لا  عود نذن  انشننننعاع عيةة إانننناف اخت ار عت ة عل  لابنننن ة انتجيح. ومن وَّ  فع د حبنننناب إح ننننايية كيافية من انشننننعاع

 عاعد  اتخاذ عرار ذات أهمية ه ا.
إح ننننايية كيافية هامة  وهي عاد  أ ننننهل نلتعامل معها من لابنننن ة انتجيح ذالا.   LLR(V) = ln[Λ(V)] تعُتبَر لابنننن ة انتجيح انلوعارتمية

 م ا  ة لإح اييات انضجيج ان وصي. LLRوكيةا   رى في انفقر  انتانية  فإن لاب ة انتجيح انلوعارتمية 
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 الإشارات الإثنانية في الضجيج الغوصي الأبيض 3.8

مس زاان  ومن وَّ الإشنننارات الإق الاية مس عةليات رصننند  PAM-2وبعد ذن   PAM-2 ضنننة تعالج هذه انفقر  انتعد ل الإق اني  يال ان 
 انشعاع  وأخيرا مس رصد الموجة.

 
 المتعاكسة القطبية  PAMكشف إشارات التعديل بمطال النبضة  1.3.8

 .1.8    انشكل( كيةا   يّ PAM-2  يال ان  ضة ذا عي ية متعاكيبة )مثما  ن فرض تعد ما 

 
𝑈  عطي ا منبع   ماً إثنان اً   مثَّل بااااااااا :1.8 الشكل = ±𝑎 .،تج ي  ت عدَّل هذه ا ق م إ ى إشا ة، و ضاف ا ضج ج ا غوصي الأب ض

 ،8.7 . من ا فق ةV = U + Z على ا موج  ا ناتج  عمل تا كشااااااااااااااف تعد ل وأخذ ع نا/، مما  عطي   م  م سااااااااااااااتقبَل  م ضااااااااااااااجَّج 
𝑍~𝒩(0,𝑁0 2⁄ و  مثِّله  �̃� على هذه ا مشااااااهدة  تخذ ا مساااااتقبل   ا اً  أكث  تفصااااا لًا لاحقاً. اعتماداً سااااا ج ي شااااا ح هذه ا علا   . (

 بخ ج إثناني،   مثّل ا نسخ  ا م فت ض   لدخل الإثناني. 

𝑍~𝒩(0,𝑁0 نتكن. a=  1a أو a=  0a ان ننجيجة هي إما U انفراننية  2⁄ ت يّر عشننوايياا بقيةة متو ننية   (
ُ
 0تُمثّل انضننجيج ان وصنني الم

  أل .𝑈 عن مبتقل 20N/ وبت ير  

𝑓𝑍(𝒵) =
1

√2𝜋
𝑁0
2⁄

𝑒𝑥𝑝 [
−𝑧2

𝑁0
] 

د فقط وبرَص   جرى ت بيي  بإر ال رم  إق اني مفرد )بدلاا من تبلبل مس مرور انوعت( PAM-2تعد ما إق الاياا  يال ان  ضة  ن فرض أن
فرد 

ُ
كيةا  نننن رى لاحقاا  إلا أغا تبننننةح برؤ ة المبنننن نة ب ببننننط ان  توافس ذن  اندخل. هذه انت بننننييات نيبننننت اننننرور ة    v نقيةة انعي ة الم

 U . فلأجل aأو  U = a وذن  بحبت إذا كيالات   a + Z أو a + Z )أل خرج انق ا  ع ل انكشف( إما V  ياق ممكن.  كون انرصد

= aكون   : 
𝑉~𝒩(𝑎,𝑁0 2⁄ 𝑈 ولأجل  ( = −𝑎  كون  𝑉~𝒩(−𝑎,𝑁0 2⁄ ). 

𝑓𝑉|𝑈(𝑣|𝑎) =
1

√𝜋𝑁0
𝑒𝑥𝑝 [

−(𝑣 − 𝑎)2

𝑁0
] 𝑓𝑉|𝑈(𝑣|−𝑎) =

1

√𝜋𝑁0
𝑒𝑥𝑝 [

−(𝑣 + 𝑎)2

𝑁0
] 

 عي  بانعمعة:إن لاب ة انتجيح هي لاب ة هذ ن انتجيجذ  وتُ 

Λ(𝑣) = 𝑒𝑥𝑝 [
−(𝑣 − 𝑎)2 + (𝑣 + 𝑎)2

𝑁0
] = 𝑒𝑥𝑝 [

4𝑎𝑣

𝑁0
] (11.8) 

 :نجد (5.8) وبانت د ل في

𝑒𝑥𝑝 [
4𝑎𝑣

𝑁0
]  
≥ 𝑈=𝑎
< 𝑈=−𝑎  

  
𝑝1
𝑝0
= η (12.8) 

 انلوعاريخ  فت  ح كن ت بيط هذه انعمعة ب خذ 
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LLR(𝑣) = [
4𝑎𝑣

𝑁0
]   
≥ 𝑈=𝑎
< 𝑈=−𝑎   

 ln(η) (13.8) 

𝑣 
≥ 𝑈=𝑎
< 𝑈=−𝑎   

𝑁0 ln(η)

4𝑎
 

(14.8) 

 عاعد  اتخاذ انقرار هذه. 2.8  واح انشكل

 
، 1p/  0p=   ، وا عتب 1pو 0p . الاحتمالا/ ا قَبْل   هي a 1و  a 0 اختبا  ا ف ض   الإثنان   لإشا ة متعاكس ، :2.8 الشكل

𝒩(0,𝑁0 وا ضج ج 2⁄ ). 

𝑎 عل  ألا  احتةال أن تكون عيةة انضنننجيج أكيبر من  a =   U  كن ان مر إ  احتةال الخي   باعت ار + 𝑁0 ln(𝜂)

4𝑎
. و ا أن نلضنننجيج 

ت بنننننننننننننننت مَي  20N/ عنننامنننل تشنننننننننننننننتننن 
ُ
𝑍  فنننإن هنننذا الاحتةنننال هو اننننذل ت  ننند فيننن  عيةنننة المتجول انعشنننننننننننننننوايي ان وصننننننننننننننني الم √𝑁0  عن  ⁄⁄2

𝑎 √𝑁0 2⁄⁄ + √𝑁0 2⁄  ln (𝜂)/(2𝑎) .وبانتالي: 

Pr{𝑒|𝑈 = −𝑎} = 𝑄 (
𝑎

√𝑁0 2⁄
+
√𝑁0 2 ⁄  ln 𝜂

2𝑎
) (15.8) 

تةي نن  Q(x) حيث  عُي 
ُ
,𝒩(0 تابس انتوزع الم  :  بانعمعة(1

𝑄(𝑥) = ∫
1

√2𝜋
𝑒𝑥𝑝 (

−𝓏2

2
)𝑑𝓏

∞

𝑥

 

𝑎− أعل من أو تباول Zب فل انير قة  ونكن تكون   U = a   باعت اراُبت احتةال الخي  + 𝑁0 ln(𝜂)

4𝑎
انتوزع  لافل  Z إذ إن ننننننننننننننننن. 

 . Z مثل

Pr{𝑒|𝑈 = 𝑎} = 𝑄 (
𝑎

√𝑁0 2⁄
−
√𝑁0 2 ⁄  ln 𝜂

2𝑎
) (16.8) 

بننننتجبننننن أن لاعُبرِّ عن 
ُ
𝑎من الم √N0 2a2√عل  انشننننكل  ⁄⁄2 N0⁄ 2 . كيةا شنننناهدلاا  ننننابقاا  كن ان مر إa باعت اره انياعة نكل بت  

bEعل  انشكل انتالي: (16.8)و (15.8)   ومن وَّ ت  ح انعمعتان 

Pr{𝑒|𝑈 = −𝑎} = 𝑄 (√
2𝐸𝑏
𝑁0

+
 ln 𝜂

2√2𝐸𝑏 𝑁0⁄
) 

(17.8) 

Pr{𝑒|𝑈 = 𝑎} = 𝑄(√
2𝐸𝑏
𝑁0

−
 ln 𝜂

2√2Eb N0⁄
) 

(18.8) 

. إذا جرى عياس الإشار   وانرصد  وانضجيج ببُلَّي  كيل عل  حد  0N أو bE ونيل 0N/bE لامحظ أن هذه ان يَغ تشةل فقط ان ب ة
مام انبُلَّي اعتةاد ان ب ة فقط.  كن  في الحقيقة ا ت  يت يران ب فل انعامل  وهذا  باعد في توايح   ت  0Nو bE مختلف  فإن كيما من

 . 1بحيث  كون إما نلضجيج أو نلإشار  تشت تاا مقداره
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ln η. في هذه الحانة  1p=  0p 1/2 = تُ ةذَج انفرايات في مبايل الات الات هذه عل  أغا متباو ة الاحتةالات  أل = وتتباوى  0
 :نتُ  جا (18.8)و (17.8). تُ بَّط المعادنتان MLو  MAPانكشف اع ديذ عاعدت

Pr{𝑒} =  Pr{𝑒|U = −𝑎} = Pr{𝑒|U = 𝑎} = Q(√
2𝐸𝑏
𝑁0
) 

(19.8) 

حيث  تقا عان.  نننتمهر هذه المعادنة مراراا ب شنننكال مختلفة   0أل من ذَ لَي انتوزع ان وصننني بدءاا من ان قية  2.8 تُمثل هذه في انشنننكل
 و ت دو كي غا لاتيجة حتةية لمبايل كيشف عَوصيّة مت وعة. 

 

 كشف الإشارات الإثنانية غير المتعاكسة القطبية  2.3.8

ُ يَّ ة في انشنننننننننننننننكل ن درس الحانة الأكيثر تعقيداا 
بعدد   1وُ ثَّل  0b بعدد كييفي 0  ُ ثّلَ – aإ   1و   +aإ   0. ف دلاا من مقابلة 3.8 والم

𝑐  أل 1bو 0b هي لاقيننننننننة انو نننننننننننننننط بذ c. ونتجليننننننننل ذننننننننن   نتكن 1b كييفي = (𝑏0 + 𝑏1)   ونيكن 0b<  1b . ون فرض أن⁄2
𝑎 = 𝑏0 − 𝑐 = 𝑐 − 𝑏10 . وباشننتان أنb=  Uكون انرصنند    :Z+  a+  c=  V1 ة وباشننتان أنb=  Uكون    Z+  a  c=  V   بكلةات

 . cأخرى  فإن هذه الحانة الأكيثر عةوماا هي ب با ة لاتيجة لإزاحة الإشارات انبابقة بانثابت 

 
 و 21b+  0b= ( c/(. ح ااث 1b>  0bح ااث   1b 1و  0b 0اختبااا  ف ضاااااااااااااا اا  إثنااان اا  لإشاااااااااااااااا ا/ ك ف اا ،  :3.8الشاااااااااكال 

𝑎 = |𝑏0 − 𝑏1|   جب  لب ا صو ة،  كن ا جواب ذاته. 1b<  0b. من أجل cمع إزاح  بمقدا   2.8وهي ذاتها كما في ا شكل   ⁄2

�̃� ن عتبر أن = 𝑉 − 𝑐 هي لاتيجة لإزاحة انرصنند  قدار – c .إن �̃� هي إح ننايية كيافية وإن �̃� = ± 𝑎 + 𝑍 .آلافة هذا مشنناب  نلةبنن نة 

 .(16.8)و (15.8) انذكير  ومن وَّ فإن احتةال الخي   عُي  أ ضا بانعمعتذ
تعاكيبة انقي ية. وبفرض وجود احتةالات عنَ  لية 

ُ
ت يرت انياعة المبت،دمة في الح ول عل  احتةال الخي  هذا ع ها في حانة الإشار  الم

𝑏0)متباو ة  تُ  ح انياعة نكل بت 
2 + 𝑏1

2) 2⁄ = 𝑎2 + 𝑐2 ُبت،دم عاد  عيةة و ي  . في الات الات  تc  بوصفها لا ةة دنيلية لممحقة
بنننت،دَمة نلإر نننال الإق اني انفعلي bE انق ا .  ننن رى بعد ذن  أن

ُ
بنننت،دمة نل  ةة اندنيلية )2a( هي مجةوع انياعة الم

ُ
 بالإانننافة إ  انياعة الم

)2c(إن ج ء انياعة . bE  المبت،دم نلإشار  هو𝛾 = 𝑎2

𝑎2+𝑐2
 :نت  ح (19.8) . وهذا  ُ يّر انعمعة

Pr{𝑒│𝑈 = 𝑏1} = Pr{𝑒|𝑈 = 𝑏0} = 𝑄 (√
2𝛾𝐸𝑏
𝑁0

) 

(20.8) 

. في هذه الحانة 2aو 0تبننننت،دم الإشننننارات الإق الاية  وصننننليف ننننل عل   نننن يل المثال  ثمة تق ية ات ننننالات إق الاية شننننايعة تُبننننة  انت د ل
ُ  ننن ح  MLعن حانة الإشنننار  المتعاكيبنننة انقي ية. وبا نننت،دام عاعد  انتجيح الأعمةي  dB 3وه اك انننياع  اعة مقداره    = 1/2 ت ننن ح

𝑄(√𝐸𝑏احتةال الخي    𝑁0⁄ ). 
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 كشف الأشعة الإثنانية الحقيقية في الضجيج الغوصي الأبيض 3.3.8

 -هو شعاع Z وانضجيج. V = U + Z شعاع عشوايي nن درس الآن ان ي ة انشعاعية لمب نة انكشف ان وصي. ن فرض أن انرصد هو 
n عشننننننننننننوايي(𝑍1, 𝑍2, . . . ,  𝑍𝑛)

T عل  غو مبننننننننننننتقل عن  U ومُركيِّ ات مُبننننننننننننتقلّة وموزعة بالاتمام  (iid) Independent and Identically 

Distributed  معيية بانعمعة𝑍𝑘~𝒩(0,𝑁0 2⁄ عيةة مُحتةَلة )فراننننننية(.  دَُل  عل  انفراننننننية  Mعشننننننوايي ن  n -شننننننعاعهو  U . إن اندخل(
𝑎𝑚بانعمعة   mذات انتتيت = (𝑎𝑚1, 𝑎𝑚2, . . . , 𝑎𝑚𝑛)

T0   حيث  m  M  1 ترُصَد عيةة انعي ة .v هي اتخاذ عرار    وتُ  ح المب نةمن
 .�̃�     دَُل  علي  بنMAPبا ت،دام عاعد  الاحتةال انَ عدل  U عن انفراية

𝒂هو  0a . ونت بنننننيط انرموز  ننننن عتبر أن0a =  1a حانة الإشنننننار  الإق الاية المتعاكيبنننننة انقي ية حيثن فرض أولاا  = (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛)
T .

 ع ديذ تعُي  انتجيجات بانعمعتذ انتانيتذ:  a + Z أو a + Z وأن انرصد هو إما U =  aو U = a ومن وَّ فإن انفرايتذ هما

𝑓𝑉|𝑈(𝒗 | 𝒂) =
1

(𝜋𝑁0)
𝑛
2

exp∑
−(𝑣𝑘 − 𝑎𝑘)

2

𝑁0

𝑛

𝑘=1

=
1

(𝜋𝑁0)
𝑛
2

exp (
−‖𝒗 − 𝒂‖2

𝑁0
) 

𝑓𝑉|𝑈(𝒗|−𝒂) =
1

(𝜋N0)
𝑛
2

exp∑
−((𝑣𝑘 − 𝑎𝑘))

2

𝑁0

𝑛

𝑘=1

=
1

(𝜋𝑁0)
𝑛
2

exp (
−‖𝒗 + 𝒂‖2

𝑁0
) 

 وتعُي  لاب ة انتجيح انلوعارتمية بانعمعة:

LLR(𝒗) =
−‖𝒗 − 𝒂‖2 + ‖𝒗 + 𝒂‖2

𝑁0
=
4(𝒗, 𝒂)

𝑁0
 

(21.8) 

  MAPو كون اخت ار عاعد  الاحتةال انَ عدل الأعمةي 

LLR(𝒗) =
4〈𝒗, 𝒂〉

𝑁0

≥𝑈=𝑎

   <𝑈=−𝑎  
 ln
𝑝1
𝑝0
=  ln(𝜂) 

 تُمكِن إعاد  صياعة هذه انعمعة نت  ح كيةا  لي: 
〈𝒗, 𝒂〉

‖𝒂‖

≥𝑈=𝑎

   <𝑈=−𝑎   

𝑁0 ln (𝜂)

4‖𝒂‖
 

(22.8) 

〈𝒗,𝒂〉 ُ ثِّل الحد

‖𝒂‖
 𝒂‖𝒂‖   إ ننقان انرصنندv   عل  الإشننارaهو مُركَّي ة  (22.8) . وبانتالي  كون اتالات الأ بننر من انعمعةv  في اتجاهa ّمما   ذ   

ركَيِّ ة من 
ُ
تعامد   وانضننننجيج انذل في vأن انقرار  عتةد فقط عل  تل  الم

ُ
. وهذه لاتيجة   يعيةة فانضننننجيج مُبننننتقل في مختلف الاتجاهات الم

 اتجاه الإشار  فقط ن  عمعة في كيشف الإشار .
(. فانضنننننجيج مُت اظر كيرو اا حول 4.8 )الامر انشنننننكل MLانوانننننس اله د ننننني نلجانة واانننننح عل  وج  الخ نننننوص في انتجيح الأعمةي 

تُمثِّل اختيار انفراننننية الأعرب إ   MLالم  س  و عتةد انتجيح فقط عل  المبننننافة من الم  س. وبانتالي فإن عاعد  انكشننننف بانتجيح الأعمةي 
ف انعةودل بي هةاة هذا 4.8 لاقية الا ننننننتق ال. إن مجةوعة ان قان المتبنننننناو ة انُ عد عن انفراننننننيتذ  كيةا هو مُ ذَّ في انشننننننكل   هي الم  ننننننِّ

ف هو مجةوعة انقيي    نننننننننننننننِّ
ُ
,𝒗〉 ان  دقس انعمعة vالم 𝒂〉 = من هذا  aلات انذل اتول عل  اتا a. وتكون مجةوعة ان قان الأعرب إ  0

  ِّف انعةودلة وهي دُدَّد بانعمعة 
ُ
,𝒗〉الم 𝒂〉 > . وبير قة مشابهة  دُدَّد مجةوعة ان قان MLفي عاعد  انتجيح الأعمةي  aوتقُابَل بنننننننننننن  0

,𝒗〉بانعمعة   a الأعرب إ  𝒂〉 < عن  a  ان  جرت مُقابلتها بن. في حانة عاعد  الاحتةال انَ عدل انعامة  تفَُ ل الم يقة  a   وتقُابَل بن0
عرَّف بانعمعة aبعةود عل    a الم يقة ان  عوبلت بن

ُ
,𝒗〉  نك َّ  في هذه الحانة هو انعةود الم 𝒂〉 = 𝑁0 ln(𝜂) 4⁄. 

تَ  (22.8) ثمة  ر قة أخرى نتفبير انعمعة وذن  بان مر انيها ب مام إحداقيات مختلف. نَ ، 
1
= 𝒂 ‖ 𝒂 ‖⁄   بوصف  أحد ع اصر انقاعد

تعامد نلأشنننننعة
ُ
شميدت. في لامام الإحداقيات اتد د هذا   كن انتع ير  - شنننننعاعاا متعامداا آخر با نننننت،دام إجرايية عرام n  1ونختار  n-الم

𝑣1)بانعمعة  vعن 
′ , 𝒗2

′ , … , 𝒗𝒏
′ )T 1 حيث  ومن أجل  k  n كون   𝑣𝑘

′ = 〈𝒗, 
𝑘
,𝒗〉. و ا أن 〈 𝒂〉 = ‖ 𝒂 ‖⟨𝒗, |

1
⟩ = ‖ 𝒂 ‖𝒗1

  فإن ′
𝑣1هو ب با ة  (22.8) اتالات الأ بر من انعمعة

 عل  انشكل انتالي: (22.8) . ومن وَّ ت  ح انعمعةa عل  v  أل عياس مبقط ′
𝒗1
′
≥𝑈=0

   <𝑈=1  

𝑁0 ln()

4‖𝒂‖
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أحادل انُ عد. بكلةات أخرى  فإن المبننننننننننننننن نة متعدد   MAPلاخت ار عاعد  الاحتةال انَ عدل  (14.8) هذه انعمعة مشنننننننننننننننابهة نلعمعة
 ت أكيثر من بيّ  (22.8) الأبعاد تُ نننننننن ح لافل المبنننننننن نة أحاد ة انُ عد ع د اختيار لامام الإحداقيات الم ا ننننننننت. في الحقيقة  فإن لاتايج انعمعة

𝑣1ذن   ودد داا أن 
ركيِّ ات ب مام الإحد (21.8) إح ننايية كيافية. إذا جرى انتع ير عن انعمعة ′

ُ
𝑣2اقيات اتد د  فإن الم

′ , … , 𝑣𝑛
وان  دتول  ′

في الاتجاهات انعةود ة عل  الإشنننننننننار  عل  لابننننننننن ة انتجيح  vانننننننننجيجاا فقط  تلُ   في هذه انعمعة. تُبنننننننننة  حقيقة عدم ت قير إحداقيات 
 لهذه ان مر ة.عيي تعةيةاا تُ  2.4.8 . ان مر ةلامر ة الاعدام انتابط )انمأهِميَّة( LLRانلوعار تةية 

 
 لإشا ا/ الإثنان   في ا ضج ج ا غوصي الأب ض.  ظه   MLمناطق اتخاذ ا ق ا  حسب  اعدة ا ت ج ه الأعظمي : 4.8 الشكل

𝑑 هي aإ ى  vعلى حدّ ا عتب . ا مساف  من  vبا شكل شعاع  = ‖𝒗 − 𝒂‖ . وبط  ق  مشابه  تكون ا مساف   اa  هي𝑑′ =

‖𝒗 + 𝒂‖ . ّ أي نقط  ت حقّق(21.8) في ا علا   نا جب  اً وكما ب ،  𝑑2 − 𝑑′2 = ,𝒗〉 هي نقط   كون ف ها 0 𝒂〉 = وبا تا ي ، 0
𝑑2 . هندس اً، وبحسب نظ    ف ثاغو ث  كون0  ساوي LLR كون ف ها  − 𝑑′2 = �̃�2 − �̃�′2ح ث ، �̃�′ و�̃�  هما ا مسافتان من
a و a  إ ى مسقطv  على ا مستق م ا موَ َّد منa ًماذا  كون فقط  مسقط  . وهذا  ب ن هندس ا v  علىa .   علا 

ر في انعمعة  كن كيبننت م  داا  ,𝒗〉)في لامام الإحداقيات الأ ننا نني( وذن  بكتابة  (22.8) من انت  نن  𝒂〉  عل  انشننكل∑ 𝑣𝑘𝑎𝑘𝑘 هذا .
 قدار الإشنننننننننننننار  في تل  الإحداقية. وهذا نيل مفاجئاا    ثُقِّل كيل إحداقية خيياا  MAP ُ ذّ أن اخت ار عاعد  الاحتةال انَ عدل الأعمةي 

 ع هةا في حانة المركي ات الأص ر. aإذ إن انفرايتذ ت  جان أكيثر الاف الاا في حانة المركي ات الأكيبر نن 
 :وبانتالي V = a + Z و U = a . ن فرضU = a ن درس فيةا  لي احتةال الخي  انشَر ي عل 

〈𝒗, 𝒂〉

‖𝒂‖
= −‖𝒂‖ + 〈𝒁, 

1
〉 

𝑁0و  ‖𝑎‖−هما  U = a انقيةة المتو نننية وانت ير  باعت اروتكون  ,𝑽〉  ومن وَّ ت ننن ح ⁄2 𝒂〉 ‖𝒂‖⁄  بانشنننكل𝒩(−‖𝒂‖, 𝑁0 2⁄ . من (
,‖𝒩(−‖𝒂  هو احتةال أن ت  د U = a نجد أن الاحتةال  باعت ار (22.8) انعمعة 𝑁0 2⁄ 𝑁0 ln(𝜂)عن  ( (4‖𝒂‖)⁄ وهذا هو احتةال .

‖𝑎‖أكيبر من  Zأن تكون  + 𝑁0 ln(𝜂) (4‖𝒂‖)⁄ نجد: 1.3.8 جر ت في انفقر ا ت مام كيان  أُ . وبعةلية 

Pr{𝑒  |  𝑼 = −𝒂} = 𝑄 (√
2‖𝒂‖2

𝑁0
+

 ln 𝜂

2√2‖𝒂‖2 𝑁0⁄
) 

(23.8) 

 وب فل انبرهان نجد:

Pr{𝑒  |  𝑼 = 𝒂} = 𝑄(√
2‖𝒂‖2

𝑁0
−

 ln 𝜂

2√2‖𝒂‖2 𝑁0⁄
) 

(24.8) 

عل  ا نننننننننننننتقامة  aفي   إحداقياتع د دو ل المبننننننننننننن نة إ  لامام  (16.8)و (15.8)   في انعمعتذالامحظ أن هذه ان تيجة هي ذالا المعي
𝐸𝑏واحد  مس شننننننعاع الإحداقيات.  ا أن انياعة في ان ت هي  = ‖𝒂‖
تتُابس كيةا في انبننننننابس. وهذا نيل  (18.8)و (17.8)   فإن انعمعتذ2

  ا  ة.ا ت،دام انقاعد  المن مب نة اتخاذ انقرار انشعاعي مشابهة إ  المب نة انبُلَّةية )انمموجَّهة( ع د إمُفاجئاا  بانت كييد  حيث 
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𝜂 ألومن أجل مُعمي مبايل الات الات  تعُتبَر انفرايات انقَ  لية متباو ة  =   (19.8). وبانتالي  كيةا في 1

Pr{𝑒} = 𝑄(√
2𝐸𝑏
𝑁0
) 

(25.8) 

بت مَةة. أن احتةال الخي  لا  عتةد عل  أ اس -وهذا  عيي ا ت كييداا م يقياا 
ُ
 الإحداقيات المتعامد  الم

. غُللها ب فل انير قة المبنننت،دمة في 1bو 0b الآن أن انفرانننيات الإق الاية تُيابس إشنننارات شنننعاعية عير متعاكيبنننة انقي ية  ن نَقُلن فرض 
لَّةية. نتكُن وكيةا في انبننابس فإن دو ل  .c+  a =  1bو c+  a=  0b . ومن وّ فإن الإشننارتذ هماc 0 b=  a و ) = 21b+ 0 bc/(  الحانة انبننُ

𝑽إ   V انرَّصد =  �̃� − 𝑐  ح لاقية انو ط و عُيد المب نة إ  حانة الإشارات المتعاكيبة انقي ية.  عتةد احتةال الخي  فقط عل  المبافة   
2‖𝒂‖ كيةا تختلف انياعة في ان ت أ ضاا  وبفرض وجود أشعة دخل متباو ة الاحتةال  (24.8)و (23.8) بذ الإشارات و عُي  بانعمعتذ .

𝐸𝑏تكون انياعة في ان ت  = ‖𝒂‖
2 + ‖𝒄‖2 وعلي  ف قية انو ط .c . تُباهي في انياعة  ونكن نيل في احتةال الخي 

في الحانة ان ير المتعاكيبنننننة  LLR رتمية  أن لاعُبرِّ عن لابننننن ة انتجيح انلوعاM 2 < من الم ا نننننت  وعل  وج  الخ نننننوص ع د انتعةيي لحانة
 ا   (21.8) وبا ت،دام انعمعة. 1b و 0bانقي ية م اشر  بانقيي 

ُ
  كن انتع ير عن لاب ة انتجيح انلوعارتمية كيةا  لي: �̃�نلشعاع الم

LLR(𝒗) =
−‖𝒗 − 𝒃0‖

2 + ‖𝒗 − 𝒃1
2‖2

𝑁0
 

(26.8) 

  أما في عاعد  الاحتةال ان عدل  فإن انتعليل هو ذات  كيةا في MLوهذه ب بنننننننا ة هي عاعد  المبنننننننافة ان ننننننن رى في انتجيح الأعمةي 
 الحانة المتعاكيبة انقي ية. 

 
 كشف الأشعة الإثنانية الع قدية في الضجيج الغوصي الأبيض 4.3.8

 . وانضنننننننننجيجV = U + Z عشنننننننننوايي عقدلّ n -ن درس الآن صننننننننني ة انشنننننننننعاع انعُقدلّ ن فل المبننننننننن نة. ن فرض أن انرصننننننننند هو شنننننننننعاع
𝒁 = (𝑍1, . . . , 𝑍𝑛)

T هو شننعاع عشننوايي عُقدلّ نننننننننننننننننن  n ( ّشننعاع عشننوايي عوصنني عُقدلiid ذات عيةة متو ننية تبنناول ان ننفر  رُكيِّ ات )
(iid حقيقية وعقد ة  كيل م ها )𝒩(0,𝑁0 2⁄ ,𝒞𝒩(0مت اظر داير اا ومعي  بننننننننننننننننننننن  kZ . وبانتالي فإن كيل( 𝑁0)واندخل . U مُبننننننتقل عن Z 

𝒂حيث  1p باحتةال a  و 0p باحتةال a وإق اني    خذ انقيةة = (𝑎1, … , 𝑎𝑛)
T هو شعاع-n .عُقدل كييفي 

ركيِّ ات  2nهو انشعاع انعشوايي الحقيقي ذو  ′Z  كن ت بيط المب نة إ  تل  ان  وردت في انفقر  انبابقة اعل
ُ
و  ℜ(𝑍𝑘)بعداا ون  الم

ℑ(𝑍𝑘) 1 من أجل  k  nبير قة مُشننننابهة نيكن . a′  2هو انشننننعاع الحقيقي ذوn  ركيِّ ات
ُ
  k  1 من أجل ℑ(𝑎𝑘)و ℜ(𝑎𝑘)بعداا ون  الم

nو نيكن   U′  انشعاع الحقيقي انذل   خذ انقيةة a′  أو  a′وأخيراا نيكن . V′ = U′ + Z′. 
لحقيقي ان تذكيَّر أن كيثافة الاحتةالات نلةت يرات أو الأشننننننننننننعة انعشننننننننننننوايية انعُقد ةّ تبنننننننننننناول إ  كيثافة الاحتةالات المشننننننننننننتكية نلج أ ن 

 وانعُقدلّ 

𝑓(𝑉|𝑈)(𝒗|𝒂) = 𝑓(𝑉′|𝑈′)(𝒗′|𝒂′) =
1

(𝜋𝑁0)
𝑛
exp∑

−ℜ(𝑣𝑘 − 𝑎𝑘)
2 − ℑ(𝑣𝑘 − 𝑎𝑘)

2

𝑁0

𝑛

𝑘=1

 

𝑓(𝑉|𝑈)(𝒗|𝒂) = 𝑓(𝑉′|𝑈′)(𝒗′|𝒂′) =
1

(𝜋𝑁0)
𝑛
exp∑

−ℜ(𝑣𝑘 + 𝑎𝑘)
2 − ℑ(𝑣𝑘 + 𝑎𝑘)

2

𝑁0

𝑛

𝑘=1

 

 فتكون لاب ة انتجيح انلوعارتمية

LLR(𝒗) =
−‖𝒗 − 𝒂‖2 + ‖𝒗 + 𝒂‖2

𝑁0
 (27.8) 

 ن محظ أن 
‖𝒗 − 𝒂‖2 = ‖𝒗‖2 − 〈𝒗, 𝒂〉 − 〈𝒂, 𝒗〉 + ‖𝒂‖2 = ‖𝒗‖2 − 2ℜ[〈𝒗, 𝒂〉] + ‖𝒂‖2 

𝒗‖وبا ت،دام هذه انعمعة وانعمعة المشابهة نلجد  + 𝒂‖2 (27.8) تُ  ح انعمعة: 
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LLR(𝒗) =
4ℜ[〈𝒗, 𝒂〉]

𝑁0
 (28.8) 

 عل  انشكل انتالي: MAP كن دد د اخت ار الاحتةال انَ عدل الأعمةي 
ℜ[〈𝒗, 𝒂〉]

‖𝒂‖

≥𝑈=a

   <𝑈=−a  

N0 ln()

4‖𝒂‖
 (29.8) 

هي ذالا كيةا في حانة انشننننننعاع  MAPوصنننننني ة اخت ار الاحتةال انَ عدلّ الأعمةي  LLRن محظ أن انقيةة ن بنننننن ة انتجيح انلوعارتمية 
,𝒗〉الحقيقي با تث اء ات ء الحقيقي من  𝒂〉.اعش الآن أهمية )دلانة( هذا ات ء الحقيقي    . 

,𝒗〉في فضنننناء انشننننعاع انعقدلَ مُتعدد الأبعاد  تُمثِّل  𝒂〉 ‖𝒂‖⁄ انقيةة انعُقد ةّ لمبننننقط v باتجاه a  ونفهي هذا الإ ننننقان ب ننننور  أفضننننل .
,𝒗〉. ع دها تُ ننن ح T= 1, 0, 0, …, 0) a ن فرض وجود عاعد  متعامد  مُبنننت مَةة فيها 𝒂〉 ‖𝒂‖ = 𝑣1⁄ وبانتالي .ℜ(𝑣1) = ±1 + ℜ(𝓏1) 

ℑ(𝑣1)وكيذن   = ℑ(𝓏1) من انواانننننننننننح أن الحد .ℜ(𝑣1)  فقط ن  عمعة بانقرار الإق اني. إن ا نننننننننننت،دام الحدℜ[〈𝒗, 𝒂〉 ‖𝒂‖⁄  في انعمعة [
هو ب بننننا ة انير قة انعامة نلتع ير عن هذه انفكر  الأ ننننا ننننية. إذا لامرلاا إ  المبننننتول انعقدل بوصننننف  فضنننناءا حقيقياا ق ايي الأبعاد   (29.8)

,𝒗〉 ع دها  كون أخذ ات ء الحقيقي نلجدّ  𝒂〉   إانننننننافي  لهذا انشنننننننعاع الحقيقي انث اييّ الأبعاد باتجاهمبننننننناو اا أخذ أ نننننننقان aالامر انتةر ن( . 
12.8.) 

‖′𝒂‖وت ق  ان تايج والا ننت تاجات ان  وردت في انفقر  انبننابقة دون ت يير. و ا أن  = ‖𝒂‖ عل  وج  الخ ننوص  فإن لاتايج احتةال  
 الخي  تعُي  بانعمعتذ انتانيتذ: 

Pr{e  |  𝑼 = −𝒂} = 𝑄(√
2‖𝒂‖2

𝑁0
+

 ln 𝜂

2√2‖𝒂‖2 𝑁0⁄
) 

(30.8) 

Pr{e  |  𝑼 = 𝒂} = 𝑄 (√
2‖𝒂‖2

𝑁0
−

 ln 𝜂

2√2‖𝒂‖2 𝑁0⁄
) 

(31.8) 

𝒂‖2‖  و عرفة أن MLوفي حانة انتجيح الأعمةي  = 𝐸𝑏 د ل عل  لاتايج مشابهة 

Pr{𝑒} = 𝑄 (√
2𝐸𝑏
𝑁0
) 

(32.8) 

 .(26.8) بانعمعة LLR  تعُي  لاب ة انتجيح انلوعارتمية 1bو 0b أخيراا  ومن أجل حانة الإشارات عير المتعاكيبة انقي ية مس فرايتذ
 

 كشف الأمواج المتعاكسة القطبية الإثنانية في الضجيج الغوصي الأبيض 5.3.8

وجيّ.  نننيكون من المفيد أن لافعل ذن  عل  انتوازل 
َ
س هذه انفقر  حانة انشنننعاع انوارد  في انفقرتذ انبنننابقتذ إ  حانة انشنننكل الم تو نننِّ

عدَّنة. وكيةا  U (t) انعةليات انعشننوايية الحقيقية لح مة انتةر ر  وانعةليات انعشننوايية انعُقد ة لح مة انقاعد . نتكُن نكل من
ُ
الموجة انقاعد ة الم

ط الحانة بإر نننننال بت مُفرد عواننننناا من  نننننلبنننننلة من ان تات  ومن وَّ  ولأجل موجة عاعد ة ُ ثَّل كييفية  ور ا عُقد ةّ    a(t) في انبنننننابس  تُ بنننننَّ
;𝜃𝑘(𝑡)}. ونيكن 1pو 0p ة و رم  نمحتةالات انقَ  لية بنننننt(a) = t( U( بننننن 1واندخل الإق اني  U )t(a) = t( بننننن 0اندخل الإق اني  𝑘 ∈ ℤ}  هو

بت مَي انعُقدلّ انذل  ُ يي م يقة الموجة انقاعد ة ذات ان لة  ونيكن 
ُ
𝑎(𝑡)الم شور المتعامد الم = ∑ 𝑎𝑘𝜃𝑘(𝑡)𝑘. 

𝑈(𝑡)ن فرض أن  = ±𝑎(𝑡) مُعدَّنة بحامل cf  أكيبر من عرض ح مة انقاعد . تكون موجة ح مة انتةر ر ان اتجة𝑋(𝑡) = ±𝑏(𝑡)  حيث  
عدَّل نن7.8 من انفقر 

ُ
   كيةا  لي: b(t)   المبة a(t)    كن تمثيل انشكل الم

𝑏(𝑡) =∑𝑏𝑘,1𝜓𝑘,1(𝑡) + 𝑏𝑘,2𝜓𝑘,2(𝑡)

𝑘

 

 حيث
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𝑏𝑘,1 = ℜ(𝑎𝑘);        𝜓𝑘,1(𝑡) = ℜ{2𝜃𝑘(𝑡)  exp[2𝜋𝑖𝑓𝑐𝑡]} 
𝑏𝑘,2 = ℑ(𝑎𝑘);        𝜓𝑘,2(𝑡) = −ℑ{2𝜃𝑘(𝑡)   exp[2𝜋𝑖𝑓𝑐𝑡]} 

;𝜓𝑘,𝑗(𝑡)} أن مجةوعة الإشنننننننننننننارات 6.6.1 لاعلي من ان مر ة 𝑘 ∈ ℤ, 𝑗 ∈ 𝜙𝑚(𝑡);𝑚}. ونتكن 2مُتعامد   ونكل م ها  اعة {{1,2} ∈ ℤ} 
تعنننامننند  نكنننل م هنننا  ننناعنننة 

ُ
𝜙𝑚(𝑡);𝑚}. ن فرض أن 𝜓𝑘,𝑗(𝑡)وكينننل م هنننا متعنننامننند مس كينننل من مركي نننات  2مجةوعنننة من انتوابس الم ∈ ℤ}   مس

𝜓𝑘,𝑗(𝑡) تمتد عل  انفضاء  ℒ
2

. 
 :  المفتض اجيج عوصي أبيير  كيةا  ليW(t)  كن تمثيل انضجيج

𝑊(𝑡) =∑(𝑍𝑘,1𝜓𝑘,1(𝑡) + 𝑍𝑘,2𝜓𝑘,2(𝑡)) +∑𝑊𝑚𝜙𝑚(𝑡),

𝑚𝑘

 

;Zk,m}حيث  k ∈ 𝕫,m ∈ قيبنننة نلضنننجيج في انفضننناء انشنننعاعي  {{1,2}
َ
ℒهي مجةوعة انتوابس الخيية الم

2
ةتد  بنننننننننننننننننن  

ُ
  وأن 𝜓𝑘,𝑚(𝑡)الم

{𝑊𝑚;𝑚 ∈ ℤ} تةي المتعامد نلفضاء. وكيةا   رى بعد عليل  فإن انتوزع المشتك ننننننن
ُ
لا ُ شكِّل  mW هي مجةوعة انتوابس الخيية نلضجيج في الم

شنناهَد  ع د ح مة  k,jZ مبننتقل عن mW  الما أن  t(a (و a)t( فرعاا في الاختيار بذ
ُ
ر ننل. وتكون انعةلية انعشننوايية الم

ُ
وعن ان ت الإق اني الم

  انتةر ر هي
𝑌(𝑡) = ∑[𝑌𝑘,1𝜓𝑘,1(𝑡) + 𝑌𝑘,2𝜓𝑘,2(𝑡)] +∑𝑊𝑚𝜙𝑚(𝑡)

𝑚𝑘

 

 حيث
𝑌𝑘,1 = (±𝑏𝑘,1 + 𝑍𝑘,1);         𝑌𝑘,2 = (±𝑏𝑘,2 + 𝑍𝑘,2) 

ت ي نناا نلتعةيي  إذ إن انتننابس . لا  عُتبر هننذا a(t) من توابس متعننامنند  مُبنننننننننننننننت مةننة نتةثيننل n م تهينناا  اا ن فرض أولاا ألا ننا ا نننننننننننننننت،نندم ننا عنندد
𝑎(𝑡) ‖𝑎(𝑡)‖⁄   ّرصنننننننننننننند فقط مجةوعة م تهية واحد   ونتكن كياف  نوحده. ن فرض أ ضنننننننننننننناا  من حيث الم دأ  ألا  يخ ℓW, …, 1W  من توابس

ت يرات انضننجيجية
ُ
𝒩(0,𝑁0 126م ها مُبننتقلّة وكيل mWو k,jZ انضننجيج المتعامد . ون فرض أ ضنناا أن الم 2⁄ . ع دها  عُي  انتجيح بانعمعة (

 انتانية:

𝑓𝑌|𝑋(𝒚 | 𝒃) =
1

(𝜋𝑁0)
𝑛
exp [∑∑

−(𝑦𝑘,𝑗 − 𝑏𝑘,𝑗)
2

𝑁0
+ ∑

−𝑤𝑚
2

𝑁0

𝑙

𝑚=1

2

𝑗=1

𝑛

𝑘=1

] 

𝑓𝑌|𝑋(𝒚 | 𝒃) =
1

(𝜋𝑁0)
𝑛
exp [∑∑

−(𝑦𝑘,𝑗 + 𝑏𝑘,𝑗)
2

𝑁0
+ ∑

−𝑤𝑚
2

𝑁0

𝑙

𝑚=1

2

𝑗=1

𝑛

𝑘=1

] 

 :وتعُي  لاب ة انتجيح انلوعارتمية بانعمعة

LLR(𝔂) =∑∑
−(𝓎𝑘,𝑗 − 𝑏𝑘,𝑗)

2
+ (𝓎𝑘,𝑗 + 𝑏𝑘,𝑗)

2

𝑁0

2

𝑗=1

𝑛

𝑘=1

 

 =
−‖𝔂 − 𝒃‖2 + ‖𝔂 + 𝒃‖2

𝑁0
 (33.8) 

=∑∑
4𝓎𝑘,𝑗𝑏𝑘,𝑗

𝑁0
=
4〈𝔂, 𝒃〉

𝑁0

2

𝑗=1

𝑛

𝑘=1

 (34.8) 

 MAPواخت ار عاعد  الاحتةال انَ عدل الأعمةي 
                                                           
 تغ ُّ  ا ضج ج باستعمال ذا/ ا سلَّم ا مستخدم  شكل موج  الإشا ة. وبما أن طا   ا دخل ت قاس في ا حزم  ا قاعد  ، فإن ا ضج ج أ ضاً   قاس ف ها. في N0/2  نذك  أن 126

2ا حزم  ا قاعد  ،    فع سلّم طا   الإشا ة بعامل  وبط  ق  مشابه     فع سلَّم ا ضج ج. ،  
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〈𝔂, 𝐛〉
≥ X̃=b

 < X̃=−b
 =  

𝑁0ln(𝜂)

4‖𝒃‖
 

انفرق انوحيد  في الحقيقة  هو أن انرّصننننننند ه ا  تضنننننننةن انننننننجيجاا  .3.3.8 انفقر وهذا مثل حانة انشنننننننعاع الحقيقي ان  جرى دليلها في 
بواننننننننو   نننننننن ت عدم ظهور هذه المت يرات  LLR كولاات متعامد  مس المدى المع   كيةا تُ ذّ عةلية ا ننننننننت،راج لابنننننننن ة انتجيح انلوعارتمية 

كي يراا عل  غو كييفي  كيةا و كن أن  كون نلأشنننننعة أل    mW يّر نلأشنننننعة المت  ℓ. في الحقيقة   كن أخذ انعدد LLRانضنننننجيجية في انعمعة 
. بكلةات أخرى فإن انضنننننننجيج ان وصننننننني الأبيير LLR(  فإغا تلُ   في انعمعة X )t( )وعن k,jZ كيثافة مشنننننننتكية. و الما أغا مُبنننننننتقلّة عن

WGN ( هو اننجيج عوصنني مُبننتقل وموزع بالاتمامiid عل  فضنناء كي ير  ا  كفي نتةثيل ) ّرج عن الإشننار  وانضننجيج خا الإشننار   ومُبننتقل
 ذن .

نيل كيافياا ر اانياا  لألا   عتةد عل  تع ير مُ هَي نفضناء الإشنار  موانس الاهتةام  نكنَّ  (34.8)و (33.8) إن انبرهان انبنابس نلوصنول إ 
 هذه الخاصة بانتجد د هي ما تجعل  مفيداا في انتي يس انعةلي  لأن مواصفات انضجيج انفي  ايية تت ير عل  غو كي ير بان من وبانتدد.

ℒانفضاء  هو اتداء انداخلي نبم ل حقيقية في (34.8) إن اتداء انداخلي في
2

و ا أن هذه انبم ل مُعامِمت في امتداد متعامد  .
قابلِة )الامر انفقر 

ُ
 (  عُي  بانعمعة:5.8 )ونيل متعامد مُبت مي(  فإن انتجو ل إ  جداء داخلي عل  انتوابس الم

∑𝓎𝑘,𝑗𝑏𝑘,𝑗 =
1

2
∫𝓎(𝑡) 𝑏(𝑡)𝑑𝑡.

𝑘,𝑗

 
(35.8) 

مُضنننننننناعفاا لأحد انتوابس  b(t) مبنننننننن نة وحيد  انُ عد إذا كيان مبننننننننتقلة عن الأ نننننننناس  وأن هذه المبنننننننن نة تُخت ننننننننر إ  LLRوهذا  ُ ذّ أن 
 صالحة. (35.8)   ت ق  انعمعةعدد اا  الأ ا ية. وحتى إذا ا تُ،دم نفضاء الإشار  أ اس م ت   

ركيِّ ة V(t) إ  موجة الح مة انقاعد ة Y(t) =  b(t) + W(t) ن رى بعد ذن  ماذا ادث ع دما  فُ   تعد ل
ُ
∑. تتةدَّد الم 𝑊𝑚(𝑡)𝑚 من 

Y(t) ح ∑ع ل عةلية ف  انتعد ل  مُج ِّ ة ظاهر  تشننننننننننننننناب  انتعد ل بذ Y(t)  إ  ترددات خارج ح مة انتةر ر  وبانتالي ترُشنننننننننننننننَّ 𝑊𝑚(𝑡)𝑚  وج ء
𝑎(𝑡)إ   b(t) ترُجَس  b(t) انتشنننننننننننننننيح لا  ؤقر عل (. وبفرض أن هنننذا 11.6 )الامر انتةر ن Y(t) الإشنننننننننننننننننار  من = ∑ 𝑎𝑘𝜃𝑘(𝑡)𝑘  حينننث  

𝑎𝑘 = 𝑏𝑘,1 + 𝑖𝑏𝑘,2وبير قة مشابهة ترُجس . W(t)  إ 
𝑍(𝑡) =  ∑𝑍𝑘𝜃𝑘(𝑡) + 𝑍 ⊥ (𝑡)

𝑘

 

𝑍𝑘 حيث = 𝑍𝑘,1 + 𝑖𝑍𝑘,2 و)t( Z نلإشننننننننننار   هو لاتيجة ترشننننننننننيح وف  تعد ل ترددل∑ 𝑊𝑚𝜙𝑚(𝑡)𝑚  لح مة. تُ نننننننننن ح انعةلية المعقِّد  
بتقَ لة 

ُ
 انقاعد  الم

𝑉(𝑡) =  ∑𝑉𝑘𝜃𝑘(𝑡) + 𝑍(𝑡)

𝑘

 (36.8) 

 حيث
𝑉k = ±𝑎𝑘 + 𝑍𝑘 

;𝑉𝑘}ومن وَّ فإن انبلبلة  t( k( متعامد  مس انفراغ المرت ط بننننننننننننن Z )t( مس فراية انتشيح المذكيور  آلافاا  فإن توابس انعيّ ات من 𝑘 ∈ ℤ} 
𝑉𝑘. و ا أن V(t) دُدَّد من = 𝑉𝑘+1 + 𝑖𝑉𝑘,2 فإن عيةة انعيّ ة  LLR(𝔂) دُدَّد كيةا  لي بقيَي عيّ ات  (34.8) في{𝑣𝑘; 𝑘 ∈ ℤ}. 

LLR(𝔂) =
4〈𝔂, 𝒃〉

𝑁0
=
4ℜ[〈𝒗, 𝒂〉]

𝑁0
 (37.8) 

;𝑣𝑘}ومن وَّ فإن  𝑘 ∈ ℤ} إح ننايية كيافية ننننننننننننننننننن 𝓎(𝑡)اخت ار    وبانتالي فإنMAP   عتةد عل
ُ
. إن v(t)  كن إجراؤه با ننت،دام 𝓎(𝑡)الم

  𝓎(𝑡)هو ب بنننننننننننننننا ة لاوع اخت ار خاص عل   v(t) عل  MAPوعُرل بعدها اخت ار  𝓎(𝑡)من  v(t) تابس انعي ةالإجراء انذل  وجِد أولاا 
;𝑣𝑘} . أخيراا و ا أن𝓎(𝑡)عل   MAPوبانتالي لا  ك   د يل احتةال خي  أعل من اخت ار  𝑘 ∈ ℤ}  إح ايية كيافية نننننننننن𝓎(𝑡) فهي أ ضاا  

تعامد   ومن وَّ فإن انضجيجt(v( إح ايية كيافية نن
ُ
 نيل ذل عمعة. t( Z( الم
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.  كن لأحدلاا أن ُ كرر انبرهان (28.8) هي ذالا مثل لاتيجة انشنننننننعاع انعُقدل في (37.8) في LLRلاحظ أن لابننننننن ة انتجيح انلوعارتمية 
 كن أن   خذ أ ة صنني ة  فإن انبرهان المذكيور  t( Z(  ا أن نيل ن  عمعة. Z )t( نلتجق س من أن Z )t( ه اك  مُضننيفاا لاشننر متعامد نننننننننننننننننن

∑هو تابس من  t( Z( آلافاا  واعتةاداا عل  حقيقة أن 𝑊𝑚𝜙𝑚(𝑡)𝑚 .بتقل عن الإشار  وانضجيج في فضاء الإشار   هو أكيثر تع يراا
ُ
 الم

ونُ ل،ِّص هذه انفقر   فقد جرى دليل  ر قة كيشنننف بت مُفرد أر نننل بتونيد إشنننارات عاعد ة عير متعاكيبنننة انقي ية وتعد لها إ  ح مة 
بننتقَ لة إ  الح مة انقاعد ة  و كُيشننف بعدها ان ت المفرد. WGNانتةر ر. وبعد إاننافة انضننجيج ان وصنني الأبيير 

ُ
  كُيشننف تعد ل الموجة الم

𝓎(𝑡)∫في ح مة انتةر ر هو اخت ار عت ة عل   MAPةال انَ عدل الأعمةي إن كياشننننف الاحت 𝑏(𝑡)𝑑𝑡 اخت ار عت ة في الح مة . وهذا  كافئ
ℜ[∫𝓎(𝑡)انقاعد ة عل   𝑎∗(𝑡)𝑑𝑡] ذّ هذا أن كيشنننننف انتعد ل إ  الح مة انقاعد ة لا  بننننن ت انننننياعاا نلأمثليّة  كيةا  ُ ذّ أن انكشنننننف ُ  .

اني لأشعة حقيقية  نلكشف الإق  أو في ح مة انقاعد . في حانة ح مة انتةر ر  تكون ان تيجة هي امتداد آنيّ  كن أن عرل في ح مة انتةر ر 
 وفي ح مة انقاعد   تكون امتداداا آلاياا نلكشف الإق اني لأشعة عقد ة.

د لج حيث  رُ نننننننل في  رعي إق اني   مس اوافمة عل  افتاض لامام لجانيلقة انواحQAMو PAM كن الآن ترأة لاتايج هذه انفقر  بدلانة 
إذا كيالات  Tمتعامد  مس الا  احالا بفواصننننل زم ية  p(t)   تكون لا ضننننة انتعد لQAMو PAMواحد فقط. ن تذكير ألا  وفي كيل من انتعد لَذ 

|�̂�(𝑓)|2 مرشنننح ذو ا نننتجاب( لا ضنننية ةدقس معيار لاا كو بنننت. وبانتالي إذا مُرِّرَت الموجة انقاعد ة المبنننتق لة عبر مرشنننح توافقي p*(t) ويخ )
بنننننننتقَ لة لا دتول عل  kT أخذ انعي ات ع د أزمان

ُ
 ,0 تداخمت بذ انرموز. ومن أجل بت مُفرد مُر نننننننل في أزم ة مُقيَّعة  فإن انعي ات الم

u(t) =  a(t) = ap(t)بتقِ ل    فإن خرج المرشح انتوافقي ع د زمن
ُ
 هو 0الم

∫𝑣(𝑡)𝑝∗(𝑡)𝑑𝑡 =
ℜ[〈𝒗, 𝒂〉]

𝑎
 

بتق ل من انف ل LLRوهو ُ ثل لاب،ة مَقيبة ن ب ة انتجيح الأعمةي 
ُ
وانذل  تج َّت انتعد ل ان ي  اَبت أ ضاا  6. ومن وَّ فإن الم

 . MAP  وان   ؤدل اخت ار انعت ة فيها إ  عةلية كيشف الاحتةال انَ عدل الأعمةي LLRلاب ة انتجيح الأعمةي 
 عل  الإشنننننننننننارات المتتابعة. تجت أ ضننننننننننناا  MAPجراء  واصنننننننننننل ت و د اخت ارات الاحتةال انَ عدل الأعمةي  انفقر  انتانية أن هذا الإت ذّ 

اختيار  بقيس ان مر يخّ  MAP ؤدل إ  اخت ار الاحتةال انَ عدل الأعمةي  0ممحمة أن أخذ عيّ ات خرج المرشنننننننننننننننح انتوافقي ع د ان من 
p(t) .نتج  ت انتداخل ان ي  أم لا 

رَ لة.  WGNمن المهي ممحمة أنَّ أداء الات ال الإق اني عير المتعاكيل في انضجيج ان وصي الأبيير 
ُ
 عتةد فقط عل   اعة الإشار  الم

𝑄   كون احتةننال الخينن  هو انعمعننة المنن نوفننة MLفي عةليننة انكشنننننننننننننننف بننانتجيح الأعمةي  (2𝐸𝑏
𝑁0
𝐸𝑏حيننث  ( = ∫|𝑎(𝑡)|

2𝑑𝑡  وانت ير  في
 .20N/ كي ات المتعامد  حقيقة اةن الحقل مواوع الاهتةام هيانضجيج في كيل المر 

  مُتضننننةِّ اا انعمعة بذ حانة انشننننعاع وحانة الإشننننار  WGNي مواننننوع دليل انكشننننف الإق اني في انضننننجيج ان وصنننني الأبيير وهذا  تةّ 
 الحقيقية في ح مة انتةر ر.وتل  ان  بذ الإشارات أو الأشعة انعُقد ة في الح مة انقاعد ة وبذ الإشارات أو الأشعة 

. إن انعمعات بذ انشنننعاع والإشنننار  وبذ الحقيقي وانعُقدل هي ذالا  M-aryدُلِّل انفقر  انتانية كيشنننف الإشنننارات انرعةية متعدد  انقيي 
 ه انعمعات.ية لهذكيةا وردت آلافاا  ومن وَّ فإن كيل من انفقرات انتانية  تفرض أل تل  الحالات هي الأكيثر دلانة دون لاقاشات إااف

 
 وكشف السلسلة M-aryكشف الإشارات الرقمية متعددة القيم  4.8

ة س متعدد . أولاا  تمَّت درا ننة مجةوعات إشننارات إق الاية فقط  وقالاياا  تمَّت درا ننة مبنن نايكيان انتجليل في انفقرات انبننابقة محدوداا بير 
 M-aryلجانيلقة انواحد لج فقط بِ ت  مُفرد بدلاا من  ننننننلبننننننلة من ان تّات. في هذه انفقر    نننننن درس مجةوعات إشننننننارات رعةية متعدد  انقيي 

 ل  لبلة من الإشارات ودرا ة مخييات تعد ل كييفيّة.  و تُبت،دم بعد ذن  ندرا ة إر ا Mولأجل عيي كييفية نن
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 M-aryكشف الإشارات الرقمية المتعددة القيم  1.4.8

 تعدد  انقيي هو تو ننننعة ببننننيية. و ننننيجرل دليل ذن   عل  غو مُحدّد  لحانة انشننننعاعمإن الالاتقال من اخت ار انفراننننيات الإق الاية إ  
شنننننعاع عشنننننوايي عقدل عت كيشنننننف     خذ عيةة من  -U nعشنننننوايي عُقدل  ونيكُن  Vعاع شننننن -nانعشنننننوايي انعُقدل. نتكُن المشننننناهد  

. تَختار عاعد  الاحتةال انَ عدل 𝑝𝑈|𝑉(𝒂𝑚|𝒗). لادُل  عل  الاحتةالات انَ عد ة بننننننن 1Mp, …, 0p باحتةالات عنَ  لية }1Ma, …, 0a{ اعةوعة
�̃�(𝒗) ( بعد ذن 1.8 )الامر انفقر  MAPالأعمةي  = argmax𝑚  𝑝𝑈|𝑉(𝒂𝑚|𝒗) وبفرض ألا   كن تمثيل انتجيجات عل  أغا كيثافات .

 :عل  انشكل انتالي MAP   كن انتع ير عن عاعد  الاحتةال انَ عدل الأعمةي U|Vf احتةال
�̃�(𝒗) = argmax𝑚  𝑝𝑚  𝑓𝑈|𝑉(𝒂|𝒗𝑚) 

  ma هي �̃�(𝑣)هذه   كون عاد  باعت ارها مبننننننايل اخت ار فراننننننيات إق الاية متعدد . هذا  ع   أن  ary-Mإن انتوج  الأببننننننط نقاعد  
 بحيث

𝚲𝑚,𝑚′(𝒗) =
 𝑓𝑈|𝑉(𝒂|𝒗𝑚)

 𝑓𝑈|𝑉(𝑣|𝒂𝑚′)
≥
𝑝𝑚′
𝑝𝑚

 

 . وفي حانة انتباول  نيل ثمة فرق أل فرايّة من فرايّات دقيس الحد الأع   نختار.′m نكل عيَي
ضنننناف ولأجل حانة انشننننعاع انعُقدل 

ُ
 اننننجيج عوصنننني عُقدل Z حيث V = U + Z  كون انرصنننند ذل انضننننجيج ان وصنننني الأبيير الم

تعُي  ma ′و ma ( بذ كيل زوجذ من انفرانننننننننننياتLLR  فإن لابننننننننننن ة انتجيح انلوعارتمية )(27.8) ( حقيقيّة وتخي ليّة. وكيةا يخ في(iid ركي ات 
 بانعمعة

LLR𝑚,𝑚′(𝒗) =
−‖𝒗 − 𝒂𝑚‖

2 + ‖𝒗 − 𝒂𝑚′
2 ‖2

𝑁0
 (38.8) 

ف عةودل بذ ان قيتذ. وبوجود  127وبانتالي  فَ نننننل الاخت ار الإق اني فضننننناءَ انرَّصننننند فرانننننية   فُ نننننل  Mإ  م يقتذ  ف نننننلهةا مُ  نننننِّ
(. إن لم تكُن الاحتةالات انقَ لية 5.8 نل قان الأعرب نكل من الإشارات )انفرايات( )الامر انشكل Voronoiانفضاء إ  م ا س فورولاول 

 متباو ة  تُ ا  هذه الم  فات انعةود ة  مس بقايها عةود ة عل  اوور انذل  ربط الإشارتذ  نك ها لم تعُد م  فات. 
تعامد .  احتةال أن اتول انضجيج عل  انرَّصد عبر أحد (29.8) عيي انعمعةتُ 

ُ
  فات الم

ُ
 هذه الم

 
، ML( في ا ضج ج ا غوصي. وفي  اعدة ا ت ج ه الأعظمي iidلإشا ا/ الأشع  ) M-aryق ا   مبادئ مناطق ا  :5.8الشكل 

 ، هذا  عني مناطق مفصو   بمنصفا/ عمود   ب ن نقاط الإشا ة.Voronoiتكون مناطق ا ق ا  هي مناطق 

   هو اجتةاع الأحداثU = m هي أنَّ احتةال الخي   بفرض M-aryالمشنننننننننننننننكلة اتد د  انوحيد  ان  تمهر في اخت ار فرانننننننننننننننيات 
M  1  كاملة عل  فضاء شعاعي ذل  أل

ُ
بعُداا  نك َّ  عاد  مح ور في  nان  تقيس انعةود الموافس نل قية الأخرى.  كن أن نجده تماماا بالم

. و عتبر ذن  تقر  اا جيداا M  1 يات عير ان ننننننننجيجةالأعل   و قُرَّب إ  حدّ الاجتةاع  حيث عُةس احتةال عيس كيل عةود عبر انفرانننننننن
كي ير  جداا(  لأن انكثافة ان وصننننننننيّة ت قص كيثيراا مس المبننننننننافةة نذا وفي حانة انتجيح الأعمةي ددث معمي الأخياء ع دما    M)إن لم تكن

                                                           
 ب عداً. 2nبعداً، من الأبسط ا نظ  إ ى فضاء ا  َّصد على أنه فضاء ا شعاع ا حق قي ا م ناظ  ذي  nلأجل فضاء شعاع ع قدي ذي  127
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ر لة المكشوفة. ا ل انرصد تقر  اا 
ُ
 م ت ف انير س بذ لاقية الإشار  الم

 
تعاقبة لإشارات  2.4.8  WGNفي  QAMالإرسالات الم 

س هذه انفقر  دليل لجانيلقة المفرد لج نكشننف انتعد ل الميالي انرباعي  بوجود اننجيج عوصنني  PAMوانتعد ل  يال ان  ضننة  QAMتو ننّ
  كن دليل كيل من عاعد  ننننن جد ألاّ   وفي حالات متعدد    مجةوعة رموز مبنننننتقلة مُتتابعة. - n  إ  الحانة ان  ترُ نننننل فيها WGNأبيير 

 انكشف واحتةال خي  انرَّم  بدرا ة رم  واحد فقط في ذات انلجمة.
لهننننا  نننناعننننة واحنننند ننننة وهي متعننننامنننند  مس الا  نننناحننننالننننا  p(t) . ن فرض أنp(t)  بنننننننننننننننت،نننندم لا ضننننننننننننننننننة تعنننند ننننل QAMن نننندرس أولاا لامننننام 
{𝑝(𝑡 − 𝑘𝑇); 𝑘 ∈ ℤ}   المنتن نننننننناعنننننننند   نقنننننننندارT هننننننننذا  نعن  أن  {𝑝(𝑡 − 𝑘𝑇); 𝑘 ∈ ℤ}  منن اننتنوابنس المنتنعننننننننامنننننننند . ننينكن هني مجنةنوعننننننننة  
𝒜 = {𝑎0, . . . , 𝑎𝑀−1}   هو أاد ة إشارات دخل عُقد ة  ونُ عذِّ موجة اندخل علn- :إشار  دخل مبتقلة مُتتابعة كييفية كيةا  لي 

𝑢(𝑡) = ∑𝑢𝑘𝑝(𝑡 − 𝑘𝑇)

𝑛

𝑘=1

 

 .𝒜من أاد ة اندخل  ku بحيث  كون الاتقاء كيل عيةة نن
;𝑘(𝑡)∅}نتكن  𝑘 ≥  موجنة في ذنن  الأ نننننننننننننننناس بنانعمعة  nبحينث تعُي  أول ℒ2أ ننننننننننننننننا نننننننننننننننناا مُتعنامنداا نشنننننننننننننننكنل موجنات عُقند نة  {1


𝑘
(𝑡) = 𝑝(𝑡 − 𝑘𝑇), ≤ 𝑘 ≤ 𝑛:بتق لة

ُ
 . ع دها تكون إشار  ح مة انقاعد  الم

𝑉(𝑡) = ∑𝑉𝑘𝑘(𝑡) = ∑(𝑢𝑘 + 𝑍𝑘)𝑝(𝑡 − 𝑘𝑇) +∑𝑍𝑘𝑘(𝑡)

𝑘>𝑛

𝑛

𝑘=1



𝑘=1

 (39.8) 

فراننية نكل انقيي   nM من بذ MLغن الآن لاقارن بذ  ر ق  كيشننف مختلفتذ. في الأو    تُ،ذ انقرار وفس عاعد  انتجيح الأعمةي 
شننننننتكَية

ُ
0a , فراننننننية مُحتةَلة M نُتَّ،ذ عرار من بذ   n  k 1 حيث k . وفي انير قة انثالاية  ومن أجل كيلt(V( اعتةادا عل  nU, …, 1U الم

1Ma…,   دخل
ُ
دخم  nعراراا م ف ما  واحد نكل من انننننننننننننن  n ary-Mاتخاذ  . ومن وَّ  ففي هذه انير قة  تيّ t(V( اعتةاداا عل  انرصد kU لم

 المتعاع ة.
  5.3.8. وكيةا هو الحال في انفقر  T)nu, …, 1u= ( u من مجةوعة اندخل nفيةا  تعلس بان د ل الأول  توافس كيل فراننننننننننية نشننننننننننعاع ذل 

𝑣(𝑡) كن أخذ عيةة انعي ة  =  ∑ 𝑣𝑘𝑘(𝑡)𝑘 من موجة اندخل عل  اعت ارها مجةوعة T)ℓv, …, 2v, 1v= ( v ,ℓ بحيث n ≥ ℓ عُيي انتجيح  .
 :بانعمعة uانشَر ي عل  

𝑓𝑉|𝑈(𝒗|𝒖) =∏𝑓𝑍(𝑣𝑘 − 𝑢𝑘) ∏ 𝑓𝑍(𝑢𝑘)

ℓ

𝑘=𝑛+1

𝑛

𝑘=1

 

 :  تكون لاب ة انتجيح ولاب ة انتجيح انلوعارتميةn′u, …, 1′u= ( ′u(T و u ) =T)nu, …, 1u ومن أجل أل فرايَّتذ  نِ قُل

𝚲𝒖,𝒖′(𝒗) =∏
𝑓𝑍(𝑣𝑘 − 𝑢𝑘)

𝑓𝑍(𝑣𝑘 − 𝑢′𝑘)

𝑛

𝑘=1

 
(40.8) 

𝐋𝐋𝐑𝒖,𝒖′(𝒗) =
−‖𝒗 − 𝒖‖2 + ‖𝒗 − 𝒖′‖2

𝑁0
 

(41.8) 

  أما   ℓ انةن الحد 128لا تمهر في عمعة لابن ة انرجيح هذه. وبانتالي ت ق  هذه انعمعة صنالحة kv فإن n>  k لاحظ ألا  من أجل
  أن لابننننن ة (41.8) فيةا  نننننيلي. لامحظ من انعمعة T)ℓv, …, 1v= ( v . ومن وَّ فبننننن عتبر أنn, …, v1v انع اصنننننر ذات ان نننننلة بانقرار فهي

𝒗‖انتجيح تكون موج ة فقط إذا كيالات  − 𝒖‖ < ‖𝒗 − 𝒖′‖ نخلُص إ  ألا   ومن أجل .ary-
n 

M  عةلية كيشننننننف  تمَّت عل  غو مشننننننتك
𝒗‖انذل ُ   ِّر المبافة  uهو انشعاع  ML  فإن عرار انتجيح الأعمةي nu, …, 1u عل  − 𝒖‖  .إ  الحد الأدنى 

                                                           
ℓفي ا حق ق ،   س من ا ض و ي أن تكون ا عناص   128 − 𝑛  1مستقل  أو موزع  بانتظام،  كفي فقط أن تكون مستقل  عن الإشا ا/ وا ضج ج من أجل ≤ 𝑘 ≤ 𝑛. 
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𝒗‖ن رى كييف لُا  ِّر  − 𝒖‖  ّإ  الحد الأدنى. لاحظ أن 

‖𝒗 − 𝒖‖2 =∑(𝑣𝑘 − 𝑢𝑘)
2

𝑛

𝑘=1

 
(42.8) 

  M  اةن الخيارات )ku  kv(2 انعمعة �̃�𝑘  َ ت ل k تُ  ِّر اعةوع إ  الحد الأدنى. وبانتالي ولأجل كيل u ) =T)nu, …, 1u ن فرض أنّ 
𝑎𝑚بنننننننننننننننن  �̃�𝑘)أو  كن ا ت دال  ku إ  ≠ �̃�𝑘 2 نيُقلّل)ku  kv(ومن وَّ فإن كياشف تبلبل انتجيح (42.8)   وبانتالي ُ فّير اعةوع في .)

 nبوجود  MLالأعمةي 
M

 .kU فراية إ  Mعل   )ku  kv(2 بت  ير الحد kU فراية  َ كشف كيل 
kU  شَر ي  عل   vفإن انتجيح ننننننننننننن   n  k 1   حيثkوكيذن   ℓv, …, 1v=  v ن درس الآن الخيار انثاني. من أجل رصد عيِّ ة مُعي 

k= u ح   ُ 

𝑓𝑉|𝑈𝑘(𝒗|𝑢𝑘) = 𝑓𝑍(𝑣𝑘 − 𝑢𝑘) ∏ 𝑓𝑉𝑗(𝑣𝑗)

j≠𝑘,1≤𝑗≤𝑛

∏ 𝑓𝑍(𝑣𝑗)

ℓ

𝑗=𝑛+1

 

𝑓𝑉𝑗(𝑣𝑗)حيث  = ∑ 𝑝𝑚𝑓𝑉𝑗|𝑈𝑗(𝑣𝑗|𝑎𝑚)𝑚 هو الاحتةال الحدّل نن jVوت  ح لاب ة انتجيح نن . v بذ m= a kU و ′m= a kU :هي 

Λ𝑚,𝑚′
(𝑘)

(𝒗) =
𝑓𝑍(𝑣𝑘 − 𝑎𝑚)

𝑓𝑍(𝑣𝑘 − 𝑎𝑚′)
 

أن  MLوهذه هي مبنن نة كيشننف الإشننارات عير المتعاكيبننة انقي ية ذات انتوزع ان وصنني وحيد  انُ عد الم نوفة  وعل  انتجيح الأعمةي 
,�̃�1)  فإن انشنننعاع t(v( . ومن وَّ  وبفرض أن رصننند انعي ة هوku الأعرب إ  ma بوصنننفها انقيةة �̃�𝑘 تار  . . . , �̃�𝑛)

𝑇  نكل كياشنننفary-M 
-aryهو ذات  كياشننف  Ukم ف ننل بير قة انتشننيح الأعمةي  ونكل 

n
 M 1 ,… , بير قة تبننلبننل انتجيح الأعمةي عل  انبننلبننلةU= ( U

T)nU من هذه انكواشف تكافئ شعاع عرارات ترجيح أعمةي عل  كيل . إاافة إ  أن كيمّا kU اعتةاداا فقط عل  انرصد kV. 
 بان تيجة  أق ت ا صجة ان مر ة انتانية:

𝑈(𝑡)نتكن   1.4.8. نظرية = ∑ 𝑈𝑘𝑝(𝑡 − 𝑘𝑇)
𝑛
𝑘=1  هي دخل ح مة عاعد ةQAM  أو(PAM) إ  ع ا  انننننننننننننننجيج عوصننننننننننننننني أبيير 

WGN  ون فرض أن{𝑝(𝑡 − 𝑛𝑇); 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛}  نننلبنننلة متعامد . وبانتالي فإن اتخاذ عرارهي  ary-
n

 M  بير قة تبنننلبنننل انتجيح الأعمةي
 حينننننث kU بير قنننننة انتشنننننننننننننننيح الأعمةي  ونكنننننلم ف نننننننننننننننلنننننة  ary-M  كُنننننافئ اتخننننناذ عرارات T)nU, …, 1U= ( U عل  انبنننننننننننننننلبنننننننننننننننلنننننة

n  k 1   حيث ُ كن أن  عتةد انقرار نكل kU إما عل  انرصد )t(v  أو عل  انرصد kv. 
ذ نكل من انكشننف المتبننلبننل وانكشننف الم ف ننل نكل إشننار .  ةال الخي  أن احت ولم تقُللاحظ أن ان مر ة أواننجت أن انقرار عد اتخ 

 هو احتةال الخي  انننننننننةن إشنننننننننار  وحيد   فإن احتةال الخي  نلبنننننننننلبنننننننننلة هو Pانننننننننةن انبنننننننننلبنننننننننلة هو ذات  لإشنننننننننار  وحيد . إذا اعتبرلاا 
n)P (1  1 . 

 لا تقُدّم ان مر ة 
ُ
دخمت الم

ُ
تعاع ة  مس أن ا ننننننت،دام انكشننننننف بير قة انتجيح الأعمةي لا ُ  نننننن ِّر احتةال أ ة م اعي عن احتةالات الم

دخمت مُبنننننننننتقلَّة ومتوعَّعة. إذا ا نننننننننتُ،دِم انتمي  بذ إشنننننننننارات اندخل
ُ
n   فلن تكون كيافة ع اصنننننننننر هذه اعةوعةn الخي  إذا لم تكن الم

 M 
n )عل  غو م ا ر نكل  ننننم ننننل نبننننم ننننل مُحتةلة انتمي مُتاحة. في هذه الحانة   كون انكشننننف بير قة انتجيح الأعمةي 

 M)  مختلفاا عن
إإ  وجتَ ... 4u=  3uو 2u=  1uأل   انكشننف الم ف ننل نكل إشننار . كيةثال عل  ذن   إذا كيان المر ننل ُ كرِّر كيل إشننار  عل  غو مبننتةرّ 

   وهكذا.4vو 3v عل  كيل من عتةد عت أن  3u كيشف. وبير قة مماقلة  فإن  2vو 1v عل  كيل من 1u أن  عتةد كيشف
  عل  كيل إشننننننار  نوحدها  ومن وَّ لَابننننننت،دم اننننننوابط انتمي ع د ا ننننننتعةال انتمي   من المةكن اتخاذ عرارات بير قة انتجيح الأعمةي

  حفظ إح ايية  kمن المةكن أ ضاا  ونكل  ان ل ة. انقراراتبة  عرارات الإشارات الإفراد ة ة المكشوفة. تُ لنت جيح الأخياء في انبلب
إذ إغا دفظ كيافة المعلومات ذات ان نننننننننننننننلة الميلوبة لاتخاذ عرار انتجيح  انقرار انلذِّ . وهذا  بنننننننننننننننة  kU ( لاتخاذ انقرار عل kv كيافية )مثل

ةك ة. و ا أنّ عرار انتجيح الأعمةي 
ُ
ُرمَّ    قُلِّل احتةال الخي  إ  الحد الأدنى  MLالأعمةي بذ مجةوعة كيلةات انتمي  الم

بذ انبم ل الم
 رات انليّ ة تبةح باحتةالات خي  أعل من انقرارات ان ل ة.)بفرض وجود كيلةات ترمي  متباو ة الاحتةال(  فإنّ انقرا
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نتشننننننةل انكشننننننف بقاعد  الاحتةال انَ عدل الأعمةيّ إذا كيالات إشننننننارات اندخل مبننننننتقلة إح ننننننايياا عن  1.4.8  كن تو ننننننعة ان مر ة
 بعادة   رى أن حدود انقرار هذه هي(.  ك  ا مشاهد  ذن  ب با ة بر ي حدود انقرار لحانة حقيقة ق ايية الأ15.8 بعضها )الامر انتةر ن

 خيون أفقية وعةود ة.
بنننننننننتق لة الميابقة  kU كيل إشنننننننننار   تتل،ص في ممحمة أن كيشنننننننننف 1.4.8 ة  ر قة ذكيية نتفبنننننننننير ان مر ةثمّ 

ُ
 عتةد فقط عل  الإشنننننننننار  الم

تعُةِّي انفقر  انتانية مبنننن نة انكشننننف من . kU ة أيس مُركي ات انشننننعاع المبننننتقَ ل الأخرى نيبننننت ذات عمعة باتخاذ انقرار حولkV  )الم اظر (
QAM همية.أإ  لامُي تعد ل كييفية  كيةا تعُةِّي فكر  انم 
 

 الكشف في نظم التعديل الكيفية 3.4.8

𝒜  با ننننننننت،دام فراننننننننيات حقيقية QAMو PAMركي َّت انفقرات انبننننننننابقة عل  كيشننننننننف ألامةة انتعد ل  = {𝑎0, . . . , 𝑎𝑀−1}  نلتعد ل
PAM  وفرانننننيات عُقد َّة𝒜 = 𝑎0, . . . , 𝑎𝑀−1  نلتعد لQAM في كيل حانة  تعُدَّل كيل  نننننلبنننننلة اِشنننننارات .{𝑢𝑘; 𝑘 ∈ 𝕫}  من𝒜  إ  موجة

𝑢(𝑡)عاعد ة  = ∑ 𝑢𝑘𝑝(𝑡 − 𝑘𝑇)𝑘 بعد ذن   إما ترُ نننننننننننننننل الموجة .PAM  أو تُعدَّل أولاا إ  ح مة المرور. أما موجةQAM  انعقد ة فةن
,M-ary  {𝒂0وحيد  نتكون أاد ة اننننن  𝒜انضرورل تعد لها إ  موجة ح مة انتةر ر.   قوم بتعةيي ذن  باعت ار مجةوعة  . . . , 𝒂𝑀−1} ننننن  n 

 m. تعُي  مُركي ننننننات شنننننننننننننننعنننننناع الإشنننننننننننننننننننننار  ذل انتبنننننننننننننننلبنننننننننننننننننننننل ℝ𝑛هي ع  نننننننننننننننر من  ma مجةوعننننننة حقيقيننننننة. وبننننننانتننننننالي تكون كيننننننل
𝒂𝑚بنننننانعمعنننننة = (𝑎𝑚,1, . . . , 𝑎𝑚,𝑛)
𝑇  تق 

ُ
𝑏𝑚(𝑡)إ  موجنننننة إشنننننننننننننننننننار  ma.  عُننننندل شنننننننننننننننعننننناع الإشنننننننننننننننننننار  الم = ∑ 𝑎𝑚,𝑘𝜙𝑘(𝑡)

𝑛
𝑘=1   حيننننث

{𝜙1(𝑡), . . . , 𝜙𝑛(𝑡)} هي مجةوعة موجات متعامد  عددها n. 
اتخاذ تدابير لإر ننال . عت t(0b( إ  1Mb)t(  جةوعة موجات إشننار   M 1إ   0  وِّدلاا ما ورد آلافاا ببنني ار و عام نتةثيل انرموز من 

  فإن انير قة الأكيثر م اشر  نتجقيس ذن  هو اختيار T. إذا أردلاا إر ال هذه انرموز بفواصل زم ية  M-ary لبلة من مثل هذه انرموز اننننننننننننننن
,𝜙1(𝑡)الموجة المتعامد   أشكال  . . . , 𝜙𝑛(𝑡) بير قة  كون فيها 

𝑘
(𝑡 − ℓ𝑇)  و𝜙𝑗(𝑡 − ℓ′𝑇) ن نكل عيي متعامدj   وk 1 حيث  j, k  

n وكيل انقيي ان نننجيجة ℓ, ℓ′2,… , . في هذه الحانة  ُ كن نبنننلبنننلة من انرموز  ونتكنs, 1s  1 م ها من الأاد ة   أُخذ كيلM0, …,  أن  
ر ل T t ( 2sb(t), 1sb… ,(تقُابَل إ   لبلة من أشكال الموجة

ُ
∑. و يكون شكل الموجة الم 𝒃𝑠ℓ(𝑡 − ℓ𝑇)ℓ. 

في هذه الحانة هو لا ضنننننننننة انتعد ل  t(1( . انتابس 1 بننننننننناول nحانة خاصنننننننننة من هذا انبننننننننني ار و حيث  كون ان عد  PAM عُد  انتعد ل 
 2تبننناول  nفهي حانة خاصنننة أخرى فيها  QAMلإر نننال ح مة انتةر ر. أما  2𝑝(𝑡)cos(2𝜋𝑓𝑐𝑡)√لإر نننال ح مة انقاعد   و p(t) الحقيقة

  t(p( عل  أغا إشننننننننننننارات حقيقية. أشننننننننننننكال الموجات المتعامد  )بفرض ma الإشننننننننننننارات انعُقد ةفي ح مة انتةر ر. في هذه الحانة   ُ مر إ  
𝜙1(𝑡)حقيقة( هي  = √2𝑝(𝑡)cos(2𝜋𝑓𝑐𝑡)  2√و𝑝(𝑡)cos(2𝜋𝑓𝑐𝑡). 

  ونيل من انضننننرورل إر ننننال الإشننننارات 129وعل  غو أعيّ  نيل من انضننننرورل أن لا دأ من ح مة عاعد  ومن وَّ لاُ  ح إ  ح مة انتةر ر
بعداا  nالمتعاع ة مس إزاحة ان من عةوعة الإشننار  الأ ننا ننية. عل   نن يل المثال  في لامي انقف  انتددل   كن تعد ل الإشننارات المتعاع ة ذات 

 بتددات حامل مختلفة. المهي هو أن تكون أيس الإشارات المر لة والمتعاع ة متعامد  مس بعضها.
  إشننننننننننننار  Mهو خيار من مجةوعة مؤنفة من  X(t) أول إشننننننننننننار  في هذه انبننننننننننننلبننننننننننننلة من الإشننننننننننننارات المتعاع ة. ومن وَّ فإن X(t) كنني

𝒃0(𝑡), . . . , 𝒃𝑀−1(𝑡)ك  ا تمثيل  . X(t) عل  ان جو انتالي: 
∑ 𝑋𝑘𝜙𝑘(𝑡)
𝑛
𝑘=1  حيث  من أجل انفرانيةm  كون 𝑋𝑘 = 𝑎𝑚,𝑘 1 من أجل   k  n نتكن .

𝑛+1
(𝑡), 

𝑛+2
(𝑡), . مجةوعة إانافية    ..

تعامد  بحيث تمتد اعةوعة 
ُ
}من انتوابس الم

𝑘
(𝑡); 𝑘 ≥ . وعد تتضنننننننننننننننةن انبنننننننننننننننلبنننننننننننننننلة ات يية ℒ2كياملة عل  فضننننننننننننننناء الموجات الحقيقية   {1


𝑛+1
(𝑡), 

𝑛+2
(𝑡), . ,𝜙1(𝑡)الا  احات ان من المتعاع ة نلةوجات  .. . . . , 𝜙𝑛(𝑡)  .نلةثال آلاف انذكير  ونك ها بانعةوم  كن أن تكون كييفية

,𝜙1(𝑡) حال  أن الإشارات المتعاع ة مُتعامد  مس ةفرا ا  عل  أ  . . . , 𝜙𝑛(𝑡) وبانتالي  كن أن تُمدَّد إ  انبلبلة  
𝑛+1
(𝑡), 

𝑛+2
(𝑡), . .. .

بنتقَ ل
ُ
عد . X   وأشنكال موجات عيرZ(t) وانضنجيج ان وصني الأبيير X(t) هو مجةوع كيل من Y(t)  ن فرض أن شنكل الموجة انعشنوايي الم

عيا   إانننافة إ  إشنننارات من مبنننت،دمذ آخر ن.  كن نلةجةوع أن تتضنننةّ 
ُ
ن الموجات الأخرى هذه  إشنننارات مُتعاع ة من دخل انق ا  الم

                                                           
129   تستخدم  تبس ط ا  موز وا محتوى في  د  بدو غ  باً في ا بدء أن حا   ا شعاع ا حق قي وشكل ا موج  ا حق قي هنا هما أكث  عموماً من ا حا   ا ع قدّ  ،  كن ا حا   ا عقد  

ل إ ى شكل موج  حق قي.حزم  ا ق اعدة، ح ث س  عدّل شكل موج  حزم  ا قاعدة إ ى حزم  ا تم    و  حوَّ  
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 :  من هذه انتوابس المتعامد   من مثلℓ إ  رعي كييفي كي ير  ونيكن  تدّ 

Y(t) = ∑Ykϕk(t) = ∑(Xk + Zk)ϕk(t) + ∑ Ykϕk(t)

ℓ

k=n+1

n

k+1

ℓ

k=1

 

(43.8) 

ف انعةلية انعشننننننننوايية (43.8) لاحظ أن في انعمعة ;(𝑡)} توصننننننننِّ 𝑡 ∈ ℝ} ت يرات انعشننننننننوايية
ُ
 . بفرض أن موجات انعي ة منℓY, …, 1Y الم

)t(Y  هيℒ2ت س ذن  أ ضنننننننناا أن غا ة    ℓY, …, 1Y 0 ع دما  ℓ دُدّد )t(Y  اننننننننةن مفهومℒ2وبانتالي ف جن لاعتبر أن . ℓY, …, 1Y  هي
 .ℓY, …, +1nY= ( ′Y(Tو  Y ) =T)nY, …, 1Y انرصد في خرج انق ا . من الم ا ت ف ل هذه الم يلجات إ  شعاعذ

WGN 𝑍(𝑡)وبير قننة مشننننننننننننننننابهننة  كن تمثيننل انضنننننننننننننننجيج ان وصننننننننننننننني الأبيير  = ∑ 𝑍𝑘𝜙𝑘(𝑡)𝑘 بننانشنننننننننننننننعنناعذ T)nZ, …, 1Z= ( Z و 
T)ℓZ, …, +1nZ= ( ′Z كيةنننا  كن تمثينننل )t(X   أغنننا علT)n, …, X1X= ( X أخيراا  نيكن .𝑉(𝑡) = ∑ 𝑉𝑘𝜙𝑘(𝑡)𝑘   هو المبنننننننننننننننننناهمنننة من

عي . و ا أن هذه ان  ود متعامد  مس 
ُ
بنننننننننننت،دِم الم

ُ
المبنننننننننننت،دمذ الآخر ن والإشنننننننننننارات المتعاع ة من الم

1
(𝑡), . . . , 𝜙𝑛(𝑡)كن تمثيل    )t(V   

 كيةا  لي:  (43.8) . مس هذه انت يرات ت  ح انعمعةT)ℓV, …, +1nV= ( ′V بانشعاع
𝒀′ = 𝒁′ + 𝑽′     ة 𝒀 = 𝑿 + 𝒁   (44.8) 

,𝒀) كون انرصد هو عيةة انعي ة من  𝒀′) وعل  انكاشف أن  تار عيةة الاحتةال انَ عدل الأعمةي  MAP نن Xبفرض أن . X, Z, Z′ 
 مُبتقلَّة إح ايياا   كن انتع ير عن انتجيح بانعمعة: ′V و

𝒇𝒀𝒀′|𝑿 (𝔂𝔂
′|𝒂𝑚) = 𝒇𝒁(𝔂 − 𝒂𝑚)𝒇𝒀′(𝔂

′) 
 بانعمعة: ma′ و ma وتعُي  لاب ة انتجيح بذ انفرايتذ

Λ𝑚,𝑚′(𝔂) =
𝑓𝑍(𝔂 − 𝒂𝑚)

𝑓𝑍(𝔂 − 𝒂𝑚′)
 

(45.8) 

هي الإح نننننننننايية انكافية نقرار  Yوبانتالي فإن  Yتعتةد فقط عل   ( m, m′  M  1 0) المهي ه ا هو أن كيل لِابنننننننننت انتجيح لأجل
 فليل لها عمعة بانقرار  ومن وَّ فكثافة الاحتةال لها نيبننت ذات صننلة )إلا الحاجة نفرض أن ′Y أما. X الاحتةال ان عدل الأعمةي عل 

Y′  إمبنننننننننتقلة( ح نننننننننايياا عنZ وX ّكيةا  ُ ذ .))أن حجي  ℓ ان مر ة انتانية تلُ،ص هذا )وتعُةِّة  عل  غو ببنننننننننيط عمعة أ ضننننننننناا  انيل ذ .
 انضجيج ان وصي(. بإ قان فراية

} نتكن )نظريااة الهأهميااة(: 2.4.8 نظريااة
𝑘
(𝑡); 𝑘 ≥ 𝑋(𝑡) ونتكن من انتوابس الحقيقيننة المتعننامنند .مجةوعننة  {1 = ∑ 𝑋𝑘𝜙𝑘(𝑡)

𝑛
𝑘=1 و 

𝑍(𝑡) = ∑ 𝑍𝑘𝜙𝑘(𝑡)
𝑛
𝑘=1 دخل انق ا  وانضنننننننننننجيج المرافس عل  انتوالي  حيث هما T)n, …, X1X= ( X وT)nZ, …, 1Z= ( Z شنننننننننننعاعان  هما

𝑌′(𝑡)  عشننواييان. ونيكن = ∑ 𝑌𝑘𝜙𝑘(𝑡)𝑘>𝑛 حيث ولأجل كيل ℓ > n كون  T)ℓY, …, +1nY= ( ′Y  شننعاعاا عشننوايياا مبُننتقما إح ننايياا عن
من رصننننند   X نكشنننننف MAPوالاحتةال ان عَدل الأعمةي  LLRومن وَّ فإن لابننننن ة انتجيح انلوعارتمية . Y = X + Z . ونيكنXو Z ان وج

 .نيبت ذات صلة المرصود  ′Y. أل أن عيةة عي ة Y  عتةد فقط عل  ′Y, Y كيل من
,𝜙1(𝑡)}ت دو اعةوعة المتعامد   . . . , 𝜙𝑛(𝑡)}  ّاختيارها آلافاا ذات أهمية مركي  ة أكيثر مما هي علي . المهي هو وجود عضننننننننننننننناء قالاول  ان  يخ

اتول عل  مجةوعة الإشننار  ون  خاصننة أن انضننجيج والإشننارات متعامد  مس هذا انفضنناء انثالاول  وهي  ℒ2بعداا نلج ء الحقيقي من  nذل 
 أ ضننناا مبنننتقلة عن الإشنننار  وانضنننجيج انننةن انفضننناء انثالاول. في الحانة انعاد ة  نختار هذا انفضننناء انثالاول نيكون انفضننناء انذل تمتد  علي 

 ن فيها انفضاء انثالاول أكيبر لاوعاا ما نيوفِّر الا تقمنية بذ انفضاء انثالاول ومُتةِّة .مجةوعة الإشار   نكن ثمة حالات عت أن  كو 
اعتةاداا عل  شكل الموجة المرصود  نك ها تر  ا   MAPلا توصِّف لامر ة انمأهمية كييف لاتَّ،ذ عراراا في عاعد  الاحتةال انَ عدل الأعمةي 

ف كيما من م ا س انقرار واحتةال الخي  في انكشننننننف بير قة كييف لاقُلِّص المبنننننن نة إ  مبنننننن نة م تهية الأبعا د. و ا أن لابنننننن ة انتجيح تُوصننننننِّ
الاحتةنال انَ عندل الأعمةي  فةن انواانننننننننننننننح أن اختينار اعةوعنة المتعنامند  لا  كن أن  ؤقر عل  احتةنال الخين  أو عل  مقنابلنة الموجنات 

بتَق لة مس انفرايات.
ُ
 الم

)من الإر نننننننننالات المتعاع ة ومن المبنننننننننت،دِمذ الآخر ن(  لاف انذكير  وهو أن كيما من انضنننننننننجيج وانتداخلة شنننننننننرن هام في انتجليل الآثمّ 
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 . وانتعامد ة هي انبنن ت في أنX(t) وهو أ ضنناا مبننتقل إح ننايياا عن X(t) أعيّ. انشننرن انثاني الهام هو أن انتداخل عةودل عل  الإشننار 
Y = X + Zتقمل الإح ايي هو انذل ععل   دون مباهمة انتداخل في ذن . إن الا Y′ .عير ذل عمعة 

عتةد عل   MAPإذا كيان انتداخل متعامداا ونكن نيل مبننننتقما  ع دها  كن اتخاذ عرار الاحتةال انَ عدل الأعمةي 
ُ
فقط. إلا أن  Yالم

عتةد عل  MAP الاحتةال انَ عدل الأعمةياحتةال الخي  ان اتج  ننيكون أكيبر من أو  بنناول نقرار 
ُ
. وبانتالي فإن الا ننتقمنية {′Y, Y} الم

 تبةح عةوماا بإلاقاص احتةال الخي .
ع دها أن اتول عل  اننجيج ومبنناهمة من انتداخل  ومن وَّ  Y    كن نننننننننننننننننننك   مبننتقلّ  من جهة قالاية  إذا لم  كن انتداخل متعامداا 

المتعامد . وكيقاعد  أ نننننا نننننية   يل انتداخل عير المتعامد إ  ز اد  احتةال  نننننيكون احتةال الخي  أكيبر  نكن نيل أصننننن ر أبداا  من الحانة 
 ا ت لها المبتقِ ل( إ  تخفيير احتةال الخي . إذاالخي   بي ةا ت  ع الا تقمنية )

إ    1X المبننتقلة إح ننايياا إ  مجةوعات محدد  من موجات متعامد  )أل  إذا عُدِّنت 2X, 1X,… , إذا جرى تعد ل الإشننارات المتعاع ة
  أن 2.4.8 .(  ت س ذنننن   كيةنننا في انفقر ..  اإ2n)t( إ  1n+)t( إ  موجنننات من 2X   وعننندننننتn)t( إ  1)t( موجنننات متعنننامننند  من

 حيث jX م ف ننننننننلة عل  كيل إشننننننننار  دخل ML كافئ عرارات ترجيح أعمةي  ℓ, …, X1X انكشننننننننف بانتجيح الأعمةي عل  انبننننننننلبننننننننلة
1  j  ℓ . ّحذف انتفاصيل لأن انبةة انوحيد  في هذا انتو  س هو رموز أكيثر تعقيداا  يخ. 

يَغ تعد ل أكيثر صننننن  وأحيالاا   مر ن  ب بنننننا ة عل  ألا  ترمي  انق ا بنننننة  أحيالاا انذل سُمح ب  في هذه انفقر   ُ  إن انتةثيل الأكيثر تعقيداا 
 تعقيداا. إن حقل انتمي  وا س جداا  نكن انفقرات انتانية توفِّر مقدمةا.

 
 مجموعات الإشارات المتعامدة وترميز القناة 5.8

 Eمن أشننننننننننننعة حقيقية متعامد   نكل م ها انياعة  𝑀مؤنفة من عدد  t(1Ma), …, t(0a( إن مجةوعة الإشننننننننننننارات المتعامد  هي مجةوعة
𝒂𝑚  هو mفي  انشننننننعاع الأ نننننناس ذو انتتيت  ℝ𝑀وبدون خبننننننار  في انتعةيي  نختار أ ننننننا نننننناا ننننننننننننننننننننننن ذالا.  √𝐸⁄في هذا الأ نننننناس  كون .  

𝒂0 = (√𝐸, 0,0, . . . ,0)
𝑇و  𝒂1 = (0, √𝐸, 0, . . . ,0)

𝑇  وهكنذا. تُمثنِّل عةلينةُ تعند نل مجةوعنة متعنامند  {𝜙𝑚(𝑡)}   من الإشننننننننننننننننارات بعنديذ
  تُ نن ح الإح ننايية انكافية نلكشننف WGN. بعد إاننافة انضننجيج ان وصنني الأبيير 𝐸∅𝑚(𝑡)√بالإشننار    ma 1) M  m  (0 انفراننيّةَ 

مركي ات   T)1MZ, …, 0Z= ( Z باحتةالات متبننننناو ة و  كون ننننننننننننننننننننن 1Ma, …, 0a انقيي A حيث ت خذ Y = X + Z من 𝔂  هي عيةة عي ة
𝒩(0,𝑁0( من انشنننكل iidمبنننتقلة وموزعة بالاتمام ) 2⁄ ان   كون  mهو في إعرار انقيةة  ML.  كن ممحمة أن عرار انتجيح الأعمةي (

 أعمةياا. 𝓎𝑚ع دها 
. وبانتالي  كن ا ت،دام مجةوعة الإشار  b= 2 M   ن قُل 2الأس  Mهميةا في الإشارات المتعامد  هي حذ  كون ننننننننننننننننن أإن الحانة الأكيثر 

  وبانتالي  كون b= 2 M . إن عدد المركي ات المتعامد  الميلوب عةوعة الإشننار  هوb/E=  bE ان ترعةاا إق الاياا  وتكون انياعة في  bلإر ننال 
تقر  اا. و ننننن رى    عدَّل أ نننننيّ  ت ننننن ر  b. ومس ازد اد عيةة 1b/2b=   )عدد ان تات في كيل زوج من المركي ات المتعامد (  المردود انييفي

. وعل  غو خاص  0إ  MLقابتة    تهي احتةال الخي   bE تكبُر محافمةا عل  b  وفيةا bE حال  ألا  ومن أجل عيي كي ير  نننننننننننننننننننننننننننن ةعل  أ 
𝐸𝑏ولأجل أل  𝑁0 < 𝑙𝑛2 =  1.59  أل ln2 = 0.693 . تذكيَّر أنb       تهي احتةال الخي  إ  ان ننفر عل  غو أ ننيّ فيةا⁄0.693

dBهو حدّ شنننالاون نمت نننال الموقوق في ع ا  انننجيج عوصننني أبيير   WGN  بعرض ح مة لاغايي. وعلي    نننيبرهن الا نننت تاج انتالي لامر ة
بعرض ح مة لاغايي. وع ل ذن    نننننن  اعش لاوعذ من مجةوعات الإشننننننار  ذات صننننننلة وقيقة  WGN شننننننالاون نق ا  اننننننجيج عوصنننننني أبيير

 بذن .
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 مجموعات الإشارة البسيطة )المفردة( 1.5.8

متباو ة الاحتةال كيةا وصف ا  ابقاا. ع دها تكون انقيةة المتو ية نن  1Ma, …, 0a انذل ن  عيي عي ات A  درس انشعاع انعشوايي 
A  

�̅� = (
√𝐸

𝑀
,
√𝐸

𝑀
, . . . ,

√𝐸

𝑀
)

𝑇

 

( تُ ا  أ ضنناا و  ق  احتةال الخي  ذات . نكن Voronoiرأ  ا ألا  إذا أزات مجةوعة الإشننار  بشننعاع قابت  فإن م ا س كيشننف فورولاول )
الالا  ا   كن أن  ُ يرِّ انياعة المتوعَّعة نشننعاع الإشننار  انعشننوايي. وعل  غو خاص  إذا أزات الإشننارات لإزانة انو ننيي  ت ،فير مثل هذا 

. مجةوعة الإشار  ان بيية هي مجةوعة E/M ع دها  اعة الإشار   قدار  اعة انو يي )مربَّس المعدَّل(. في هذه الحانة  ت  ح  اعة انو ييّ 
 متعامد  حذف م ها انو يي. أل:إشار  

𝑺 = 𝑨 − �̅�;    𝒔𝑚 = 𝒂𝑚 − �̅�;        0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑀 − 1 
ُركي ِّة 

𝐸(1√هي  ms من mبكلةات أخرى  تكون الم − 1 𝑀⁄ 𝐸√وتكون كيل مُركي ة بانت اوب هي  ( 𝑀⁄ نكل إشنننننننننننننننار  ببنننننننننننننننيية  اعة .
𝐸(1 مقدارها − 1 𝑀⁄   ومن وَّ فإن عةوعة الإشار  لافل احتةال الخي  نلةجةوعة المتعامد  ذات ان لة  نك ها تتيلَّت  اعة أعل  عدَّل (

(1 − 1 𝑀⁄ بعُداا  كيةا ُ كن ممحمت  من حقيقة أن مجةوع كيافة الإشنننننننارات  بننننننناول ان نننننننفر   M, M 1 . عةوعة الإشنننننننار  من الحجي(
 .M = 2, 3 اعةوعات المتعامد  وان بيية لأجل 6.8 ذ انشكلوبانتالي فالإشارات مبتقلّة خيياا.   

 3غ ل عل   M = 2 عل  اعةوعة المتعامد . فعل    يل المثال  من أجل ص ير  ت دل اعةوعة ان بيية دب  اا كي يراا  M من أجل عيي

dB لادبننننننن  اا في انياعة )إغا ب بنننننننا ة اعةوعة المتعاكيبنننننننة انقي ية وحيد  انُ عد(. كيةا أغا تبنننننننتعةل لا نننننننف أبعاد اعةوعة المتعامد . إلا أ  
 كي ير      ح انتجب ن مهةما.  M  ولأجل عيي

 
 مجموع  إشا ا/ متعامدة، وبس ط ، وثناأ   ا تعامد، م ستنظم  إ ى وحدة ا طا  . :6.8 الشكل

 

 المجموعات ثنائية التعامد 2.5.8

مجةوعة إشنننارات ق ايية  1Ma , …, 0a  المؤنفة من M2 ي مجةوعة الإشننناراتمجةوعة إشنننارات متعامد   لابنننةّ  1Ma, …, 0a إذا كيالات
 أمثلة عن مجةوعات إشار  ق ايية انتعامد ذات بعد ن وذات قمقة أبعاد. 6.8  انشكل.   ذّ انتعامدُ

 MLالمتعامد   أن عاعد  انكشننننننف بير قة انتجيح الأعمةي لا ذّ وب فل  ر قة انبرهان المبننننننت،دمة في مجةوعات الإشننننننارات أن كن 
موج ة  𝓎𝑚بحبننت إذا كيالات  ma أو maأعمةياا  بعدها نختار  |𝓎𝑚|انذل من أجل  ت نن ح  mلمثل تل  اعةوعة هي أن نختار أولاا ان عد 

أم  ان ة. نكل من مجةوعات الإشارات المتعامد  والإشارات ان بيية خاصية أن كيل إشار  متباو ة ان عد عن كيافة الإشارات الأخرى. أما 
 ma في مجةوعات الإشنننار  ق ايية انتعامد  فإن كيل إشنننار  متبننناو ة ان عد عن كيافة الإشنننارات الأخرى عدا واحد . الا نننتث اء انوحيد نلإشنننار 
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 .ma  وه
عل  اننننعفي الإشننننارات في اعةوعة المتعامد  )وبانتالي إر ننننال بت إاننننافي واحد  Mدتول مجةوعة الإشننننارات ق ايية انتعامد ذات ان عد 

وجود حانة تفُضَّل فيها مجةوعة إشارات متعامد  عل   130نكل إشار (  نكن لها لافل المبافة اندلايا بذ الإشارات. من ان عت أن لات،يَّل
جدَّد انتالي   ننننننيتيّ  مجةوعة

ُ
 إشننننننارات ق ايية انتعامد  إذ إلا ا غ ننننننل عل  بت إاننننننافي واحد في الإشننننننار  دون كيلفة. نكن  ولأجل انبرهان الم

ميّ   الإشننننارات ق ايية انتعامد أصنننن ر  ولهذا ت دو  كيثيراا  ت نننن ح  Mا ننننت،دام مجةوعة متعامد  إذ إغا أ ننننهل نلةعاتة دليلياا. مس ازد اد عيي 
 انير قتان  عل  غو تقر بي  متكافئتذ.

 
 احتمال الخطأ لمجموعات الإشارة المتعامدة 3.5.8

Pr(𝑒) ا أن الإشنننننارات تختلف فقط بتتيت الإحداقيات  لا  عتةد احتةال الخي  عل  أ ة إشنننننار  أرُ نننننلتة إذاا  = Pr(𝑒| 𝑨 = 𝒂0) .
𝒩(√𝐸,𝑁0هو  0Y    كون0a=  A وبشنننرن 2⁄ 𝒩(0,𝑁0هو  mYو ( 2⁄ وكيان  0a=  A. لاحظ ألا  إذا كيان   M  m 1 1 وذن  لأجل (
𝑌0 = 𝓎0 ع دها ادث الخي  إذا كيان  𝑌𝑚 ≥ 𝓎0  من أجل أل عيةة ننm 1 حيث  m  M  1 وبانتالي 

Pr(𝑒) = ∫ 𝑓𝑌0|𝑨(𝓎0| 𝒂0) Pr (⋃(𝑌𝑚 ≥ 𝓎0| 𝑨 = 𝒂0)

𝑀−1

𝑚=1

 ) 𝑑𝓎0

∞

−∞

 
(46.8) 

قارب ع دما ت نن ح )epr(  كن ت بننيط ا ننت تاج
ُ
،رجات إ   M  وأداي  الم

ُ
𝑊𝑚أكيبر  إذا ا ننت مة ا الم = 𝑌𝑚√2 𝑁0⁄ ع دها  وبشننرن .

0W 𝒩(√2𝐸 مُر نننننلة  تُ ننننن ح 0aأن تكون الإشنننننار   𝑁0⁄ , 1) = 𝒩(𝛼, 2𝐸√: هي اخت نننننار نلجد   حيث (1 𝑁0⁄ 0. وبشنننننرنa=  A 
 . m  M  1 1 وذن  من أجل 𝑊𝑚 𝒩(0,1)تُ  ح 

Pr(𝑒) = ∫ 𝑓𝑊0|𝑨(𝓌0| 𝒂0) Pr (⋃(𝑊𝑚 ≥ 𝓌0| 𝑨 = 𝒂0)

𝑀−1

𝑚=1

 ) 𝑑𝓌0

∞

−∞

 
(47.8) 

 :با ت،دام حدّ عةلية الاداد عل  الاجتةاع الآلاف ذكيره نجد

Pr (⋃(𝑊𝑚 ≥ 𝓌0| 𝑨 = 𝒂0)

𝑀−1

𝑚=1

) ≤ (𝑀 − 1)𝑄(𝓌0) 
(48.8) 

داا ع دما ج إن حدّ الاجتةاع مقيَّد جداا ع دما  يُ َّس عل  كيةيات مبنننتقلة لها احتةال إأالي صننن ير. وبانتالي  نننيكون هذا الحد مقيَّداا 
𝓌0ص ير      ح الحد  عير مُحكَي. عل    يل المثال  من أجل  𝓌0نيبت كي ير  جداا. ع دما تكون  Mكي ير  وتكون   𝓌0 تكون =    و0

𝑄(𝓌0) = 1 لأل احتةننال. بننانتننالي  في انتجليننل انمحس   1  أكيبر بكثير من عيةننة الحنند 2/(M  1) هو (48.8) فننإن الحنندّ في انعمعننة ⁄2
بذ ان  ير وانك ير      و كن اختيار لاقية انتقبيي𝓌0من الأعل  بواحد نقيَي ص ير  نننننننننننننننن  (48.8) دد د اتالات الأ بر من انعمعة  يتيّ 

 :اختيارها فيةا  يلي نتجقس كييفياا. نقد يخّ 
exp(−𝛾2 2⁄ ) = 1;       𝛾 = √2 ln 𝑀 (49.8) 

M)ان  دقس   1 أعمه بنننننننننننن  أن لاُ دِّل (48.8) عد   دو   يعياا في اوء − 1)𝑄(𝛾1) =    وان  ت دو الخيار اني يعي في الحد الأدنى نن1
)epr ( بننننننت تج في انتةر ن

ُ
  نذا فانفرق نيل بذل أهمية.   M ع دما 1  تهي إ   1/ حال  أن ةنيل صننننننع اا أن لارى  عل  أ  10.8 الم

𝓌0إ   (47.8) بف ل انتكامل في ≤ γ  و𝓌0 > γ :نجد 
Pr(𝑒) ≤ ∫ 𝑓𝑊0|𝑨

𝛾

−∞

(𝓌0| 𝒂0) 𝑑𝓌0 +∫ 𝑓𝑊0|A

∞

γ

(𝓌0| 𝒂0)(𝑀 − 1)𝑄(𝓌0) 𝑑𝓌0 
(50.8) 

                                                           
 . ومن ثم، من ا ض و ي في الإشا ا/ ثناأ   ا تعامد م ا ب  ا طو  أو استخدام am إ ى am في حزم  ا تم     غ ِّ   أحد الاحتمالا/ هو أن  حدث خطأ طو  مقدا ه 130

 ا طو  ا تفاضلي. 
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≤ 𝑄(𝛼 − 𝛾) + ∫ 𝑓𝑊0|𝑨

∞

γ

(𝓌0| 𝒂0)(𝑀 − 1)𝑄(𝛾)exp [
𝛾2

2
−
𝓌0
2

2
] 𝑑𝓌0 

(51.8) 

≤ 𝑄(𝛼 − 𝛾) + ∫
1

√2π

∞

γ

exp [
−(𝓌0 − α)

2 + γ2 −𝓌0
2

2
] d𝓌0 

(52.8) 

= Q(α − γ) + ∫
1

√2𝜋

∞

γ

exp [
−2(𝓌0 − 𝛼 2⁄ )2 + 𝛾2 − 𝛼2 2⁄

2
] 𝑑𝓌0 

(53.8) 

= 𝑄(𝛼 − 𝛾) +
1

√2
𝑄 (√2(𝛾 −

𝛼

2
)) exp [

𝛾2

2
−
𝛼2

4
] 

(54.8) 

 0W  وهو احتةال أن  تجاوز ات ء انبانت من تذبذبات 0W انذ ل انب فلي نلتوزع (50.8) الأول في اتهة انية  من انعمعةل الحد  ثّ 
ط هذه (51.8)   نيعيي انعمعة8.7cمن الأعل  في انتةر ن  0w(Q( دد د . في الحد انثاني   تيّ Q)  (   أل   انقيةة . تُ بنننننننننننننننَّ

𝑀)انعمعننة بنناعت ننار  − 1)𝑄(𝛾) ≤ 𝑀 exp(−γ2 2⁄ ) =   (53.8) .  عُننالج الأسّ لجنلتكةلننة إ  المربسلج في انعمعننة(52.8) نتعيي انعمعننة 1
     .   قبنننننننننني انتجليل الآن إ  قمث حالات خاصننننننننننة  الأو  ع دما(54.8) مؤد اا إ  تكامل انكثافة ان وصننننننننننية  كيةا هو في انعمعة

 كيةال الحدود.إ. و  شر  أهمية هذه الحالات بعد   /2   وانثانثة ع دما/2   <  وانثالاية ع دما
عامل الأول نن  (  ) :(1) الحالة

ُ
 هذا عل  أن .  دلّ 1و 1/2   نذا تقس عيةت  بذ0هو إما أعل أو  باول  (53.8) في انعمعة Qإن الم

pr(e)  1/2  عدَّل أكيبر من أو  بنناول انبننعة. كيةا  ُ   وهي لاتيجة عد ة انفايد . وكيةا  نن رى لاحقاا  فهذه هي الحانة ان
ُ
 ذَّ  كون فيها الم

 أن احتةال الخي  عت أن  كون كي يراا في هذه الحانة. 10.8 أ ضاا في انتةر ن
𝑄(𝓍)ن  مُعامل عير  نننننننننننننننانت  نذا  يُ َّس الحد  (53.8) في انعمعة Qكيل تابس   ( /2   < ) :(2الحالة ) ≤

1

2
exp (

−𝓍2

2
)الامر  (

 (.8.7bانتةر ن 

Pr(𝑒) ≤
1

2
exp [

−(𝛼 − 𝛾)2

2
] +

1

2√2
exp (

−𝛼2

4
+
γ2

2
− (𝛾 − 𝛼 2⁄ )2) (55.8) 

≤ [
1

2
+

1

2√2
] exp (

−(𝛼 − 𝛾)2

2
) ≤ exp (

−(𝛼 − 𝛾)2

2
) 

(56.8) 

ذ متبننناو ان نيبنننت مُفاجِئة  إذ إن  الحدّ  من أس الحدَّ ن في أُسّ  (55.8)تت س انعمعة  (56.8)لاحظ أن انعمعة  انثاني. حقيقة أن الُأ نننَّ
  ع د  (50.8) انعمعةاخُتيرت نتُبوّل انتكامُليّة في𝓌0 = 𝛾. 

ومُحدَّداا من  1و 1/2   ومن وَّ تقس عيةت  بذ0أعل  من أو  بنننننننننننناول  (53.8)انثاني في انعمعة  Qإن مُعامل تابس  (  /2) :(3الحالة )
 . مما  عُيي:1الأعل  بن

Pr(𝑒) ≤
1

2
exp [

−(𝛼 − 𝛾)2

2
] +

1

2√2
exp [

−𝛼2

4
+
𝛾2

2
] (57.8) 

≤ exp (
−𝛼2

4
+
𝛾2

2
) (58.8) 

ذ في انعمعة  . هذا هو (58.8) أصنننن ر من انثاني  مُعيياا  (57.8) الأول في انعمعة متبنننناو ان  وجت أن  كون الُأسّ  (55.8) ا أن الأ ننننَّ
بت تَج في انتةر ن

ُ
 .8.8 بشكل رييل حدّ الاجتةاع الم

 في  مُقيّده  يجرل شرح  لاحقاا. أن هذه الحدود مُحكةة جداا  نكن المفهوم انذل هي 10.8  مُهر الحد الأدنى في انتةر ن
𝛼. ن تذكير أنّ bE وانياعة في ان ت  Mفي كيلةات انتمي   و  ننننننن بنننننننتعرض الآن ماذا تُمثِّل  = √2𝐸 𝑁0⁄ و .log2 𝑀 = 𝑏  حيثb 

𝛼هو عدد ان تات في الإشار  انواحد . وبانتالي  = √2𝑏𝐸𝑏 𝑁0⁄نجد  (49.8) . من انعمعة𝛾2 = 2 ln𝑀 = 2𝑏 ln(2)بانتالي .: 
𝛼 − 𝛾 = √2𝑏 [√𝐸𝑏 𝑁0⁄ − √ln2] 
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 :غ ل عل  (58.8)و (56.8)بتعو ير هذه انقيي بانعمعتذ 
Pr(𝑒)  ≤  exp [−𝑏 (√𝐸𝑏 𝑁0⁄ − √ln2)

2
]    for 

𝐸𝑏
4𝑁0

≤ ln2 ≤
𝐸𝑏
𝑁0

 
(59.8) 

Pr(e)   ≤   exp [−b (
𝐸𝑏
2𝑁0

− ln2)
2

]         for  ln2 ≤
𝐸𝑏
4𝑁0

 (60.8) 

𝐸𝑏لارى من هذا إلا  إذا كيالات  𝑁0 > ln قابت  bE إ  انمغا ة مس اوافمة عل  bفإن احتةال الخي    تهي إ  ان ننننننننننننفر إذا الاتهت  ⁄2
 قابت. bE مس   b ع دما )) epr 0أل 

)معبراا ع ها بان ت في انثالاية(   Wذات عرض ع ا   WGN  ذكيرلاا أن  ننننعة ع ا  انضننننجيج ان وصنننني الأبيير (86.8) لا  في انعمعةأتذكيَّر 
 هي: P  وانقو  N0/2 وانكثافة انييفية نلضجيج

𝐶 = 𝑊 log (1 +
𝑃

𝑊𝑁0
) 

(61.8) 

عة انق ننوى W   وبدون اننوابط نعرض الح مة  أل في الحدّ  𝐶  تكون انبننِّ = 𝑃

𝑁0 ln2
. هذا  ع   إلا  وبحبننت لامر ة شننالاون  ولأجل 

𝑅أل مُعدَّل  < 𝐶 = 𝑃

𝑁0 ln2
 بت بانثالاية  كون احتةال الخي  فيها عل  غو كييفي عر  اا من ان نننننننننننننننفر.  ا أن R   وجد رمِازات ذات معدل 

bE=  R/P فإن شالاون  قول: إذا كيان  𝐸𝑏
𝑁0 ln2

>    فإلا  توجد رمِازات بخي  كييفي ص ير.1
عل  غول كَييفي  صنننن يراا  pr(e) ألا   كن جعل (59.8) انعمعة عة انق ننننوى هذه  إذ تُ ذّ توفِّر انرِّمازات المتعامد  برهالااا متي اا ن تيجة انبننننّ 

𝐸𝑏 (  الما أنbوذن  )ب  اد  
𝑁0 ln2

> 𝐸𝑏 لا  لا ُ كن جعل احتةال الخي  صننننننن يراا إذا كيالاتإ. تقول لامر ة شنننننننالاون أ ضننننننناا 1
𝑁0 ln2

< . غن لم 1
𝐸𝑏 إذا كيالات 131عل  غو كَييفي نرمِاز مُتعامد  ُ ذّ ألا  لا ُ كن جعل احتةال الخي  ص يراا  10.8 لاثُ ت ذن  ه ا  مس أن انتةر ن

𝑁0 ln2
< 1. 

ُقيَّد  ه ا عير تقليد ة. فع د ز اد  
  بي ةا   داد حجي b في الإشنننار  ت داد خيياا مس E هذا  ع  أن انياعة. قابتة bE ت ق  bإن انعةلية الم

  وهو  ذهت إ  انمغا ة ببنننننننننننننرعة. هذا  ع  أن هذه وَّ فإن عرض الح مة الميلوب لهذه انير قة لاغايي الحدّ . ومن b اعةوعة أ نننننننننننننياا مس
إشنننننننننار  ق ايية انتعامد تُبنننننننننت،دم في انتي يس  256أو حتى  64 عة  مس أن ثمة مجةوعات مؤنفة منانير قة نيبنننننننننت مخيياا عةلياا لمقاربة انبنننننننننّ 

 انعةلي.
ن لا ذّ أولاا ألا   كن انوصنننول إ   نننعة عرض انق ا  انمغايي هذه  وقالاياا نُ  ذّ أ ضننناا إن ا نننت،دام مجةوعات  هدف انتجليل إذاا  هو أ

رعت لا كي ير  م تهية من الموجات المتعامد  )أو ق ايية انتعامد(  قُلّل احتةال الخي  من أجل لابننن ة إشنننار  إ  انننجيج قابتة  و قُلّلها بقدر ما
. )لمعدلات أعل من انبّ   عة( إذا ا تُ،دم عرض ح مة كياف 

  (2) ونيبننننت ب بننننا ة لاتيجة نلجدود انعليا المبننننت،دمة. في الحانة مثير  نمهتةام (60.8)و (59.8) إن صننننيغ الحل الم،تلفة في انعمعتذ
𝓌0  انير قننة ان ةوذجيننة لحنندوث الأخينناء هي ع نندمننا تكون (59.8) ان  تؤدل إ  ≈ 𝛾 ّالاجتةنناع من رت ننة  . في هننذه الحننانننة   كون حنند

𝑦𝓌0 ألا   وبشرنعل  انواحد  مما  دلّ  ≈ 𝛾  من اوتةل جداا حدوث خي . بكلةات أخرى  تتضةن حانة الخي  ان ةوذجية عيةة  ان ة  
ن ةوذجية   انير قة ا(60.8)   ان  تقود إ (3) ونيل أل عيي عير اعتياد ة نع اصر انضجيج الأخرى. في الحانة 0w كي ير  وعير اعتياد ة ننننننننننننننننن

𝑤0لحدوث الأخياء هي ع دما تكون  ≈ α أ ضننننناا. في هذه الحانة  غتاج إ  حدث  /2 وع د وجود ع اصنننننر انننننجيج أخرى عر  ة من ⁄2
 عير اعتيادل في كيل من جهة الإشار  وجهات أخرى أ ضاا.

بقيي  (3) . ترت ط الحانةM وت يير 0N/E عيةةة  ر قة أخرى أكيثر حد نننننننننننننيّة نل مر إ  هذا انتةي   تتةثل في رؤ ة ما ادث ع د تث يت ثمّ 
ص ير  أن لاشاهد م يقة فورولاول  جيط لاقية  Mكي ير  جداا.  كن لأجل عيي   Mبقيي  (1) كي ير   والحانة  Mبقيي  (2)   والحانةMص ير  نن 

ر لة. ادث الخي  ع دما  دفس انضجيج لاقية الإشار  خارج م يقة فورولاول  وهذا أكيثر
ُ
ح فرولاول احتةالاا في ان قان عل   ي الإشار  الم

                                                           
، فإنه لا   مكن جعل M ∞ →  عندما بما أن  ل ماز ا بس ط نفس احتمال ا خطأ ا ذي  ل ماز ا متعامد ا م قابل  كنّه  ختلف با طا   عن ا  ماز ا م تعامد بق م  صغ  ة م همل 131

𝐸𝑏على نحو كً في من أجل أي   م  معطاة  ا  احتمال ا خطأ  ل مازا/ ا بس ط  صغ  اً 

𝑁0 ln2
كما و  عتقد على نحو واسع، و كن بدون إثبا/، أن ا  مازا/  .1تكون أ ل من  

، ح ث  كون M ≥ 7،  كل   م [30]عندما  كون احتمال ا خطأ صغ  اً. ثم  مثال مع وف،  MLا بس ط  مثا    من ح ث حساب احتمال ا خطأ بط  ق  ا ت ج ه الأعظمي 
 .الإشا ة إ ى ا ضج ج صغ  ة جداً واحتمال ا خطأ كب   جداً  نسب مثال، ا  ماز ا بس ط   س أمثل اً، و كن في هذا ا 
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  Mمن الإشار  المر لة  أل  في ان قان ان  تقس في م ت ف المبافة بذ ان قية المرَ لة ولاقان بعير الإشارات الأخرى. ومس ز اد   انقر ت
 في اتجاه الإشار .   داد عدد لاقان انو ط هذه إ  أن    ح مؤكيداا أن إحداها  تجدث خي ا ع دما    ح انضجيج كي يراا جداا 

 
 الترميز الل بنِيّ  6.8

ر هذه انفقر  مقدمة مخت ننر  لمواننوع انتمي  بهدف ت ننجيح الأخياء في الأع ية انضننجيجيّة.  عُد انتمي  ع والااا رييبنناا في الات ننالات توفّ 
موانننننننننوعاا أكياد ياا بنننننننننتجس انتمي  كيتاباا خاصننننننننناا ب  و انرعةية الحد ثة  ومن المؤكيد ألا  رييل أكيثر مما  قتح   ول هذه المقدِّمة. في الحقيقة   

. عا ت ا ه ا أن لاعيي خلفية كيافية وأمثلة نفهي دور انتمي  في [15]و [6] خاصننننننننننننننناا ب  في أل مُقرَّر ات نننننننننننننننالات جدلّ. من انكتت المقتحة
ة با نننت،دام أاد ة عامد  بوصنننفها رمازات نَِ  يّ الات نننالات انرعةية  ونيل نتجضنننير انيانت لأبحاث انتمي .  ننن  دأ با نننتعراض انرِّمازات المت

.  فُضننننننني WGN   وان  توفر لامر  معةقة في انتمي  نق ا  انضنننننننجيج ان وصننننننني الأبييرReed-Mullerمونر  -إق الاية.  ت س ذن  رمازات ر د
 ذن  إ  لامر ة شالاون في ترمي  انق ا  انضجيجية.

وبعدها تُمثَّل هذه اعةوعات الإق الاية  mرعام الإق الاية انوارد  إ  نَِ  ات ذات  ول مُعي  هو رماز تُج أّ في   نننننننننننننننلبنننننننننننننننلة الأ انرماز انلَِّ  ّ 
m. وبنننانتنننالي فه ننناك بكلةنننات رمننناز

2
 من  ول نَِ  نننة nكيلةنننة رمننناز في انرِّمننناز   كن لهنننذه انكلةنننات أن تكون مجةوعنننات إق نننالاينننة عنننددهنننا  

n > m إشارات. نيل ثمة فرق أ ا ي بذ انتمي  وانتعد لة عل    يل المثال تُمكن رؤ ة انرماز   أو عد تكون أشعة لإشارات  أو عد تكون
mالمتعامد الم ذ آلافاا وانذل في 

= 2 M   كيلةة رماز إما بوصف  تعد ما  جةوعة إشار  كي ير  أو ترمي اا  بت،دمn .مجةوعة إق الاية كيةُدخل 
 

 هدامارد الرمازات المتعامدة الإثنانية ومصفوفات  1.6.8

ع د ا نننت،دام كيلةات رماز متعامد  في ع ا  انننجيج عوصننني أبيير  ت ننن ح أل مجةوعة متعامد  جيد  من وجهة لامر احتةال الخي . 
 تةثَّل أحد الخيارات المةك ة با نننننننننننننننت،دام موجات جي ية متعامد . أما من وجهة لامر انت فيذ  فثةَّة خيارات أببنننننننننننننننط من الموجات اتي ية 

لا  من المفيد  من حيث المفهوم  أن لارى إمكالاية تشننننكيل كيلةات انرماز المتعامد  من كيلةات انرماز الإق الاية.  ننننت دو هذه أالمتعامد . كيةا 
ان قية  ئالمقاربة انرعةية مهةة من حيث انت ننوّر في درا ننة أع ية الخفوت وانت ا نُ في انف ننل انقادم. كيةا أغا تبنناعد في انت فيذ  إذ إغا ترُج

 فيها الموجات انتةاقلية انعتاد ات انرعةية.  ان  تتجاوز
كيلةة رمِاز إق الاية   ول    Mعل  تونيد مجةوعة مؤنفة من  ت يول إحدى انيرايس انرعةية نتونيد مجةوعة كي ير  من الإشارات المتعامد  أولاا 

 0 أل: لإق الايذ بإشارتذ مُتعاكيب  انقي ية موععاا تماماا. بعديذ  كن تمثيل انرعةذ ا M/2  و تلف كيل زوج مت ا ن م ها بنننننننننننننن Mكيل م ها 

a+  وa →1  و ؤدل هذا إ  مجةوعة مكولاة من .M إشنننننار  حقيقية متعاكيبنننننة انقي ية Ms, …, 1s  و تُمثَّل تل  الإشنننننارات بالإشنننننار .
∑ 𝑠𝑗𝑗(𝑡)𝑗حيث   {

𝑗
(𝑡); 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑀}    من ع يل توابس انب(  وهي مجةوعة متعامدSinc  ولامراا .)إ  أن كيل   أو لا ضات لاا كو بت

موععاا  فإن الموجتذ الموافقتذ لهةا تكولاان متعامدتذ  ودةل كيل م هةا لافل انياعة. وُ بة  انرماز  M /2كيلة  رماز إق اني تختلفان بنننننننننننننننن 
 .بانرِّماز الإق اني المتعامدالإق اني ذو الخ ايص الم ي ة آلافا 

 وجد  m ≤ 1 . من أجل كيل عدد صننننننننننننجيحم ننننننننننننفوفة هاداماردس كيثير  نتونيد رمازات إق الاية متعامد . ر ا   تي أببننننننننننننيها من اية  ر ثمّ 
  يراا في m2 موععاا  ومن وَّ ُ شكِّل كيل 1m2 بنننننننن mH .  تلف كيل صفذ مت ا  ذ في م فوفة هاداماردmH هي m2 × m2م فوفة هادامارد 

 كيلةة رمِاز.  m2 رمازاا إق الاياا متعامداا مس mH الم فوفة
ب بنننننننننا ة  01و 00ب ن فيها  نننننننننير ن  1H تعُرَّف م نننننننننفوفة هادامارد فيةا   دو  ه اك خوارزمية ببنننننننننيية نتونيد م نننننننننفوفات هادامارد.

  كن انتع ير عن م نننفوفة هادامارد m 1 <  بنننتوفيان انشنننرن ب نَّ كيل  نننير ن مت ا  ذ  تلفان ب  نننف المواعس. ومن أجل أل عدد صنننجيح
1m+H 1 من المرت ةm+2  بوصنننننننفها أربس م نننننننفوفات ج يية كيل م هاm2 × m2كيل من الم نننننننفوفتذ ات ييتذ انعُلو َّتذ هي . mH والم نننننننفوفتان  

  واِّح ذن . 7.8 . انشكلmH هي مُتةِّةة 𝐻𝑚  حيث 𝐻𝑚و  mH ات ييتان انب فليتان هما
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 مصفوفا/ هاداما د :7.8 الشكل

  لامحظ أن كيل  ننير من كيل م ننفوفة  عدا انبننير انذل اتول عل  أصننفار فقط  اتول لا ننف انعدد من الأصننفار 7.8 في انشننكل
 مُعيا   أن mانك ير    ك  ا ا نننت،دام الا نننتقراء. نذا  ننن فرض  ولأجل  mنكل عيي  ولا نننف  من انواحدات. ونرؤ ة أن هذا   ق  صنننجيجاا 

mH  1 دتول عل   نننننير مفرد كيل   أصنننننفار  وعل m 2  1 واحدات. ون ث ت ذن  من أجل الم نننننفوفة  نننننيراا  في  لا نننننف انعدد تمامااm+H  
. mH . نكل  ننننير اننننعفيّ انيول واننننعفيّ عدد انواحدات عةا هي علي  في انبننننير الموافس من1m+H الأو  من m2 ن درس أولاا ان ننننفوف

واحدات في كيل ان نننفوف المت قية.  1m2كيل   واحدات و  H̅mالأخير . لاحظ أن أول  نننير من الم نننفوفة  m2 ان نننفوف بعد ذن   ننن درس
واحداا في  m2 الأو  وفي  m2 نيل في  واحدات في المواعس 𝐻𝑚+1 في الم نننفوفة m2 وبانتالي فإن انبنننير الأول في اعةوعة انثالاية من الأ نننير

m2 الأخير   مُعيياا  m2 المواعس
واحداا في  1m2 الأو  وعل  m2واحداا في المواعس  1m2 عل  . واتول كيل  نننننننننننننننير مُت س  1m+2 واحداا في المواعس 

 واحدا كيةا هو ميلوب. m2 المواعس ان هايية   جةوع
 ا أن . mH هو  نننننننير آخر من mH لأل  نننننننير ن من 2 وفس المقاس 132( فإن اتةس18.8 وبير قة ا نننننننتقرايية مشنننننننابهة )الامر انتةر ن

نكلةة رماز مس ذالا    2 وفس المقاس اتةس عيي نبنننننننننير ن  عيي انوانننننننننعيات ان   تلف فيها انبنننننننننيران  وفقط  2 اتةس وفس المقاس
 كيلةة رماز كيلها أصفار  فهذا  ع  أن مجةوعة الأ ير هي مجةوعة إق الاية متعامد .

ة  بنننهو  نننير آخر تجعل انرماز الموافس لاوعاا خاصننناا من انرماز الإق اني  ُ  لأل  نننير ن 2 وفس المقاسإنَّ حقيقة أن   كون لااتج اتةس 
ع  نننننننننننننننراا  M)وهذه أيعها متادفات(.  كن اعت ار اعةوعات الإق الاية المؤنفة من  رماز اعةوعة  أو رماز تدعيس ان د ةّ  أو انرماز الخيي

اا نلدرا ة نضرورل ه ا أن لاكون دعيقذ في تعر ف الحقلة مازال إ  الآن كيافيأشعة في فضاء شعاعي عبر الحقل الإق اني انبُلَّةي. نيل من ا
عرَّفة عل  الحقول الحقيقة أو انعُقد ة. نكنّ الأرعام الإق الاية  با نننننننننننت،دام اتةس وفس 

ُ
واتداء انعادل   2 المقاسانفضننننننننننناءات انشنننننننننننعاعية الم

 انفضاءات انشعاعية.تُشكِّل حقما  كن أن تُي َّس في  الخ ايص المعروفة في 
(  فإن  0أو 1)وم لقة أ ضا دت اتداء انبلَّةي بنننننننننننننننن  2  ا أن مجةوعة كيلةات انرماز في انرماز الخيي مُ لقة دت اتةس وفس المقاس

انفضنننننناء . ثمة خاصننننننية هامة لمثل هذا Mانرماز الخيي هو فضنننننناء شننننننعاع إق اني ج يي من فضنننننناء انشننننننعاع الإق اني عةوعات إق الاية عددها 
 سات يي  ومن وَّ نلرماز الخيي  وهي أن مجةوعة انواننننننعيات ان  تختلف فيها كَيلِةتا رماز هي مجةوعة انواننننننعيات ان  اتول فيها لااتج أ

  م خوذ  بذ كيل mind عل  واحدات. هذا بدوره  ع   ألا  من أجل انرماز الخيي  فإن المبنننننننننننننننافة اندلايا 2 تل  انكلةات وفس المقاس
 واج المت ا  ة نكلةات انرماز  تباول إ  انتثقيل الأدنى )انعدد الأدنى من انواحدات( لأل كيلةة رماز لا تباول ان فر.الأز 

ركي ات  Mكيل اعةوعات   ة خاصننننيّة هامة أخرى نلرماز الخيي )عير انرماز ان بننننيط المؤنف منثمّ 
ُ
نكل كيلةة  kxالإق الاية( هي أن بعير الم

𝑥 رماز = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑀)
𝑇 كن تمثيلها بوصننننننننننفها مجاميس لمركي ات أخرى وفس المقاس ُ 23 = . عل   نننننننننن يل المثال  في حانة m في انشننننننننننكل 

7.8 𝑥4 = 𝑥2⨁𝑥3, 𝑥6 = 𝑥2⨁𝑥5, 𝑥7 = 𝑥3⨁𝑥5, 𝑥8 = 𝑥4⨁𝑥5, 1 0 = وx  ومن وَّ  كن فقط اختيار قمقة من المركي ات با ننننتقمنية  
شننننننعاعاا. تُبننننننة   32 8 = ج يياا إق الاياا قمقي الأبعاد. و ا أن كيل مركي ة هي إق الاية  فإن مثل هذا انفضنننننناء ات يي اتول عل  مُعيية فضنننننناءا 

 وهي عاد  تلعت دوراا هاماا في ف  انتمي .  كن ان مر إ  لجتدعيس ان د ِّةلج  نلةركي ات انبننابقة 2 المركي ات ان  هي مجةوعات  وفس المقاس
ة يبوصنننفها تدعيقاا نل د ةّ إذ لا  كن اختيارها عل  غو مبنننتقل  نكن دورها انوحيد في انرماز هو المبننناعد  في دقيس خاصننن 1x المركي ة الأو 

                                                           
0⨁0   م ن إثنان  ن على أنه 2   ع َّف مجموع ا مود ول 132 = 0, 0⨁1 = 1, 1⨁0 = 1 ,   1⨁1 =  سط  ن )أو شعاع ن( أو   م ن  2 . إن مجموع ا مود ول  0

 .2 إثنان  ن هو ا سط  )أو ا شعاع( ا ناتج عن جمع كاف  ا عناص  وفق مجام ع ا مود ول
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 انتعامد ة. ونيل لها عمعة في ف  انتمي .
  رمازاا ببنننيياا a → 1و a → 0ني المتعامد نتونيد رماز إق اني ببنننيط  أل رماز إق اني ُ شنننكِّل  بعد تمثيل من انبنننهل تعد ل انرماز الإق ا

بعُداا. لاحظ ألا  باعت ار  M  1كيلةة رماز عل    Mفي انفضنننننننننننناء الإعليدل. تُبننننننننننننقَط أول مركي ة من كيل كيلةة رماز إق الاية  مُحوِّنة انرماز إ  
 0( إ  الإشنننار   0)الموافقة لأول مركي ة إق الاية a+الإشنننارات المتعاكيبنننة انقي ية المونَّد  بالأرعام الإق الاية  اوِّل ا نننت عادُ المركي ة الأو  الإشنننارَ  

لا نننننف كيلةات  mH ة  نننننهما أ ضنننننااة تعُيي أ نننننير الم نننننفوفة(.  عُد  تونيد انرماز الإق اني ق ايي انقي ي 1أو0)وان  لا توافس أ اا من الإق الايذ 
ان  نننف الآخر.  عُد  كيل من انرماز ان بنننيط وانرماز ق ايي انتعامد ة  كيةا عُبرِّ ع هةا ه ا ب ننني ة إق الاية  رمازات  𝐻𝑚 انرماز  وتعيي أ نننير

 نَِ  يّة إق الاية خيية.
ة الأول   كن تونيد انرمازات المتعامد  من  نننننلبنننننلة إق الاية تُمثَّل ببنننننلبنننننلة متعاكيبنننننيخَّ  في هذا انعرض نلرمازات المتعامد   إنجاز أمر ن. 

الاية أو ص ير  حيث  كن ان مر إ  انتعد ل عبر أاد ة كي ير  عل  ألا  رماز نِّ   إق اني  ت ع  تعد ل عبر أاد ة إق  مثالاا  انقي ية  وقالاياا  أعطِ 
 جداا. 
 

 مولر  -رمازات ريد  2.6.8

 -كي ير . تُشننننكِّل رمازات ر د  M،دم انرمازات المتعامد  )وانرمازات ان بننننيية وق ايية انتعامد الموافقة( عرض ح مة هايل لأجل عيي تَبننننت 
امد( لإق الاية ق ايية انتع)في الحقيقة هي تشةل انرمازات ا مونر ص فاا من انرمازات الإق الاية انلَِّ  يّة الخيية ان  تتضةَّن امتداد عرض ح مة كي ير

  log Mكيلةة رماز  حيث   Mتبنننننننةح بانرمازات الإق الاية ذات  أغانك ها في انوعت لافبننننننن  تبنننننننةح بامتداد عرض ح مة أصننننننن ر بكثير  أل 
  بت،دمها انرماز. عر ت جداا من الأبعاد ان 
ف رمنازات ر ند  خيي   رُم  نن  بنة ولأجنل هنذا الخينار   وجند رمناز نَِ     m 0 و m ≥ 1 مونر  و نننننننننننننننيَذ صنننننننننننننننجيجذ -توصنننننننننننننننَّ

)r, mRM ( ف المو نننننننننط  نلرماز وعدد أرعام المعلومات الإق الاية r, m(mind( . وتعُي  المبنننننننننافة اندلاياm= 2 n  ول انلَِّ  ة عل  ألا  m.  وَصنننننننننِّ
 k (r, m):الميلوبة نتوصيف كيلةة انرماز بانعمعة انتانية 

𝑑min(𝑟,𝑚) = 2
𝑚−r   𝑘(𝑟,𝑚) =∑(

𝑚

𝑗
)

𝑟

𝑗=0

   

(62.8) 

𝑚)حيث 
𝑗
) =

𝑚!

𝑗!(𝑚−𝑗!)
. وفيةا  2. وبانتالي فإن هذه انرمازات  مثلها مثل انرمازات المتعامد   توجد فقط ع د  ول نَِ  ة مبننننننننننننننناو  لُأس

 mind تتاو  من عيي كي ير  نننننننننن mنكل  RM  ثمة  يف من رمازات m( نكل mH  وجد رماز إق اني متعامد وحيد )كيةا هو معرَّف من خمل
 .rمس ازد اد  k وكي ير  نن mind إ  عيي ص ير  نن kنن  وص ير 

  ت نف انرماز من كيلة  رماز  تارها بت واحد  أل r = 0 . فةن أجلr = m و r = 0   تعُد  هذه انرمازات ببننننننيية من أجلmونكلِّ 
) = 1r, m(k ة إحدى كيلة  انرماز كيلها أصفار وانثالاية كيلها واحدات  مما  ؤدل إ m= 2) m(0, min dومن أجل . m=  r  ت نف انرماز من 

. RM وجد رمازان   1m = . ومن وَّ  فةن أجل2m, m( k = (m و min d)1m, m = ( الإق الاية  مما  ؤُدل إ  m2 مجةوعة كيافة اعةوعات
  (1 ,0)  و(0 ,0) من أربس كيلةات رماز RM(1, 1)   و ت نف انرماز انثاني(1 ,1)و (0 ,0) من كيلة  رماز RM(0, 1)  ت نف انرماز الأول

 .(1 ,1)  و(0 ,1)و
  ثمة خوارزمية ببيية  عر  ة جداا من خوارزمية م فوفات هادامارد  توَصِّف مجةوعة كيلةات انرماز. rوعيي متو ية نننن  m > 1 من أجل

. وعل  غو RM(r 1, m  1)و RM(r,m  1) باعت ارها RM(r, m)   توَصِّف r < m > 0و m > 1 هذه الخوارزمية تكرار ة  ومن أجل كيل
   مننننننننن أجننننننننل x = (u, u  v)   مننننننننعننننننننرَّفننننننننة بننننننننننننننننننننننننننننننننننننننu  vو uمننننننننتننننننننعنننننننناعنننننننن ننننننننة مننننننننس  xإذا كيننننننننالاننننننننت  x  RM(r, m) محنننننننندَّد 

 u  RM(r,m  1) وv  RM(r 1, m  1)0 . وعل  غو رسمي  ولأجل < r < m  
RM(𝑟,𝑚) = {(𝒖, 𝒖 ⨁ 𝒗) | 𝒖 ∈ RM(𝑟,𝑚 − 1), 𝒗 ∈ RM(𝑟 − 1,𝑚 − 1)} (63.8) 

 إما كيلها واحدات أو أصفار. vو  1mH  يراا من uإذا كيالات  mH هي  ير من xَ كةُن انتشاب  مس م فوفات هادامارد في أن 
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خييّ أ ضننننننناا.  RM(r, m) رمازان خييّان  فإن RM(r 1, m  1) و RM(r,m  1) أول ما لامحم  في هذا انتعر ف هو ألا  إذا كيان
 . ع دها x′ = (u′, u′  v′) و x = (u, u  v) ن رى ذن   ن فرض

x  x′ = (u, u′, u  u′  v  v′) = (u", u"  v") 
  ومن وَّ فإن x  x′  RM(r, m) . هذا   ذّ أن:v" = v  v′  RM(r 1, m  1) و u" = u  u′  RM(r,m  1) حيث

RM(r, m) رمننناز خييّ إذا كينننان RM(r,m  1) و RM(r 1, m  1) ان. وحينننث ان لأجنننل RM(m, m)و RM(0, m) نإخيينننّ  خيينننّ
m ≥ 1مونر  وبالا تدلال من عيي  -  فإن رمازات ر دm.خييّة   

. نرؤ ة ذن    x = (u, u  v) لا  كن أن  ؤدل إ  لافل انقيةة ننننننننننننن vو  uثمة ممحمة أخرى تتةثل في أن اختيار عيي مختلفة نلث ايي 
 . وبشنننننننننننننننكننل مشننننننننننننننننابنن   إذا كيننان′x  تلف عةننا هو علينن  في x  فننإن ان  نننننننننننننننف الأول من ′u ≠ u كيننان. فننإذا   x′ = (u′, v′) لافرض أن

u = u′و  v ≠ v′ فإن ان  نننف انثاني من  x تلف عةا هو علي  في  x′وبانتالي فإن . x = x′ فقط إذا كيان u = u′وv = v   ولاتيجة نذن .
عرَّف بن RM(r, m) انرمازفإن عدد بتات المعلومات الميلوب نتوصيف كيلةة رماز في 

ُ
 باول انرعي الميلوب نتوصيف كيلةة رماز  k(r, m) والم

  كون:  r  m 0  أل  من أجل RM(r 1, m  1) إاافة إ  انعدد الميلوب نتوصيف انرماز RM(r,m  1) في انرماز
k(r, m) = k(r, m  1) + k(r  1, m  1) 

عيا  في r, m(k( تتضةَّن ان ي ة ان راة نننننننننننأن هذه انعمعة  19.8   ذِّ انتةر ن
ُ
 ان ي ة ان راة نن 20.8 . أخيراا   ؤكيِّد انتةر ن(62.8) الم

)m, r(min d  (62.8) في. 
ن ا تشنننننناب  خوارزمية م ننننننفوفة هادامارد إذا بدّ  (63.8) هي رمازات إق الاية متعامد  و كن ممحمة أن الهيكلية في RM(0, 1) إن رمازات

𝐻𝑚]في الخوارزمية هادامارد بالم فوفة  mX M H M الم فوفة
𝐺𝑚
] 2𝑀 𝑋 𝑀  حيث𝐺𝑚 = 𝐻𝑚. 

  وعدد بتات المعلومات فيها m2,  m (min d 4 = ( . لهذه انرمازات)m2,  m RM( ة حانة أخرى مثير  نمهتةام وهي انرمازاتثمّ 
 رمازاتتدعيقاا نل د ةّ. وكيةا  يجرل شرح  لاحقاا  تُبة  هذه انرمازات  m 1 + . بكلةات أخرى  إن لها m  m) = 2m2,  m (k  1هو

عة من انواحدات وبانتالي  كن ان مر إ   133مونر هي أن كيافة كيلةات انرماز لها عدد زوجي -حدى خ نننايص رمازات ر دإ. هامي غ المو نننَّ
 نل د ةّ حيث اختير نيؤكيد أن كيلةة المرور دتول عل  عدد زوجي من انواحدات. شامما  اا آخر ع  ر في كيلةة انرماز بوصف  تدعيق

عل  الأعل  إذ إن  3    ق  انرماز ان اتج خيياا ون  مبافة ص رى mولأل عيةة نن  RM(m  2, m) إذا ا تُ عِد تدعيس ان د ةّ ان هايي من
مُدعِّس لاد ةّ. ون  مي   هامة جداا في أن كيل مجةوعة  mو   m2 1 غ بيول نَِ  ةبنننة  هذا انرماز رماز هامي ع  نننراا واحداا فقط عد ا نننتُ عِد.  ُ 

 .134عن كيلةة انرماز 1هي إما كيلةة رماز أو ت عد   m2 1 إق الاية بيول
عدِّل

ُ
 وَّ  إن رمازات هامي غ نيبننننت مفيد  عل  غو خاص في انتي يس انعةلي نلأ نننن اب انتانية. إذا ا ننننت،دم ا رماز هامي غ في مدخل الم

 أو أكيثر. وهذا ذ اق ذّ اتخذلاا عراراا عل  ان تّات المفرد  ع ل ف  انتمي   ع دها  ننننيج ننننل خي  في ف  انتمي  انلَِّ   كيلّةا حدقت أخياء بت
س ذ عرار نذِّ  فإن ا نننننننت،دام رماز هامي اتخُ  إذادبنننننننذ  فيف في الموقوعية بكلفة عانية جداا في معدَّل الإر نننننننال. من جهة أخرى   غ المو نننننننَّ

)m2,  m RM(  ب  اد )أل( mind  فير كيثيراا احتةال الخي  بكلفة هامشية لإاافة بت فايير.  4إ   3من ُ 
 
 نظرية ترميز القناة الضجيجية  7.8

ثما  كيا ت،دام مأعيت انفقرات انبابقة مقدمة مخت ر  نلتمي . وعدمت أمثلة متعدد  ت ذّ إن ا ت،دام انرمازات الإق الاية اُقِّس ذن   
مجةوعات كي ير  من الإشنننننننننارات المتعامد   أو ان بنننننننننيية  أو ق ايية انتعامد. كيان ثمة   يعة خاصنننننننننة نلتيو ر  مبنننننننننتعراننننننننناا عدداا من انيرايس 

  واصفات مثير  متعدد   ونكن نيل كيثير من ان تايج انعامة.
صننن يراا عل  غو اعت ا ي  pr(e) أكيثر أ نننا نننية  موانننجة ألا   كن جَعلنلرمازات المتعامد   pr(e) كيالات ان تايج الم كِّر  لاحتةال الخي 

                                                           
  مكن ا تحقق من هذه ا خاص  بسهو   بالاستق اء. 133

22ن لاحظ أنه توجد    ا   هذ 134
𝑚−1−𝑚  2كلم   ماز، و كل منها𝑚 − على الأ ل.  3هي  𝑑𝑚𝑖𝑛جا ؛ وهالاء ا ج  ان مم زون عن ج  ان كلما/ ا  ماز الأخ ى لأن  1

22وبإضاف  كلما/ ا م و  وا ج  ان نحصل على ا مجموع  ا كامل  
𝑚−1  با تمام. 3شعاعاً. وهذا  ب ن أ ضاً أن ا مساف  ا دن ا هي 
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𝐸𝑏بدون عيود عل  عرض انق ا   إذا كيالات  WGNنق ا  اجيج عوصي أبيير 

𝑁0
. شكَّل هذا حانة خاصة ن مر ة ترمي  انق ا  ln 2 أكيبر من  

 ص ير عل  غو اعت ا ي نتل  انق ا  الخاصة جداا وعةوعة انقيود. pr(e) لا   كن دقيسإانضجيجية  بانقول 
 

 الأقنية المقط عة عديمة الذاكرة  1.7.8

( وتبرهن صننجتها. عد   دو DMC’sتبننرد هذه انفقر  لامر ة ترمي  انق ا  انضننجيجية لحانة خاصننة أخرى  لأع ية مقيَّعة من دون ذاكير  )
ا الخيار. الأول هو انف ل انبابس. ثمة    ان رييبان لهذ نضجيج ان وصي الأبيير في هذا انف ل وفيهذا مُبت رباا بعد كيل انت كييد عل  ا

قيَّعة ان  من دون ذاكير  
ُ
)احتةال  AEP  وعل  وج  الخ نننننننننوص بعد درا نننننننننة DMCأن انبرهان واانننننننننح عل  غو خاص في حانة انق ا  الم

لم نننادر مُقيَّعة من دون ذاكير . وانثاني هو إمكالاية تعةيي انبرهان ببنننهونة  كيةا ( Aggregate Exceedance Probabilityانتجاوز الإأالي 
قيَّعة من دون ذاكير  تبننننننلبننننننلُ دخل مُقيَّس عل  ان جو انتالي

ُ
    تةي k. في كيل زمن محدد kX, …, 1X=  X… ,  ننننننيُ اعش لاحقاا. نلق ا  الم

 .a±شنننارات غا الإألمثال  في انفقر  الأخير    كن ان مر إ  أاد ة اندخل عل  من انرموز. عل   ننن يل ا 𝒳مُدخَل انق ا  إ  أاد ة م تهية 
ذ انقرار باعتةاد الأاد ة  𝒳 نننننيكون انبنننننؤال الهام ه ا إن كيان من المةكن الات نننننال  وقوعية عل  ع ا  في حال اتخ  = {𝑎,−𝑎}  ع د ذن .

ن من اختيار الإشار  إ  تبلبل الخرج ان   يجرل انكشف م  . في الحانة الأكيثر عةوماا   ك ءاا  تُعتبر انق ا  عل  أغا ات ء من انق ا  بد
 كييفية.  QAMتكون مجةوعة الإشار  ع ار  عن مجةوعة  أن

قيَّعة ان  من دون ذاكير  ب غا ع ا  لها تبننلبننل خرج مُقيَّس
ُ
من تبننلبننل الخرج  kY . حيث كيل مُخرجkY, …, 1Y=  Yَ… , تعُرّف انق ا  الم

ف  عر  اا. في المثال  𝒴هو الاتقاء من أاد ة م تهية  يار أاد ة لاف انذكير   كن اختآوهو تابس احتةالي نلدخل وانضنننننننننجيج بير ق   نننننننننَ  نننننننننِ
𝒴الخرج عل  أغا  = {𝑎,−𝑎} بننننننتقِ ل.  كن نلق ا  أن تتضننننننةن

ُ
ذت فيها عرارات صننننننل ة عل  كيل إشننننننار  في الم نتعد ل ا توافس الحانة ان  اتخ 

وانكشنننف كيج ء داخلي  و نننيكون انبنننؤال الهام هو فيةا إذا ا نننتياع انتمي  في اندخل وف  انتمي  باعتةاد انقرارات ان نننل ة ذات الحرف 
 انواحد في الخرج  توفير ات ال موقوق. 

كي ير   مشنننننناب  إ  حدّ  الم تهية. ثمة خيار آخر تةثَّل الخيار الآخر في ا ننننننت،دام مخارج ما ع ل انقرار  بعد تكةيةها نتُلبّي شننننننرون الأاد ة 
عة من دون باخت نننننار   عتةد اختيار أاد ات ع ا  مُقيَّ   تةثَّل في وجود كياشنننننف  عيي لابننننن ة انننننجيج نوعار تةية مُكةَّةة بدلا من انقرار.

 ذاكير  عل  ات ء من مب نة الات ال انكُليّة مواوع اندرا ة.
ف انق ا  ب اد ات بانعةوم  لا دخمت أ ضنناا )عرل  توصننَّ

ُ
اندخل والخرج فجبننت  ونكن بانوصننف الاحتةالي نلةُ،رجات باشننتان الم

𝑿𝑛الاحتةالي نلةُدخمت من ع ل مبنننننننننننت،دم انق ا (. نيكن دخل انق ا  هو اختيار انوصنننننننننننف = (𝑋1, X2, . . . , 𝑋𝑛 )
𝑇 ني  ه ا عل  إ    مر

 عبرَّ عن الخرج بنن م ينننننة ذات ان نننننننننننننننلنننننة. وبير قنننننة مشنننننننننننننننننننابهنننننة  ُ  ول فت  انق نننننا  أو انننننننننننننننةن أل زمن أكيبر من أو  بننننننننننننننننننناول انفت  ا
)nY, …, 1Y= ( 

n
Y   من أجل انق ا .DMC عُرَّف احتةال مجةوعة الخرج   n  ّعل  مجةوعة اندخل  اا شر يn نيجقس: 

𝑃𝑌𝑛|𝑋𝑛(𝓎1, . . . , 𝓎𝑛| 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =∏𝑃𝑌𝑘|𝑋𝑘(𝓎𝑘|𝑥𝑘)

𝑛

𝑘=1

 
(64.8) 

𝑃𝑌𝑘|𝑋𝑘(𝓎𝑘حيث  = 𝑗|𝑥𝑘 = 𝑖) نكل  𝑗 ∈ 𝒴 و𝑖 ∈ 𝒳  هي تابس فقط ننننننننننننننننننi و j ونيل نل من k ر ياا عل   ننلبننلة دخل . بانتالي  وشننَ
نكل عيي  𝑃𝑖,𝑗مُعيا   تكون رموز الخرج مبتقلّة ونكل م ها توزع شَر ي  عتةد فقط عل  رم  اندخل الموافس.  رم  لهذا انتوز ع انشَر ي بننننننننننننننن 

𝑖 ∈ 𝒳 و 𝑗 ∈ 𝒴  أل 𝑃𝑌𝑘|𝑋𝑘(𝓎𝑘 = 𝑗|𝑥𝑘 = 𝑖) = 𝑃𝑖,𝑗 ومن وَّ توصنننننننننننننننف انق ا  عل  غو كيامل ب اد ة اندخل  وب اد ة الخرج  وبتابس .
 . الإر الأو م فوفة  الإر ال.  بة  تابس انتوز ع انشَر ي عاد  تابس 𝑃𝑖,𝑗انتوز ع انشَر ي 

قيَّعة من دون ذاكير  ان  دُر ت عل  غو مُكثَّف في انب وات انننننننننننن BSCتعّد  انق ا  المت اظر  الإق الاية )
ُ
المااية  في  60( أكيثر انق وات الم

𝒳هذه انق ا   = {0,1}  𝒴 = 𝑃0,1  ودُقس {0,1} = 𝑃1,0 وبانتالي  وصِّف هذا انعدد المفرد .𝑃0,1   انق اBSC تعُد  ع ا  انضجيج ان وصي .
دخمت المتعاكيبننننننننننننة انقي ية وانقرارات ان ننننننننننننل ة في الخرج باعتةاد انتجيح الأعمةي  WGNالأبيير 

ُ
مثالاا عل  انق ا  المت اظر   MLذات الم

ثل  ذات  ول انلَِّ  ة انك ير BSC. وعل  انرعي من اندرا ة المكثفة ننننننننننننننننن BSCالإق الاية 
ُ
لة    ق  انبؤال المتعلس بانرمازات الم ت صِّ

ُ
وببا تها الم

من حيث احتةال الخي  الأدنى( بدون إجابة. وبانتالي فإنَّ لامر ة ترمي  انق ا  انضنننجيجية  وان  ت نننف الخ نننايص المت وعة لاحتةال  )مُثل 
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 الخي  المةكن الح ول علي  بانتمي  تلعت دوراا مهةاا في انتمي .
 

 السعة 2.7.8

عدَّل . فيةا ت ذ انفقر  انتاDMCنلق ا   Cتعُرِّف هذه انفقر  انبنننعة 
ُ
عدِّل  أن من  Rنية  بعد تعر ف الم

ُ
انذل تدخل في  المعلومات إ  الم

 ييروهو عل  لاق  . و عُرف هذا ب لا  انعكل ن مر ة ترمي  انق ا  انضجيجيةR > C المبتجيل الح ول عل  ات ال موقوق عل  ع ا  إذا كيان
. وكيةا في دليل R > C ات نننننننننننننننال موقوق عل  غو اعت ا يّ لأل عيي ت ألا  من المةكن الح نننننننننننننننول عل  ما ورد في انفقر  الأخير  وان  بيّ 

 < R من انبعة أكيثر موقوعية ب  اد   ول انلَِّ  ة  بي ةا لا  كن دقيس ذن  من أجل انرمازات المتعامد    كن جعل الات ال  عدلات أعلّ 

C. 
 م عي  بانعمعة 𝑃𝑌𝑛|𝑋𝑛(𝔂𝑛 | 𝒙𝑛)   نيكنnو ول  ننننلبننننلة  معيا  DMCتعُرَّف انبننننعة بدلانة ع ارات الاتوبي مت وعة. فةن أجل ع ا  

𝑝𝑋𝑛(𝒙ونيكن  (64.8)
𝑛) ثّل تابس احتةال كييفي شنننننننننننننننامل اختاره المبنننننننننننننننت،دم في اندخل ُ ,Xn, …, 1X ؤدل هذا إ  الاتوبي مشنننننننننننننننتك  .

H[𝑿𝑛𝒀𝑛]كن تج يت  إ  (37.2) . من انعمعة :  
H[𝑿𝑛𝒀𝑛] = H[𝑿𝑛] + H[𝒀𝑛|𝑿𝑛 ] (65.8) 

𝐻[𝒀𝑛|𝑿𝑛 ]حيننث  = 𝐸[− 𝑙𝑜𝑔 𝑃𝑌𝑛|𝑋𝑛(𝒀
𝑛|𝑿𝑛)] لاحظ ألانن  ونكون .𝐻[𝒀𝑛|𝑿𝑛]  عُرِّف عل  ألانن  انتوع س عل  كيننل من𝑿𝑛  و𝒀𝑛  

 :بير قة معاكيبة 𝐻[𝑿𝑛𝒀𝑛] كن تج ية الالاتوبي المشتك  .𝑿𝑛 بفرض 𝒀𝑛وكيذن  عل  انتوزع انشَر ي نن  𝑿𝑛فهو  عتةد عل  توز ع 
H[𝑿𝑛𝒀𝑛] = H[𝒀𝑛] + H[𝒀𝑛|𝑿𝑛  ] (66.8) 

H[𝑿𝑛]   لارى أن:(66.8)و (65.8) بضيّ انعمعتذ − H[𝑿𝑛 |𝒀𝑛] = H[𝒀𝑛] − H[𝒀𝑛|𝑿𝑛] ُ  . المعلومات بة  هذا انفرق في الالاتوبي
;I(𝑿𝑛و رم  لها بن  𝒀𝑛و  𝑿𝑛بذ  انت ادنية 𝒀𝑛):وبانتالي   

I(𝑿𝑛; 𝒀𝑛) =  H[𝑿𝑛] − H[𝑿𝑛𝒀𝑛] =  H[𝒀𝑛] − H[𝒀𝑛|𝑿𝑛] (67.8) 

;I(𝑿𝑛نلةقدار الأول في  𝒀𝑛)تفبنننننننننننننننير م يقي. في ترمي  الم  س  تُمثِّل   H[𝑿𝑛]   عددَ ان تّات الميلوب نتةثيل دخل انق ا . إذا لامرلاا إ
H[𝑿𝑛 |𝒀𝑛من الخرج   كن تفبير  𝔂𝑛عيةة عي ة محدَّد   = 𝔂𝑛]  عل  أغا عدد ان تات الميلوب نتةثيل𝑿𝑛  بعد مشاهد  عي ة الخرج𝔂𝑛 .

;I(𝑿𝑛. وبننانتننالي  كن اعت ننار 𝒀𝑛هي انقيةننة المتوعَّعننة نننذننن  عل  H[𝒀𝑛|𝑿𝑛] لاحظ أن  𝒀𝑛)  عل  أغننا تقليننل الارتينناب  أو عنندد ان تننات
أما المقدار  ادمة.ترمي  انق ا  انضننننجيجية في انفقر  ات يية انق الميلوب نلةواصننننفة  بعد اجتياز انق ا .  ننننتقود هذه ان د هية إ  عكل لامر ة

;I(𝑿𝑛انثاني في  𝒀𝑛) (64.8) فهو الأ هل معاتةا. ب خذ نوعار تي المقدار في  

H[𝒀𝑛|𝑿𝑛] = ∑H[𝑌𝑘|𝑋𝑘 ]

𝑛

𝑘=1

 
(68.8) 

 :( نجد19.2 و ا أن الالاتوبي نبلبلة من انرموز انعشوايية محدد  من الأعل   جةوع الحدود الموافقة )الامر انتةر ن

H[𝒀𝑛] = ∑H[𝑌𝑘]

𝑛

𝑘=1

 
(69.8) 

 : كون (68.8)و  (67.8)وبانت د ل في 

I[𝑿𝑛; 𝒀𝑛] ∑H[𝑋𝑘; 𝑌𝑘]

𝑛

𝑘=1

 
(70.8) 

،رجات مبتقلّة أ ضاا  وانعمعتان 
ُ
دخمت مبتقلّة  فإن الم

ُ
. والمعلومات انت ادنية مُحققتان عل  غو متباو   (70.8)و (69.8)إذا كيالات الم

I[𝑿𝑛; 𝒀𝑛]  في كيل زمنk تابس فقط نتابس كيتلة الاحتةال pmf) )Probability Mass Function لأجل kX إذ إن احتةالات الخرج انشَر ية  
مُحدَّد من الأعل  بانقيةة انعمة  نلةعلومات انت ادنية  (70.8)المعلومات انت ادنية في انعمعة  عل  اندخل مُحدد  بانق ا . ومن وَّ  فإن حدّ 

 انق ا .  عةعل  توز ع اندخل. تعُرَّف هذه انقيةة انعمة  ب غا 
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𝐶 = max
𝑝
∑∑𝑝𝑖𝑃𝑖,𝑗 log

𝑃𝑖,𝑗
∑ 𝑝ℓ𝑃ℓ,𝑗ℓ∈𝒳

𝑗∈𝒴𝑖∈𝒳

 (71.8) 

𝑝حيننننث  = (𝑝0, 𝑝1, . . . , 𝑝𝒳−1)   منننن خوذ  من الأانننند ننننة( هي مجةوعننننة احتةننننالات اننننندخننننل𝒳 إن انقيةننننة انعمة  من مجةوعننننة .)
𝑖ونكل من  ip ≤ 0 احتةالات اندخل هذه  مُرل ة بنننننننننننننننننننننننن ∈ 𝒳  و∑ 𝑝𝑖 = 1𝑖∈𝒳 انبنننننننننابس مُحدَّب في. إن انتابس p ومن و فإن دقيس الحد  

𝑝0:   عل   نننننننننننن يل المثال  تكون انقيةة انعمة  ع دBSCالأع نننننننننننن  عةلية م اشننننننننننننر ة ففي  = 𝑝1 = 1 𝐶و  ⁄2 = 1 + 𝑃0,1 log  𝑃0,1 +

𝑃0,0 log  𝑃0,0 ا أن حدود  .C انعليا 𝐼(𝑋𝑘; 𝑌𝑘)  نكلk  وعل  غو متبننننناو  إذا كيان انتوز ع عل  𝑋𝑘  هو انتوزع انذل اقس الحد الأع ننننن  
 :فإن

𝑰(𝑿𝑛; 𝒀𝑛) ≤ 𝑛𝐶 (72.8) 

دخمت مُبتقلِّة ومُختار  بالاحتةالات انعُمة  في
ُ
 .(71.8) وعل  غو متباو  إذا كيالات أيس الم

 
 عكس نظرية ترميز القناة الضجيجية 3.7.8

عدَّل 
ُ
ُ يَّ ة ألافاا عل  ألا  عدد  DMCلأجل انق ا   Rلاعُرف الم

( ان  تدخل انق ا  كيلةا iidالم  س الإق الاية المتبننننننننننننننناو ة الاحتةال ) أرعامالم
مر  ا نننت،دام نلق ا  دت اندرا نننة. ن فرض أ ضننناا أن هذه ان تات مُثِّلت  nبتاا دخلت الم  س وأرُ نننلت عبر  nRا نننت،دم ا انق ا . ن فرض أن 

H[𝑿𝑛]بير قة واحد نواحد. بانتالي فإن  𝑿𝑛 دُخمت انق ا   = 𝑛𝑅 وت خذ 𝑿𝑛 تبنننننننننناو ة الاحتةال مانقيي𝑀 = 2𝑛𝑅 د ان مر ة انتانية . دُدِّ
 .R > C بعيداا عن ان فر إذا كيان pr(e) عيي

   كون احتةال الخي  n. فةن أجل أل  ول نَِ  ة R > C انشرن اقس Rن فرض أن المعدَّل . C ببعة DMC ن درس ع ا  1.7.8 نظرية
   مُحدَّداا من الأ فل بن𝑿𝑛لا تباول اعةوعة �̃�𝑛  أل الاحتةال ب ن تكون اعةوعة MLوفس عاعد  انتجيح الأعمةي 

)ePr( R)) + e(Pr( bH  C R  (73.8) 

𝛼الالاتوبي الإق اني   𝐻𝑏(𝛼)حيث log 𝛼 − (1 − 𝛼) log(1 − 𝛼). 
 (73.8)    وبانتالي تعيي انعمعةpr(e)  1/2 و  داد  الما pr(e) = 0  بنناول ان ننفر ع دما (73.8): اتالات الأ ن من انعمعة مهحظة
 .R و Cانذل  عتةد فقط عل   pr(e) الحد الأدنى نن
H[𝑿𝑛]: لاحظ أن البرها  = 𝑛𝑅   (67.8) و (70.8)ومن انعمعتذ  H(𝑿𝑛) − H(𝑿𝑛|𝒀𝑛) ≤ 𝑛𝐶بانتالي  : 

H(𝑿𝑛|𝒀𝑛) > 𝑛𝑅  𝑛𝐶  (74.8) 

H(𝑿𝑛 | 𝒀𝑛   كون 𝒀𝑛من  𝔂𝑛من أجننل كيننل عيةننة عي ننة  = 𝔂𝑛)  بنننننننننننننننتقَ لننةالاتوبي عننادل.  فُنن  ترمي  انعي ننة
ُ
و كون  𝒙𝑛إ   𝔂𝑛 الم

Pr(Xnالخي  الموافس هو  احتةال ≠ x̃n|Yn = 𝓎n) . 
H(𝑿𝑛 | 𝒀𝑛    كن دنند نند الالاتوبي20.2 وكيةننا في انتةر ن = 𝔂𝑛) أولاا الالاتوبي الإق نناني فيةننا إذا  من الأعل  عل  ألانن  مجةوع  رفذ  

𝑿𝑛كيان  = 𝒙𝑛 لا  وقالاياا الاتوبي كيافة الأخياءم أ M  1  المةك ة في حال𝑿𝑛 ≠ 𝒙𝑛 أل   
H(𝑋|𝒀𝑛 = 𝔂𝑛) ≤ 𝐻𝑏(Pr(𝑒|𝔂

𝑛)) + Pr(e|𝔂𝑛) log(𝑀 − 1) 
داا   𝒀𝑛ومُعدَّلاا عل   log M = nR من الأعل  بالحد log(M  1) مُحدِّ

H(𝑿𝑛|𝒀𝑛) ≤ 𝐻𝑏(Pr(𝑒)) + 𝑛𝑅Pr(𝑒)  (74.8) 

 :نجد (75.8)و (74.8)بدمج انعمعتذ 

𝑅 − 𝐶 ≤
𝐻𝑏(Pr(𝑒))

𝑛
+ 𝑅Pr(𝑒) 

 .(73.8) غ ل عل  انعمعة 1من الأعل  بن  n/1 وبتجد د
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 عد  أن الأخياء انلَِّ  ية لا  كن إهمالها ع د معدلات أعل  من انبعة  إلا أغا لا تبتغا ت ذّ إإن ان مر ة انبابقة نيبت كيافية تماماا  إذ 
 4.3.4 . وكيةا تُ ذّ ان مر ةn   لاحتةال خي  ان ت أن   تهي إ  ان ننفر فيةاأن  تبنن ت كيل خي  نَِ   بخي  بت وحيد  وبانتالي  كن 

   أن ذن  لا  كن أن ا ل  نكن انبرهان لا  ضيف رؤ ة جد د  و وف لال ي  ه ا.[7] من
 

م  4.7.8 تقدِّ  نظرية ترميز القناة الضجيجية، جزء م 

تقدِّم من لامر ة ثمّ 
ُ
وانثالاية  . 𝑿𝑛 𝒀𝑛عل  الأج اء الم بنننجةة المشنننتكية  AEP)انتمي . الأو  هي ا نننت،دام )ة فكرتان حرجتان في ات ء الم

 نهي ان  تُ ذّ انع قر ة الحقيقية نشننننننالاون. فير قت  كيالات ب بننننننا ة اختيار كيل كيلةة رماز عشننننننوايياا  واختيار كيل حرف في كيلةة انرماز نيكو 
ُقيَّد بانق ا .( مس توزع اندخل اiidمبتقما وموزعاا بالاتمام )

 لم
عد  من أحدلاا في ان دء أن كيلةات انرماز عت أن تُختار مختلفة عل  غو كي ير بشنننننننننيء ما  نكنَّ حدس شنننننننننالاون  قول إن الا نننننننننتقمنية 

س صننننننننننجيجاا من ممحمة انرمازات الإق الاية المتعامد . ه ا تختلف كيل كيلةة رماز بيول  دستكفي.   تي بعير الح  nالأولي بكون هذا الحد 
موععاا  وهو ما  بنننننننناول عدد انفروعات المتو ننننننننط بخيار عشننننننننوايي.   تي الحدس الأولي الآخر من حقيقة أن  n/2 عن كيل كيلةة أخرى بننننننننننننننننننننننن

بنننننتقلّة iid)عد جُعلَت بحدها الأع ننننن   دُخمت ) nالمعلومات انت ادنية بذ مجةوعات اندخل والخرج ذات انعدد 
ُ
دخمت الم

ُ
. لا تبنننننةح الم

حال  تث ت ان مر ة  ة(  عتبر مُقاربة م يقية. وعل  أ iidترمي   نكن اختيار عدد محدود من كيلةات انرماز با نننننننننننننت،دام توزع )حقيقةا بقيود 
 انتانية أن هذه المقاربة تعةل.

ُرمِّ  كيلةات رماز عل  غو عشنننننننوايي إن لم  عَرف مُفك  انتمي  ماهي هذه انكلةات  نذا فإلا ا 
ت نننننننوَّر أن لانيل من الم يس أن  تار الم

 مُ ننننننةِّي المودم  تار هذه انكلةات و دخلها في كيل من المر ننننننل والمبننننننتق ل. من المفتض أن الم ننننننةي  تبر رمِازهُ ع ل توز س مم ذ ان بننننننخ
ةال من تحول انعالم  نك  ا لا غتي نذن . غن ب بننننا ة لا خذ معدَّل الأداء انعام عل  كيل الخيارات انعشننننوايية. وبانتالي  ت نف فضنننناء الاح

M   كيلةة رمازiid) مُبتقلة من نَِ  ة  ولها )n مت وعة بر انة  m 0  مُختار  عل  غو عشوايي حيث  m  M  1   ُرَمِّ . ترُ ل عيةة
تدخل الم

𝑥𝑚انعي ة الموافقة 
𝑛  من كيلةة انرماز ذات انتتيتm  بتقَ لة

ُ
،تار  عشوايياا وتُدمج مس انضجيج نتعيي  لبلة انعي ة الم

ُ
.  قُارنِ مُفكِّ  𝔂𝑛الم

جتةلة والم،تار  عشنننننننننوايياا ) عَلي مُفك  انتمي  Mمس انر نننننننننايل  𝔂𝑛انتمي  بعد ذن  
ُ
𝒙0 الم

𝑛, . . . , 𝒙𝑀−1
𝑛 نك   لا  عرف  m و تار الأرجح )

إن المبنننن نة لا  توجد ا ننننتقمنية وااننننجة بذ كيل الحدود انعشننننوايية  فأمبنننن نة ببننننيية  بنننن نة مُعقَّد   ونكن  ا  من بي ها.   دو ألا ا ا ننننت دن ا
 اتد د   وعل  غو مفاجئ  ببيية.

(. من الأ نننننهل  ولهذه المبننننن نة عل  وج  الخ نننننوص  أن لابنننننت،دم شنننننيئاا (AEPدُلَّل كيلةات انرماز الم،تار  ومُخرجات انق ا   بننننناعد  
ولاعيده ه ا. نيكن  28.2 في انتةر ن انقول AEP. يخ دليل اننننننننننننننننننن  2  عير المبنننت،دم في انف نننلانقول AEPبنننة     ُ AEPاا عليما عن مختلف

𝑼𝑛 = 𝑈1, . . . , 𝑈𝑛  مجةوعة مكولاة منn ( رم ااiid عشنننننوايياا مُقيَّعاا انننننةن أاد ة )𝒰 واحتةالات نلجرف 𝑝𝑗  نكل𝑗 ∈ 𝒰 بعدها  ومن .
𝑆𝜀(𝑼  تعُرَّف اعةوعة ان ةوذجية بقو   > 0 أجل أل

𝑛)  من مجةوعة انعي ة ذاتn :ع  راا عل  ان جو انتالي 
𝑆𝜀(𝑼

𝑛) = {𝒖𝑛: 𝑝𝑗(1 − 𝜀) <
𝑁𝑗(𝒖

𝑛)

𝑛
< 𝑝𝑗(1 + 𝜀);    for all 𝑗 ∈ 𝒰}  (76.8) 

𝑁𝑗(𝒖حيث 
𝑛)  عدد مرات انمهور نلجرفj  في اعةوعة𝒖𝑛  ذاتn نتُ نننننننن جا عل   (76.8) ن في انعمعةاحداا.  ننننننننتُ،ت ننننننننر المتاججت

𝑁𝑗(𝒖انشكل  
𝑛) = 𝑛𝑝𝑗(1 ± 𝜀) (76.8)  وت  ح انعمعة 

𝑆𝜀(𝑼
𝑛) = {𝒖𝑛: 𝑁𝑗(𝒖

𝑛) = 𝑛𝑝𝑗(1 ± 𝜀);       for all 𝑗 ∈ 𝒰}  (77.8) 

ان  من أجلها  مهر كيل حرف مس انتدد المت ا نننت ان نننجيح تقر  اا. من أجل ع  نننراا  nإن اعةوعة ان ةوذجية بقو  هي اعةوعة ذات 
lim  عالاون الأعداد انك ير  أنمُعي     ذّ  εأل 

𝑛→∞
Pr (𝑁𝑗(𝑼

𝑛) = 𝑝𝑗(1 ± 𝜀)) =  (28.8 وبانتالي )الامر انتةر ن. jنكل  1
lim
n

Pr (𝑼𝑛 ∈ 𝑆𝜀(𝑼
𝑛)) = 1 (78.8) 

𝒑𝑈𝑛(𝒖. لاحظ أن 𝒖𝑛ع  راا في  nن درس احتةال اعةوعة المؤنفة من 
𝑛) = ∏ 𝑝

𝑗

𝑁𝑗(𝒖
𝑛)

𝑗:وب خذ انلوعار تي نجد . 
log p𝑈𝑛(𝒖

𝑛) = −𝑛H(𝑈)(1 ± 𝜀)             for 𝒖𝑛 ∈ 𝑆𝜀(𝑼
𝑛)  (79.8) 
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عرَّفة في انف ننل
ُ
. وببنن ت اننرور  أن  كون  2وبانتالي فللةجةوعة ان ةوذجية بقو  لافل الخ ننايص الأ ننا ننية مثل اعةوعة ان ةوذجية الم

 نكل حرف عدد نميي من مرات انمهور  فإن ن  خ ايص إاافية مفيد  في لامر ة انتمي  انمحقة.
𝑿𝑛𝒀𝑛زوج دخننليخرج ع ننا    nن نندرس مجةوعننة مؤنفننة من  = (𝑋1𝑌1), (𝑋2𝑌2), . . . , (𝑋𝑛𝑌𝑛) ( حيننث الأزواج المتعنناع ننة هيiid من .)

;pmf {𝑝𝑖𝑃𝑖,𝑗 تابس كيتلة احتةال X  ن فرض أن نكل XYأجل كيل زوج  𝑖 ∈ 𝒳, 𝑗 ∈ 𝒴}  حيث𝑃𝑖,𝑗  احتةال ع ور انق ا  من اندخلi   إ
بننتقَ لة. ت نن ح اعةوعة ان ةوذجية بقو   pmf. وهو انننننننننننننننننن jالخرج 

ُ
المشننتك نكلةة انرماز الم،تار  عشننوايياا ان  يخ إر ننالها وانبننلبننلة الموافقة الم

𝑆𝜀(𝑿
𝑛𝒀𝑛)  (77.8)المعيا  في 

𝑆𝜀(𝑿
𝑛𝒀𝑛) = {𝒙𝑛𝒚𝑛: 𝑁𝑖𝑗(𝒙

𝑛𝒚𝑛) = 𝑛𝑝𝑖𝑃𝑖,𝑗(1 ± 𝜀);      for all 𝑖 ∈ 𝒳, 𝑗 ∈ 𝒴} (80.8) 

𝑁𝑖𝑗(𝒙حيث 
𝑛𝒚𝑛)  ثِّل عدد أزواج x y في ((𝑥1𝑦1), (𝑥2𝑦2), . . . , (𝑥𝑛𝑦𝑛))  وان  فيهاx = i وy = j . دُقِّس انكلةات المر ننلة  ع دها

𝑿𝑛  واعةوعة المبتق لة𝒀𝑛 ما  لي: 
lim
n

Pr  ((𝑿𝑛𝒀𝑛) ∈ 𝑆𝜀  (𝑿
𝑛𝒀𝑛)) = 1  (81.8) 

log 𝑝𝑋𝑛𝑌𝑛(𝒙
𝑛𝒚𝑛) = −𝑛H(𝑋𝑌)(1 ± ε)       for (𝒙𝑛𝒚𝑛) ∈ 𝑆𝜀(𝑿

𝑛𝒀𝑛)  (82.8) 

𝑆𝜀(𝑿انننننننننةن اعةوعة  𝒙𝑛𝒚𝑛لا  إذا كيان أإن المي   اتةيلة في ان ةوذجية انقو ةّ هي 
𝑛𝒀𝑛) فإن  𝒙𝑛  عت أن تكون انننننننننةن𝑆𝜀(𝑿

𝑛)  و
yn  عت أن تكون اةن𝑆𝜀(𝒀

𝑛)نرؤ ة ذن   لافرض أن . (𝒙𝑛𝒚𝑛) ∈ 𝑆𝜀(𝑿
𝑛𝒀𝑛)ع دها تكون . 

𝑁𝑖(𝒙
𝑛) =∑𝑁𝑖𝑗(𝒙

𝑛𝒚𝑛)

𝑗

 

∈∑𝑛𝑝𝑖𝑃𝑖𝑗(1 ± 𝜀) = 𝑛𝑝𝑖(1 ± 𝜀)              for all 𝑖

𝑗

 

𝒙𝑛وبانتالي  ∈ 𝑆𝜀(𝑿
𝑛) وب فل انير قة نجد أن .𝓎𝑛 ∈ 𝑆𝜀(𝒀

𝑛). 
  ك  ا الآن ذكير لامر ة ترمي  انق ا  انضجيجية وبرُهاغا.

ونكل أ وال انلِ  ة ذات    > 0 ع دها ولأل. R < C أل معُدَّل قابت بحيث Rونيكن  Cببننننننعة  DMCن درس انق ا   2.7.8. النظرية
𝑀  ثمة رمازات نَِ  ة متوفر  فيها n انيول انكافي > 2𝑛𝑅   كيلةة رماز باحتةالات متبننننننننننننننناو ة بحيث اُقس احتةال الخي  وفس  ر قة انتجيح

 .Pr(e) >  المتاججة MLالأعمةي 
عرَّف آلافاا  حيث  كون  ولأجل أل  و  كيةا اعتُ  آلافاا  در ننننننننن ا احتةال الخي  مُعدَّلاا عل  الاختيار  البرها :

ُ
ل انعشنننننننننوايي نلرمازات الم

𝑀مُعييََذ  عنندد كيلةننات انرمنناز  R ومعنندَّل nنَِ  ننة  = ⌈2𝑛𝑅⌉ عنندَّل   كن
ُ
ر الم . و ننا أن رمننازاا واحننداا عل  الأعننل عننت أن  كون جيننداا بقنند 

 .Pr(e)   برهان ان مر ة بإق ات أن
بننننننننننت،دمة عن انتجيح الأعمةي  ونكن  ا أن 

ُ
لأل عاعد  ف   Pr(e)   مُثل   فإن برهان أنَّ  ML ننننننننننت،تلف عاعد  ف  انتمي  الم

معيا  نيجرل اختيارها لاحقاا  اُدِّد مفك   εترمي   نننننننننننيبرهن ان مر ة. انقاعد  ان   نننننننننننتُبنننننننننننت،دم هي ان ةوذجية انقو ةّ. أل  لأجل أل 
𝒙𝑚 قس فيها ان وج  �̃�  وجود 𝔂𝑛انتمي   بإعياء 

𝑛 𝔂𝑛  اننننننننةن𝑆𝜀(𝑿
𝑛𝒀𝑛) إذا وجد تماماا . �̃�  دقس هذا الاخت ار  أل انر ننننننننانة المفكوكية ة

ر لة �̃�تكون تل  انر انة المفكوكية بانت كييد خي   إذا اختلفت 
ُ
الاخت ار آلاف انذكير   �̃�أو مضاعفات  �̃�. إذا لم دقس m عن انر انة الم

 mضننناا خي   ومن و فإن انقيةة الحقيقية المفكوكية في هذه الحالات عير هامة في انبرهان. اُدَّد احتةال الخي   لأل ر نننانة  عُد  انكشنننف أ 
Pr(𝑿𝑛𝒀𝑛مُر نننلة  من الأعل  بشنننر ذ  الأول  ∉ 𝑆𝜀(𝑿

𝑛𝒀𝑛)) حيث𝑿𝑛𝒀𝑛   ر نننليالمبنننتق ل  وانثاني  احتةال أن تكون كيلةة
ُ
هما ان وج الم

با ت،دام لافل  iid)واختيرت كيل واحد  برموز ) 𝒀𝑛. إن كيلةات انرماز الأخرى مُبتقلَّة عن 𝒀𝑛رماز أخرى نموذجية عل  غو مشتك مس 
ر لة. ن فرض   pmfانن 

ُ
 حدود الاجتةاع نجد إحدى هذه انكلةات. با ت،دام  �̅�𝑛كيةا في كيلةة انرماز الم

Pr(𝑒) ≤ Pr((𝑿𝑛𝒀𝑛) ∉ 𝑆𝜀(𝑿
𝑛𝒀𝑛)) + (𝑀 − 1)Pr((�̅�𝑛𝒀𝑛) ∈ 𝑆𝜀(𝑿

𝑛𝒀𝑛)) (83.8) 

𝑀. كيةا إن /2 أن الحد الأول  باول بحدِّه الأع   (81.8)كي ير  عل  غو كيافي  تُ ذّ   nمن أجل عيي  − 1 ≤ 2𝑛𝑅وبانتالي .: 
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Pr(𝑒) ≤
𝛿

2
+ 2𝑛𝑅 Pr((�̅�𝑛𝒀𝑛) ∈ 𝑆𝜀(𝑿

𝑛𝒀𝑛)) (84.8) 

عيا .  𝔂𝑛 ان ةوذجية عل  غو مشننننننننننتك مس 𝒙𝑛عل  ألا  مجةوعة  ننننننننننم ننننننننننل اندخل  𝐹(𝔂𝑛)نتجليل الحدّ انثاني من انعمعة  لاعُرِّف 
ُ
الم

𝔂𝑛تكون هذه اعةوعة فارعة إذا كيان  ∉ 𝑆𝜀(𝒀
𝑛) لاحظ ألا  من أجل .𝔂𝑛 ∉ 𝑆𝜀(𝑌

𝑛)  تكون 
𝑝𝑌𝑛(𝔂

𝑛) ≥ ∑    𝑝𝑋𝑛𝑌𝑛(𝒙
𝑛𝔂𝑛) ≥    ∑   2−𝑛H(𝑋𝑌)(1+𝜀)

𝑥𝑛∈𝐹(𝓎𝑛)𝑥𝑛∈𝐹(𝓎𝑛)

 

𝑝𝑌𝑛(𝔂 . و ا أن(82.8)حيث ت تي انممبننننننناوا  الأخير  من انعمعة 
𝑛) ≤ 2−𝑛H(𝑌)(1−𝜀)  وذن  من أجل𝔂𝑛 ∈ 𝑆𝜀(𝒀

𝑛) لابنننننننت تج أن  
 نموذجية دُقِّس 𝔂𝑛لأل  𝐹(𝔂𝑛)في  nعدد اعةوعات 

|𝐹(𝔂𝑛)| ≤ 2𝑛[H(𝑋𝑌)(1+𝜀)−H(𝑌)(1−𝜀)] (85.8) 

تذكير أن ان ةوذجية ) �̅�𝑛مر ا الاحتةال الأعمةي ننننننننننننننننن  |𝐹(𝔂𝑛)|ه الأعل  هو في حدّ  𝐹(𝔂𝑛)اةن  �̅�𝑛هذا  ع  أن احتةال أن تقس 
�̅�𝑛 مُبتقلَّة عن𝒀𝑛 ونكنَّ لها لافل انتوزع الحافّي نن𝑿𝑛 َّومن وَّ فإن .) 

≤ 2−𝑛[H(𝑋)(1−𝜀)+H(𝑌)(1−𝜀)−H(𝑋𝑌)(1+𝜀)] Pr((�̅�𝑛𝒀𝑛) ∈ 𝑆𝜀(𝑿
𝑛𝒀𝑛)) 

= 2−𝑛{𝐶−ε[H(𝑋)+H(𝑌)−H(𝑋𝑌)]}  

𝐶 حقيقة أن:حيث ا ت،دم ا  = H(𝑋) − H(𝑋|𝑌) = H(𝑋) + H(𝑌) − H(𝑋𝑌)  نجد(84.8)وبت د ل ذن  في انعمعة   
Pr(𝑒) ≤

𝛿

2
+ 2𝑛[𝑅−𝐶+𝜀𝛼]  

𝛼حيث  = H(𝑋) + H(𝑌) + H(𝑋𝑌)أخيراا  باختيار . 𝜀 = (𝐶 −) (2𝛼)⁄ وُ   ح من أجل عيي نن  n   ّكيافِ:  كي ير  إ  حد 
Pr(𝑒) ≤

𝛿

2
+ 2−𝑛(𝐶−𝑅) 2⁄  ≤ 𝛿 

ل شنننر  فجوى إن انبرهان الآلاف هو انبرهان الأ نننا ننني انذل عدّ  فضنننَّ
ُ
ضنننافة. من الم

ُ
م  شنننالاون  مس انقليل من انشنننروحات وانتفاصنننيل الم

بنننتقَ لة ال  nانبرهان دون أل من الإببنننيلون أو اندنتا. إن أزواج اعةوعة 
ُ
ر نننلة والم

ُ
نموذجية باحتةال كي ير  ونلأزواج ان ةوذجية  (𝑿𝑛𝒀𝑛)الم

عاد  احتةال حافّي  𝔂𝑛وانضجيج انعشوايي(. ونكل خرج نمييّ  𝑿𝑛)متضة ة كيما من الاختيار انعشوايي ننننننننننننننننن   𝑛H(𝑋𝑌)−2عاد  الاحتةال 
2−𝑛H(𝑌)  ومن أجل كيل .𝑿𝑛 2نمييّة   وجد بشننننننننننكل رييل𝑛H(𝑋|𝑌)  مُدخما من مجةوعات n  نمييّة عل  غو مشننننننننننتك مس𝔂𝑛  وهذا هو(

جوهر انبرهننان(. انندث الخينن  إذا اختيرت إحنندى هننذه اعةوعننات نتكون كيلةننة رمنناز )عير كيلةننة انرمنناز ان  أرُ نننننننننننننننلننت فعلينناا(. و ننا أن 
= 𝑛𝐼(𝑋;𝑌)−2نمييَّة بالإأال  فإن ج ءاا م ها  nمجةوعة   2𝑛H(𝑋)ثمَّة 2−nC   نميي  عل  غو مشتك مس𝔂𝑛 .بتق لة

ُ
 الم

و عُدَّل ت اعص  nت وِّدلاا براهذ حد ثة ن مر ة ترمي  انق ا  انضنننجيجية بحدود عليا أفضنننل لاحتةال الخي . تت اعص هذه الحدود أُ نننيّاا مس 
 .R  C مُهةَل فيةا جداا إ  حدّ  ُ   ح ص يراا 

 
 نظرية ترميز القناة الضجيجية في حال الضجيج الغوصي الأبيض 5.7.8

قيَّعة زم ياا ب اد ة مُدخمت ومُخرجات حقيقية أو عُقد َّة كييفية  نكنَّ انقيام  DMC كن تو نننيس لامر ة انتمي  نلأع ية 
ُ
نتشنننةل الأع ية الم
 بذن  بتعةيي ودعة ر اايَّذ صعت ب دوات ا في انوعت انراهن.

ح انشنننننرون دخل وخرج  𝑌𝑘و 𝑋𝑘 ان   كون انتعةيي  نننننهما  قتضننننناها. نيكن عة ا بذن  ه ا نلق ا  ان وصنننننية المقيَّعة زم ياا  وان  توانننننِّ
𝑌𝑘  ون فرض أنَّ kان من  انق ا  في = 𝑋𝑘 + 𝑍𝑘  حيث𝑍𝑘~𝒩(0, 𝑁0 2⁄ ومُبننننننننننتقل عن الإشننننننننننار  وانضننننننننننجيج في كيل  𝑋𝑘 مُبننننننننننتقل عن (
E[𝑋𝑘. ون فرض أن اندخل مُقيَّد في انلجمة انثالاية نلقيةة الأوعات

2] ≤ 𝐸ومن وَّ  كون   E[𝑌2] ≤ 𝐸 + 𝑁0   اُدَّد 3.8 من انتةر ن .⁄2
 :من الأعل  بن Yالالاتوبي انتفاالي نن 
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h(𝑌) ≤
1

2
log  (2𝜋𝑒(𝐸 + 𝑁0 2⁄ )) 

(86.8) 

,Y 𝒩(0دُقَّس هذه انعمعة عل  غو متبننننننننننننننناو  إذا كيالات  𝐸 + 𝑁0 2⁄ ,X 𝒩(0وبانتالي إذا كيالات  ( 𝐸) ومن أجل أل دخل .x   مُعي
h(𝑌|𝑋  كون  = 𝑥) =

1

2
log(2𝜋𝑒 𝑁0 2⁄ عدَّل عل  فضاء اندخل نجد:  وب خذ (

ُ
 الم

h(𝑌|𝑋) =
1

2
log(2𝜋𝑒 𝑁0 2⁄ ) (87.8) 

h(𝑌))بت نكل ا نت،دام ع ا ( عل  أغا انقيةة انعمة  نننننننننننننننننن  C  نُ عرِّف انبنعة DMCوعل  غو مُماقل لحانة انق ا   − h(𝑌|𝑋)  مُرلَ ة
 نجد (87.8)و (86.8). بدمج انعمعتذ E قَي د انلجمة انثالايةب

𝐶 =
1

2
log (1 +

2𝐸

𝑁0
) 

(88.8) 

  ُ كن تكةيي R < C بان ت نكل ا ت،دام ع ا   وبحيث Rب با ة عل  هذه الحانة. فةن أجل أل عيةة معيا  نننننن  2.7.8 تُي َّس ان مر ة
قيَّعة الموافقة عر  ة من 

ُ
 . ع دها تُي َّس ان مر ةRوبشننننكل خاص أكيبر من  Cفضنننناء دخل وخرج انق ا  عل  غو لااعي بحيث تُ نننن ح انبننننعة الم

  وقوعية عانية.  كن أ ضاا تو يس عكل لامر ة انتمي . C  و كن إر ال مُعدّلات عر  ة كييفياا من 2.7.8
قيعة زم ياا وان  تبنننننت،دم  WGNأما من أجل ع ا  انضنننننجيج ان وصننننني الأبيير 

ُ
  Pمركي ة متعامد  في انثالاية ومُقيَّد  با نننننتياعة  2Wالم

𝐸 135ُ   ح انتقييد نكل مُركيِّت متعامد = 𝑃 (2𝑊)⁄  وتُ  ح انبعةtC  المقا ة بان ت في انثالاية هي صي ة شالاون انشهير 
𝐶𝑡 = 𝑊 log (1 +

𝑃

𝑊 𝑁0
) 

(88.8) 

 .2Wوتقييد نلةركي ات المتعامد  في انثالاية نن  Pمس تقييد في ا تياعة اندخل نن  WGNهذه هي إذاا  عة ع ا  انضجيج ان وصي الأبيير 
شنكلة ه ا في Pبا نتياعة  Wوبا نتقراء هذه ان تيجة بع ا ة  نجد أغا أ ضناا تُمثِّل  نعة ع ا  مبنتةر  زم ياا ومُقيَّد  بعرض ح مة 

ُ
. تكةن الم

إن انفرق   ف0جداا بعرض الح مة  فم  كن إر ال معلومات ان تَّة. أل  إذا أدُخل بت واحد إ  انق ا  ع د ان من  ألا  إذا كيان اندخل م قيَّداا 
شننننننننكَّلة بانرم  

ُ
شننننننننكَّلة بانرم   1في الموجة الم

ُ
فا  ر  لا  كن أن  -  وبانتالي  وبحبننننننننت لامر ة بالي 0ع ل ان من  0عت أن  كون  0والموجة الم

بنننت،دَ 
ُ
ة في كيافة م كون عير صنننفر ومُحدَّد ب نننرامة في عرض الح مة. لا   دو هذا الأمر ذا مع  من وجهة لامر ه د نننية  إذ إنَّ نلةوجات الم

 .الاسميان مي اله د ية ا تياعة مُهةلة ونك ها لا تباول ان فر خارج عرض الح مة 
   فإن ج ء > 0 ندخل محدود الح مة  من انضنننننننننننننننرورل ان دء بانقيد انذل ادد ألا  لأجل أل (89.8)بانتالي  لا نننننننننننننننت،دام انعمعة 

1)  (  من انياعة عل  الأعل عت أن  قس اننةن عرض الح مةW ع دها   نن ح الات ننال الموقوق ممك اا ع د أل مُعدَّل .tR  مُعي  بان ت
عيا  في انعمعة  tCمن  في انثالاية وأعل

ُ
  مهةا كيالات صننننن ير   فةن الم يس أن لادعوها  0 < . و ا أن هذا صنننننجيح لأجل كيل عيي(89.8)الم

ت،دام من ا نن اودود  الح مة. ولا  عتبر هذا الأمر عضننية في ت ننةيي لامام الات ننال  لألا  لابدّ  WGN ننعة ع ا  انضننجيج ان وصنني الأبيير 
رشجات المعروفة عل  غو وا س ب غا لا  كن أن تكون محدود  الح مة تماماا.

ُ
 الم

 
 الرمازات العَودي ة )التلافيّة( 8.8

ل  غو وا نننس   عل  انرمازات انلَِّ  ية  نكنَّ انرمازات انعَود ةّ تُبنننت،دم أ ضننناا عترُكيِّ  لامر ة انتمي   وعل  وج  الخ نننوص مُبره ات انتمي 
 ثونيل لها بشنننكل  أ نننا نننيّ هيكلية نِ  يّة.  كن ا نننت،دام هذه انرِّمازات  نننواء كيان عرض الح مة مُقيداا أم لا.  ننن عيي مثالاا فيةا  لي حي

  )مُعي  بعدد بتات اندخل نكل بت ع ا (. وعل  غو أعيّ  1/2 ن ن  مُعدَّلإنكل بت دخل ه اك بتان خرج.  قال عن مثل هذا انرماز 
ع  نننننننننننننننراا من بتات اندخل ولأل عدد  bع  نننننننننننننننراا من بتات الخرج نكل مجةوعة مؤنفة من  mعيي مثل هذه انرمازات مجةوعة مؤنفة من تُ 

 .b/m .  قال عن مثل هذه انرمازات أن لها مُعدَّل b < m > 0 صجيح كييفي اقس
                                                           

ن بحدها حال، أن ا معلوما/ ا متباد   تكو   كل م كب متعامد أو كل اً كمعدَّل زمني.   س من ا صعب أن نب ن، على أ كان ا ق د م حققاً   إذاكنا متهاون ن في عدم توص ف  135
 الأ صى عند استخدام نفس ا طا   في كل م كب متعامد.



 الكشف، الترميز، وفك الترميز

262 
 

قيَّس. ونكن بدلاا من أن  كون ند  ا تبلبل دخل واحد وتبلبل خرج واحد  ند  ا ه ا    ش   انرماز انعَودل إ  حدّ 
ُ
رشِّح الم

ُ
 bكي ير الم

عي  ه ا فإن عدد تبنلبنمت اندخل mتبنلبنل دخم و
ُ
  وبانتالي  عُيي m = 2 وعدد تبنلبنمت الخرج b = 1 تبنلبنل خرج. ونلةثال الم

،رجات في انرماز انعَودلّ إق الاية وعرل بِ َّ خرج نكل ب
ُ
دخمت والم

ُ
قيَّسة الم

ُ
ح الم رشنننننننننننننننِّ

ُ
ت دخل. ثمة اختمف آخر بذ انرماز انعَودلّ والم

 .8.8 . ن درس المثال أدلااه في انشكل 2اتةس وفس المقاس

 
 ا عَوديّ مثال عن ا  ِّماز  :8.8 الشكل

،رجات نلةثال الآلاف هي
ُ
 إن معادلات الم

𝑈𝑘,1 = 𝐷𝑘⨁𝐷𝑘−1⨁𝐷𝑘−2 
𝑈𝑘,2 = 𝐷𝑘              ⨁𝐷𝑘−2 

ُرمَّ  من تيارَ ن إق الايَّذ ب وج من تيار إشننننار   2ن مقاس ان خييَّ اومن وَّ فإن تيارَلّ الخرج هما عَود 
نتيار اندخل. ُ كن تمثيل هذا ان وج الم

الإشننننار  أن اُشننننر و عُدَّل بتيار إشننننار  من لا ضننننات لاا كو بننننت .  كن لهذا ان وج من تبننننلبننننل a من مثل الإشننننارات المتعاكيبننننة انقي ية
عدَّل. ُ كن بعدها تعد ل إشار  الح مة انقاعد ة هذه إ  ح مة انتةر ر وإر الها.

ُ
 بضعف الم

 .9.8  كن ببهونة رؤ ة ب ية هذا انرماز عل  أغا مُخيط لجعر شة تشابكيّةلج كيةا هو مُ ذَّ في انشكل

 
  ع  ش  ا متشابك : ج ى عَنون  كل عمل   انتقا    با دخل وا خ ج ا موافق.مخطط ا :9.8 الشكل

ُرمِّ  ع د كيل فت   8.8 ونفهي مُخيَّط انعر شنننننننة انتشنننننننابكية هذا  ن محظ من انشنننننننكل
بالأرعام الإق الاية انبنننننننابقة   kألا  جرى توصنننننننيف الم

𝐷𝑘−1  و𝐷𝑘−2 نننذا فننإن نلةُرمِّ  أربس حننالات مُحتةَلننة  موافقننة لأربس عيي مُحتةَلننة من ان وج .𝐷𝑘−1, 𝐷𝑘−2 وبننإعينناء أل من هننذه الحننالات .
ُرمِّ  والحانة ان  تلَي تعتةدان عل  اندخل الإق اني الحالي.

هذه الحالات الأربس مرت ة عةود اا و مهر  9.8  ُ ذّ انشنننننننننننننننكل الأربس  فإن خرج الم
ُرمِّ  ابتدأ ع د انفت  

𝐷−1بن  0ان من أفقياا. لافرض أن الم = 𝐷−2 = 0. 
دخلذ انبنننننابقذ. في هذه الحانة  كون  𝑘نلةثال انبنننننابس   عتةد الخرج في انلجمة انعَودلّ في انتمي  

ُ
ول  عل  اندخل الحالي وعل  الم

دخمت  انعةوم   كن أن  عتةد الخرج عل  اندخل وعل . في  2انرماز عيَد
ُ
. إذا كيان n انبننننننننننننننابقة  و عُرَّف  ول انقيد ع دها عل  ألا  nالم

ُرمِّ  رعي إق اني مُفرد ع د كيل فت   n ول انقيد 
n (  ع دها  كون ه اكk)ودخل الم

 حانة مُحتةلة  واتول مخيط انعر شننننننننة المتشننننننننابكة عل  2
n

 من أربس عُقد. م ية بدلاا عقد  في كيل لحمة ز  2
عييات 1لافاا    دأ انتمي  ع د ان من آوكيةا شنننننرح ا انرمازات انعَود ةّ 

ُ
 وعة  مت أخرىوأ ننننن اب  و تابس با نننننتةرار. عةلياا  وببننننن ت رَز م الم
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ل فران أخيران  فيإ  المرم    نندخلنن   𝐷𝑘0 من الأرعننام الإق ننالايننة. بعنند أن تنندخننل  0k  توعف المرم  بعنند ترمي  عنندد كي ير  ن قننُ  انفتتذ صنننننننننننننننِ

(𝑘0 + 𝑘0) و (1 + ُرمِّ  إ  الحانة (2
  وان  كيةا  ننننننن رى لاحقاا  مهةة جداا نف  0  و رج من المرم  أربعة أرعام مُرمَّ   أخير . وهذا  عيد الم

ُرمِّ  إ  الحانة n  غتاج إ  n ومن أجل الحانة انعامة بيول عيد انتمي .
𝑘0)2مُدخما إ   0k إأالاا   ؤدل. 0 صننننننفراا أخيراا لإعاد  الم + 𝑛) 

𝑘0مُخرجاا   عدَّل ترمي   [2(𝑘0 + 𝑛)]⁄ 0ن إ. وحيثk  عاد  كي ير  مقارلاة مسnانشنننننكل.   ذّ 1/2    ننننن مل لادعو هذا انرماز رمازاا ذا معِّدل  
 الموافس لهذه ان ها ة.ات ء من مخيط انعر شة المتشابكة  10.8

 
 توص ل ا نها   في ت م ز ا ع  ش  ا متشابك . :10.8الشكل 

 

 فك ترميز الرمازات العَوديةّ 1.8.8

هي بشنننننكل رييل لافل  ر قة ا نننننت،دام لامر ة انكشنننننف نمختيار بذ كيل زوج من كيلةات انرماز  انعَودلّ إن  ر قة ف  ترمي  انرماز 
تعامد(. ثمة فرق ببيط في المع   تةثَّل  من حيث الم دأ  في أن انتمي   ب وبعدها اختيار أفضل انكلةات )لافل انذل يخّ 

ُ
تةر عل  نلرماز الم

تاحة )ذات 
ُ
غو دايي. ع د إغاء انرماز  لا   ق  وجود لهذه المشنننننننننننننننكلة  ومن حيث الم دأ لا خذ انتجيح الأعمةي نكل كيلةات انرماز الم

 انيول اودود(.
ل ان تات عد iidرعام الإق الاية انداخلة هي )وكيةا هي انعاد   لافرض أن الأ ( ومتبنننننناو ة الاحتةالات.   دو هذا معقولاا إذا كيان تبننننننلبننننننُ

 .MLجرى ترمي ه مَ در اا. هذا  ع  أن كيلةات انرماز لأل  ول مُعي  متباو ة  مما  برر ف  انتمي  بير قة انتجيح الأعمةي 
ازات المبننت،دمة نت ننجيح الخي   كن ت ننةيةها عل  غو مبننتقل عن معييات ن انرمإبحيث  MLتُبننت،دم عاعد  انتجيح الأعمةي 

 الم در ان   تُ ل.
مبنننننتقل عن كيلةة انرماز  MLفي كيافة انرمازات عيد ان قاش   كون احتةال الخي  با نننننت،دام ف  انتمي  وفس عاعد  انتجيح الأعمةي 

ر لة. ولهذا تعُتبر  ر قة انتجيح الأعمةي متي ة من 
ُ
 ن احتةال الخي  مبتقل عن احتةال توز ع ان تات انداخلة.إحيث الم

(  هي دد د ماذا لاع  باحتةال الخي . في كيل الأمثلة آلافة انذكير  وبإعياء تبنننننننننلبنننننننننل رموز iidانقضنننننننننية الأخرى  بوجود مُدخمت )
مُبنننننننننننننننتقَ ل  حاون ا اختيار كيلةة انرماز ان  تجعل احتةال الخي  أصننننننننننننننن ر ما  كن نكافة كيلةات انرماز. الحل ان د ل هو في جعل احتةال 

 كن. وعد ت ذَّ أن الأ ننهل هو جعل احتةال خي  انتبننلبننل أصنن ر ما  كن الخي   وعل  غو م ف ننل  نكل رعي معلومات إق اني أعل ما 
 بذ كيلةات انرماز  كيةا اعت  آلافاا. MLونيل احتةال خي  ان ت. وهذا في الحقيقة ما ادث ع د ا ت،دام ا عاعد  انتجيح انعمةي 

انبننهونة    انتبننلبننل أصنن ر ما  كن. وإاننافة إ عن جعل احتةال خي ع د ف  انتمي  بهدف ت ننجيح الخي   لا  تلف الهدف كيثيراا 
رى  مُرمَّ   الم ننندر نتبنننلبنننل م ننندرل آخر أو إشنننار  أخ ة  ننن ت رييل  تةثل في أن اندخل الإق اني عاد  ما  كون لابننن،ةالمقتحة آلافاا  ثمّ 

 ML اعد  انتجيح الأعمةيوبانتالي فإن خي  واحداا في الخرج خيير بقدر خير عد  أخياء انننننننةن كيلةة انرماز.  ننننننن فتض ا نننننننت،دام ع
 فيةا  لي.



 الكشف، الترميز، وفك الترميز

264 
 

 خوارزمية فيتربي 2.8.8

. ن فرض حانياا أن انرماز عد أغُي وفس MLتعّتبر خوارزمية فيتبي خوارزميةا نت فيذ كيشف انرمازات انعَود ةّ وفس عاعد  انتجيح الأعمةي 
.  نننن قوم الآن بشننننر  الخوارزمية نلةثال انبننننابس وبافتاض اننننجيج عوصنننني . و نننن رى عر  اا أن لا فرق إن أغُي انرماز أم لم  ُ  َ 10.8 انشننننكل

أبييرة  نننننننننننننننيكون انتو نننننننننننننننس غو انرمازات انعَودّ ة انكيفية واانننننننننننننننجاا  فيةا عدا تعقيد انرموز في الحانة انعامة. من أجل أل دخل مُعي  
𝑑1, . . . , 𝑑𝑘0  َُّرم

,𝑣1,1  نيكُن انتبننلبننل الم 𝑣1,2, 𝑣2,1𝑣2,2, . . . , 𝑣𝑘0+2,2 2. ه اك𝑘0   2كيلةة رماز مُحتةلة  موافقة نننننننننننننننننن𝑘0  مجةوعة إق الاية مؤنفة
,𝑑1ع  راا  0kمن  . . . , 𝑑𝑘0 0  ومن عير المعقول نف  انتمي  أن لاقارن انتجيح نكل من كيلةات انرماز هذه. فةن أجل عيي كي ير  ننننk وحتى  

قاربة مُكلفة
ُ
 ن  في انشننننكلحال  أن ا ننننت،دام ب ية انعر شننننة المتشننننابكة ا ة. وعد ت ذَّ  عل  أ با ننننت،دام انتق يات الحد ثة   ننننتكون هذه الم

 هذا انتمي  عل  غو كي ير.  ك   ت بيط ف  9.8
,𝑑1 وافس كيل مُدخل  . . . , 𝑑𝑘0  وحتى  1)أل كيل كيلةة رماز( مبننننناراا معي اا عبر انعر شنننننة نلفت  من𝑘0 +   k  وكيل مبنننننار  في كيل فت  2

,𝑑1 وافس حانة عر شنننة خاصنننة. ن درس المبنننار ن  . . . , 𝑑𝑘0  و𝑑′1, . . . , 𝑑′𝑘0  عبر انعر شنننة وانلذ ن  رُاّن ب فل الحانة في ان من𝑘+  أل ان من(
  ولهةا +𝑘 ان من ( و  قيان معاا من ذن  الحذ ف ننننننناعداا. و ا أن المبنننننننار ن في لافل الحانة ع دk الم اشنننننننر بعد ت ير  اندخل والحانة في انفت 

دخمت بعند هنذا ان من  فنإن لهةنا لافل مُخرجنات انتمي  بعند هنذا ان من. بنانتنالي 
ُ
,𝑢𝑘+1,iلافل المن . . . , 𝑢𝑘0+2,i = 𝑢′𝑘+1,i, . . . , 𝑢′𝑘0+2,i  من

 .i = 1,2 أجل
𝑉𝑘,𝑖   عُي  بانعمعة 𝑉𝑘,𝑖 ا أن كيل خرج ع ا  )شننعاع عشننوايي(  = 𝑈𝑘,𝑖 + 𝑍𝑘,𝑖 و ا أن مت يرات انضننجيج ان وصنني 𝑍𝑘,𝑖  مُبننتقلة  هذا

,𝑣1,1 ع  ألا  من أجل أل خرج ع ا   . . . , 𝑣𝑘0+2,2
 : كون 

𝑣(𝑣1,1, . . . , 𝑣𝑘0+2,2|𝑑1, . . . , 𝑑𝑘0)

𝑓(𝑣1,1, . . . , 𝑣𝑘0+2,2|𝑑′1, . . . , 𝑑′𝑘0)
=
𝑓(𝑣1,1, . . . , 𝑣𝑘,2|𝑑1, . . . , 𝑑𝑘0)

𝑓(𝑣1,1, . . . , 𝑣𝑘,2|𝑑′1, . . . , 𝑑′𝑘0)
 

الأول.  𝑘وبقيا معاا من ذن  الحذ  فإن لابننن ة انتجيح تعتةد فقط عل  زوج الخرج  +𝑘بكلةات صنننراة  إذا الادمج مبننناران في ان من 
,𝑑1   كون ع دها 1وبانتالي إذا تجاوز اتالات الأ ن اننننننننننننننننننن  . . . , 𝑑𝑘0  أكيثر ترجيجاا من𝑑′1, . . . , 𝑑′𝑘0 ق  هذه الا نننت تاج صنننجيجاا بقيس   .

دخمت الأخير  
ُ
,𝑑𝑘+1ان مر عن انير قة ان  اختيرت فيها الم . . . , 𝑑𝑘0. 

لا  ع دما   دمج مباران ع د عقد   بقيس ان مر عن ماهية باعي المبار  فإن المبار الأكيثر ترجيجاا من بذ المبارات أ  رى بعد ذن  
لاقية الالادماج. وبانتالي فكلةا الادمج مبنننناران   ك  ا ا ننننت عاد المبننننار الأعل ترجيجاا ع د تل  ان قية. إن هو المبننننار الأكيثر ترجيجاا ع د 

نلةثال المدروس(   ق  فقط مبننننننار واحد  3ان نننننن رى ان  ت دمج ع دها المبننننننارات ) kهذا الا ننننننت عاد عل  غو تتابعي بدءاا من عيي  إجراء
 نكل حانة ع د كيل فت .

,ℎ(𝑑1د نننننداا  ن فرض ون كون أكيثر دننننن . . . , 𝑑𝑘)  هي الحننننناننننننة في ان من 𝑘+   بننننندخنننننل𝑑1, . . . , 𝑑𝑘 ونلةثنننننال تكون .ℎ(𝑑1, . . . , 𝑑𝑘) =

(𝑑1, . . . , 𝑑𝑘)  ون فرض أن: 
𝑓max(𝑘, 𝑠) = max

ℎ(𝑑1,...,𝑑𝑘)=𝑠
𝑓(𝑣1,1, . . . , 𝑣𝑘,2|𝑑1, . . . , 𝑑𝑘) 

 :بانتكرار 𝑘 كن بعد ذن  حباب هذه انكةيات عل  غو تكرارل نكل حانة ونكل زمن 
𝑓max(𝑘 + 1, 𝑠) = max

𝑟:𝑟→𝑠
𝑓max(𝑘, 𝑟) ∙ 𝑓(𝑣𝑘,1|𝑢1(𝑟 → 𝑠))𝑓(𝑣𝑘,2|𝑢2(𝑟 → 𝑠)) (90.8) 

𝑢1(𝑟في انعر شنننننننننننننة وتمثل  𝑠ان  لها الاتقال إ   𝑟حيث عرل دقيس الحد الأع ننننننننننننن  عل  مجةوعة الحالات  → 𝑠) و𝑢2(𝑟 → 𝑠)  مُخرجَي
ُرمِّ  الموافقذ نملاتقال من 

 . 𝑠إ   𝑟الم
ت ا نننت مس مربسّ المبنننافة انبنننان ة بذ WGN كن ت بنننيط انعمعة )نلضنننجيج ان وصننني الأبيير 

ُ
. ومن أجل uو v( ب خذ انلوعار تي  والم

,𝐿(𝑘. نيكن uو vحانة الإشار  المتعاكيبة انقي ية في المثال   كن ب با ة ت بييها أكيثر ب خذ اتداء ان  قيي بذ  𝑠) .هو اتداء ان  قيي 
L(𝑘 + 1, 𝑠) = max

𝑟:𝑟→𝑠
𝐿(𝑘, 𝑟) ∙ 𝑓(𝑣𝑘,1|𝑢1(𝑟 → 𝑠)) + 𝑣𝑘,2 𝑢2(𝑟 → 𝑠) (91.8) 
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𝑘)هذا  ع  ألا  من انضننرورل في كيل فت   + 𝑘و 𝑘نكل رابط في انعر شننة بذ  (91.8)  أن غبننت اتداء انداخلي في انعمعة (1 + 1  .
𝑘في انفت   𝑠نكل حانة  𝑟كيةا عت جعلها بالحد الأع ننننننننننن  عل   + 𝐿(𝑘. عت تخ  ن انقيةة انعمة  عل  انشنننننننننننكل 1 + 1, 𝑠)  نكل𝑠. 

 تخ  ن المبارات ان  ات  عت نلوصول إ  كيل لاقية الادماج. عت أ ضاا 
نَِ  ة مؤنفة    نننيُةيِّ  الخبراء في انبرمجة اند  اميكية )انفعّانة( هذه انير قة بوصنننفها مثالاا لم دأ انبرمجة انفعّانة. إن الحبننناب انكلي نف  ترمي

𝑘0)4بت معلومات  ت ا ننت مس  𝑘0من  + ُرمِّ  (1
 2𝑛ه اك    فإن2من  بدلاا  nانعَودلّ . في الحانة الأكيثر عةوماا ع دما  كون  ول عيَد الم

2𝑛(𝑘0حانة و   ح الحباب مت ا  اا مس  + إ   6. تُبتعةل خوارزمية فيتبي عاد  في حالات  كون فيها  ول انقيد معتدلاا  ن قل من (1
 . 2𝑘0خاصة بالمقارلاة مس    وفي هذه الحالات  كون الحباب معتدلاا 12

 ′𝑘 دُمجت ننعد  ′𝑘فإن كيافة المبارات ن ا ة   kالحباب الآلاف ع د انفت     تمر أحدلاا عاد  غا ة انلَِّ  ة ني دأ ف  انتمي . ع دما  تيّ لا 
ونيل   و  مر إ  احتةال الخي  بوصف  لجأحداث خي لج 𝑘0في هذه الحانة  ك  ا ف  انتمي  دون عيد عل  . 𝑘ب ضعة أ وال عيَد من  الأعلّ 

خي  نَِ  ة.



 الكشف، الترميز، وفك الترميز

266 
 

 
 ةــالخلاص 9.8

حلَّل هذا انف ننننننننل آخر مقيس رييل من لامام ات ننننننننال عام لاقية إ  لاقية بوجود اننننننننجيج  أل كييف لاكشننننننننف إشننننننننارات اندخل من 
ان بنن،ة انضننجيجية الموجود  في الخرج. كيان انتكيي  بشننكل رييل عل  انكشننف نوحده  أل كيان الافتاض ب ن باعي أج اء ان مام مُ ننةَّةة 

 أن المب نة المت قية هي كييف لابت،لص الإشارات.و 
في انعةوم  تعُتبر مبنننننن نة انكشننننننف اننننننةن هذا المفهوم بد هية. أل  بافتاض أن إح نننننناييات اندخل وانضننننننجيج معروفة  فإن المبنننننن نة 

و هذه انير قة معقد  بر. ت دالم يقية هي ف  ترمي  وفس الاحتةال انَ عدل الأعمةي: أوجِد الاحتةال انَ عدل نكافة انفرايات واختَ الأكي
 ما. ما ب  ئلة من ع يل هل نجرل كيشف تَبلبل أم كيشف بت  نكن هذه الأ ئلة هي تفاصيل إ  حدّ  إ  حدّ 

  أدت مبننننن نة انكشنننننف إ  كيثير من انرؤى وعةليات انت بنننننيط المثير  نمهتةام  خاصنننننة بان بننننن ة إ  ع وات ع د مبنننننتوى أكيثر دد داا 
لا   كن إهمال أ. إن أهي عةلية ت بننننننننننيط عل  وج  الخ ننننننننننوص هي م دأ انمأهمية  وانذل   ص عل  WGNانضننننننننننجيج ان وصنننننننننني الأبيير 

بنتق لة المتعامد  ان  لا دةل الإشنار 
ُ
أق اء كيشنف هذه  في  موانوع الاهتةام )أو الإشنارات ذات ان نلة إح نايياا(  وذن  مُركي ات الموجة الم

 الإشارات. بكلةات أخرى   كن ا تعةال المرشجات انتوافقية لا ت،مص المركي ات المتعامد  المع ية.
مي  أن  ُ يّر شننننكل نة كييف  كن نلت عدَّم ات ء الأخير من انف ننننل انتمي  وف  انتمي . ت يرَّ انتكيي  ه ا من ف  ترمي يكيشننننف إ  مبنننن 

لأل ب ية  MAPإشنننننننننننارات اندخل بحيث ععل ف  انتمي  أكيثر فاعلية. بكلةات أخرى   كن ت نننننننننننةيي كياشنننننننننننف احتةال بعَدل أعمةي 
 ال.إشار   نكن المب نة الحقيقية هي في ت ةيي كيل من ب ية الإشار  وانكشف لأداء فعّ 

   كن ع دها تخفيير احتةال الخي  عل  غو كييفيّ ب  اد  R < C ق ا  انضنننننننننننننننجيجية. فإذا كيانع د هذه ان قية  برزت لامر ة ترمي  ان
انكشننف  و  ول انلَِّ  ة )أو  ول انقَيد في حانة انرمازات انعَود ةّ(. هذا  ع  عدم وجود حل لجأمثليلج نلةبنن نة المشننتكية باختيار ب ية الإشننار  

   وانتعقيد.ونكن ثمة مقا ضة بذ احتةال الخي   وانت خير
ن نيل فقط انت ل ت عل  انضننننجيج  وإنما إجراء ذن  مس انقليل من انت خير وانتعقيد.  درس انف ننننل ولهذا فإن المبنننن نة عت أن تتضننننةّ 

 انتالي بعير هذه المبايل في  ياق الات ال انم لكي.
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A8  م لحق: اختبارات العتبة لنيمان بيرسونNeyman-Pearson  

تُمكن صياعت  عل  ألا  مقارلاة ن ب ة انتجيح بوجود عت ة. وعد  MAPرأ  ا  ابقاا أن أل اخت ار اق اني وفس الاحتةال انَ عدل الأعمةي 
وجد ألا   كن ان مر إ  كيثير من عواعد انكشنننننننف الأخرى عل  أغا اخت ارات عت ة عل  لابنننننننت انتجيح. إن أحد أهي مبنننننننايل انكشنننننننف 

 لا توجد فيها  ر قة . و بت،دم عاد  في الحالات ان اخت ار لايةان بير ونق اني انذل   دو فيها اخت ار انعت ة أمثلياا عل  غو رييل هو الإ
Pr{𝑒|𝑈نمحتةننال  𝛼بير نننننننننننننننون  توانننننننننننننننس عيةننة مق ونننة  -مق ونننة لاختيننار الاحتةننالات انقَ ليننة. في اخت ننار لايةننان =   مُرل ننةا بننانقينندن {1

Pr{𝑒|𝑈 = 1} ≤ 𝛼 واخت ار لايةان بير ننننننون هو اخت ار ععل عيةة  Pr{𝑒|𝑈 = بحدها الأدنى. و ننننننُ  ذّ فيةا  لي أن مثل هذا الاخت ار  {0
 هو بشكل رييل اخت ار عت ة. وع ل أن لاعرض هذا  غتاج إ  بعير الم يلجات وانتعر فات.

Pr{𝑒|𝑈عل  أغا  𝑞0(𝜂) ننننننن عرِّف  = عل  أغا  𝑞1(𝜂). وبير قة مماقلة لاعُرّف  <  > 0 حيث 𝜂من أجل اخت ار عت ة ذل عت ة  {0
Pr{𝑒|𝑈 =  .  <  > 0. إذا فةن أجل {1

𝑞0(𝜂) = Pr{Λ(𝑉) < 𝜂|𝑈 = 0};         𝑞1(𝜂) = Pr{Λ(𝑉) < 𝜂|𝑈 = 1} (92.8) 

limعل  أغنننننا  𝑞0(0)لاعُرِّف 
𝜂→0

𝑞0(𝜂)   ولاعرِّف𝑞1(0)   عل  أغننننناlim
𝜂→0

𝑞1(𝜂) من انواانننننننننننننننح أن .𝑞0(0) = وفي الحنننننالات ان ةيينننننة   0
𝑞1(0) = 𝑞1(0). وعل  غو أعي 1 = Pr{Λ(𝑉) > 0|𝑈 = أعننل من انواحنند إذا كيننان ثمننة مجةوعننة من   𝑞1(0). بكلةننات أخرى تكون{1

شننناهدات المبنننتجيلة انننةن 
ُ
𝑈الم = 𝑈نكنَّ لها احتةالاا موج اا انننةن  0 = limعل  أغا  (∞)𝑞0. بير قة مماقلة لاعُرِّف 1

𝜂→∞
𝑞0(𝜂)  و لاعُرِّف

𝑞1(∞)  عل  أغاlim
𝜂→∞

𝑞1(𝜂) ند  ا .𝑞1(∞) = (∞)𝑞0 و 0 = Pr{Λ(𝑉) < ∞} . 
Pr{𝑒|𝑈  بعت ة أو بدون  لادل  عل  Aأخيراا  من أجل أل اخت ار كييفي  = Pr{𝑒|𝑈  و𝑞0(𝐴)ب غا  {0 =  .𝑞1(𝐴)ب غا  {1

 136.م ج  الخي ي هذا انر ي ة ولابةّ 𝜂بوصفها توابس برامت ة ننننننننننننننننن  𝑞1(𝜂)و  𝑞0(𝜂)   ك  ا أن لار ي بيالاياا (92.8) با ت،دام انعمعة
لإشننننارات إق الاية متعاكيبننننة انقي ية. نقد شنننناهدلاا  (18.8) و (17.8) م ج  الخي  هذا لمبنننن نة كيشننننف نميية مثل ان  في 11.8  انشننننكل  ذّ 

𝑈المةثلة في  𝑣  تت اعص مجةوعة انقيي 𝜂ألا   ومس ز اد   =     تقل ∞إ   0من  𝜂. نذا  ومس ز اد  𝑞1(𝜂)وإلاقاص  𝑞0(𝜂)وبانتالي ز اد   0
 إ  انيبار الأعل . خفيرمن انيةذ الأ 11.8 الم ج  في انشكل

 
 𝜂 كتوابع ب امت     ا 𝑞0(𝜂)و 𝑞1(𝜂) منحني ا خطأ؛: 11.8 الشكل

–أ ضنننناا خط مبننننتقيي ُ ثّل الميل  11.8  انشننننكل  ذّ  𝜂  ع د ان قية(𝑞1(𝜂), 𝑞0(𝜂))  عل  م ج  الخي . تُ ذ انفراننننية المبنننناعد  انتانية
 أهمية هذا الخط.
,𝑞1())ع نند ان قيننة  𝜂−  فننإن خط الميننل  <  > 0   حيننث𝜂من أجننل كيننل  :1 الفرضااااااااااايااة 𝑞0(𝜂))  ّبكننافننة ان قننان  إمننا ألانن   ر

(𝑞1(𝜂′), 𝑞0(𝜂′))  عل  م ج  الخي  أو  قس دتها  كيةا ألا   قس دت(𝑞1(𝐴), 𝑞0(𝐴))  من أجل كيافة الاخت اراتA. 
 ع ل برهان هذه انفراية    عيي مثالاا عن م ج  الخي  نفضاء رصد مُقيَّس. 

0كيةا  لي:   1و 0م ج  الخي  لمثال  مُثِّلت في  انفرانننيتان  12.8  انشنننكل:   ذّ مثال عن الرصااد الم قط ع → +𝑎 1و → −𝑎 ن فرض .
ر ية عل  .  عُيي 3  و1  و1+  و3+  خذ فقط أربس عيي مُقيَّعة هي:  𝑉أن انرصنننند  انشننننكل الاحتةالات نكل عيةة من هذه انقيي شننننَ

                                                           
1 في مجال ا  ادا ، ن سم ب ان اً  136 − 𝑞0(𝜂)  كتابع  ا𝑞1(𝜂)  سمى هذا خصاأص تشغ ل ا مستقبل  .(ROC) نحصل على 1/2 نا منحني ا خطأ عمود اً حول ا نقط إذا  لب ،

(ROC). 
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𝑈 = 𝑈و  0 = تتوافس عل   .1/4  و2/3  و3/2   و4ت خذ ع ديذ انقيي  Λ(𝑉)ت الإشنننننننار  ن  في انشنننننننكل فإن لابننننننن ة انتجيح . وكيةا تمّ 1
𝑣انتوالي مس  = 3, 1, −1,−3. 

𝑈أن  𝜂 قُرِّر اخت ار انعت ة ع د  = Λ(𝑉)وفقط إذا كيالات  إذاا  0 ≥ 𝜂  وبانتالي  وعل   ننننننننننننن يل المثال  من أجل أل𝜂 ≤ 1   فإن كيل ⁄4
𝑈اوتةلة تُمثَّل اةن  𝑣عيي  = 𝑞1(𝜂). في هذا اعال  تكون 0 = 𝑈لأنَّ  1 = 𝑞0(𝜂)تب ت دوماا خي ا. وكيذن   1 = 𝑈لأنَّ  0 = لا  0

1تُبنننننن ت خي ا أبداا. أما في اعال  4⁄ ≤ 𝜂 ≤ 2 𝛬(−3)  و ا أن ⁄3 = 1 𝑈اننننننةن  3  تُمثَّل انقيةة ⁄4 = وكيافة انقيي الأخرى اننننننةن  1
𝑈 = 𝑞1(𝜂). في هذا اعال  تكون 0 = 𝑈لألا   وع دما  0.6 = 𝑉ادث خي  إلا إذا كيان   1 = −3. 

2وب فل انير قة  تؤدل كيافة اخت ارات انعت ة اةن  3⁄ ≤ 𝜂 ≤ 3 𝑈اةن  3و  1  إ  عرار ُ ثِّل انقيةتذ ⁄2 =  3و 1وانقيةتذ  1
𝑈انننننننننننننننةن  = 𝑞1(𝜂)في هننذا اعننال  تكون . 0 = 𝑞0(𝜂) = 3  فثةننة عنناعنند  اتخنناذ عرار أخرى لأجننل وكيةننا هو مُ ذّ . 0.3 2⁄ ≤ 𝜂 ≤ 4 

𝜂وعاعد  عرار أخير  لأجل  > 4. 
 ؤدل إ  م ج  خي  هو ب بنننننننننا ة مجةوعة لاقان م تهية. ومن المةكن عةوعة مُخرجات مت ير    هذا المثال أن فضننننننننناء رصننننننننند مُ ت     ذّ 

ع دما  كون ه اك كيثير من لابنت ترجيح محتةلة ومحدود .  وانح انشنكل ماذا تع  انفراية با نتةرار أن تؤدل إ  مثل م ج  الخي  هذا 
 لم ج يات خي  مؤنفة من مجةوعة لاقان محدود .

–ن درس خط الميل  برها  الفرضااية: 𝜂  ع د ان قية(𝑞1(), 𝑞0(𝜂))أن تقا س اوور 11.8 . ه د نننياا لارى  كيةا هو موانننح بانشنننكل  
𝑞0(𝜂)انعةودل مس هذا الخط هو  + 𝜂𝑞1(𝜂) ونشننننننر  هذا الخط  دع ا لاعُرِّف .𝑝0 و𝑝1  عل  أغا الاحتةالات انقَ  لية بحيث𝜂 = 𝑝1 𝑝0⁄ .

 ع ديذ MAPفيكون احتةال الخي  الإأالي لاخت ار الاحتةال انَ عدل الأعمةي 
𝑞0(𝜂) = 𝑝0𝑞0(𝜂) + 𝑝1𝑞1(𝜂)  

= 𝑝0[𝑞0(𝜂) + 𝑛𝑞1(𝜂)];  𝜂 = 𝑝1 𝑝0⁄  (93.8) 

 
منحني ا خطأ  فضاء  صد م قطَّع.  وجد فقط خمس نقاط ت شكِّل "ا منحني" كل منها  توافق مع واحدة من  واعد  :12.8الشكل 

�̃� ا عتب  ا خمس . فقاعدة ا عتب  = 𝑣 على سب ل ا مثال هي فقط لأجل 1 = ,𝑞1(𝜂)) وتادي إ ى أن تكون 3− 𝑞0(𝜂)) =

𝜂 عند تلك ا نقط  من أجل 𝜂− بم ل خط مستق م .  ب ن ا شكل أ ضاً 2/3إ ى  1/4في ا مجال  𝜂  كل   م (0.6,0.1) = 1 2⁄ .
,𝑞1(𝐴)) تاكِّد ا ف ض   أن هذا ا خط  قع إما على أو تح/ كل نقط  من منحني ا خطأ وكل نقط  𝑞0(𝐴))  . لأي اختبا  آخ

، 1/4أو أصغ  من  2/3أكب  من  𝜂 إ ى أن تصبه (0.6,0.1) أو نقصانها  دو  هذا ا خط حول ا نقط  𝜂 لاحظ أنه مع ز ادة
 عندها  بدأ با دو ان حول ا نقط  ا تا    في منحني ا خطأ.

 :لافل الاحتةالات انقَ  لية هو ن  Aوبير قة مشابهة  نجد أن احتةال الخي  الإأالي لاخت ار كييفي 
𝑞(𝐴) = 𝑝0[𝑞0𝐴 + 𝑛𝑞1(𝐴)] (94.8) 

𝑞(𝜂)  11.8 من ان مر ة ≤ 𝑞(𝐴) غ ل عل : (94.8)و  (93.8)  وبانتالي  من انعمعتذ 
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𝑞0(𝜂) + 𝜂𝑞1(𝜂) ≤ 𝑞0(𝐴) + 𝜂𝑞1(𝐴) (95.8) 

–مس خط الميننل  هو تقننا س اوور انعةودل (95.8)رأ  ننا أن اتننالاننت الأ بنننننننننننننننر من انعمعننة  𝜂  ع نند ان قيننة(𝑞1(𝜂), 𝑞0(𝜂)) وبير قننة .
–تقا س اوور انعةودل مس خط الميل مشنننننننننننننننابهة  فإن اتالات الأ ن من انعمعة هو  𝜂  ع د ان قية(𝑞1(𝐴), 𝑞0(𝐴)) هذا  دلّ عل  أن .

,𝑞1(𝐴))ان قية  𝑞0(𝐴))  تقس إما عل  خط الميل– 𝜂  أو فوع  ع د ان قية(𝑞1(𝜂), 𝑞0(𝜂)) وهذا   ي س عل  كيل اخت ار .A   ا في ذن   
 كيل اخت ار عت ة.

(   كون 11.8 عابل نلتفاال )كيةا في الحانة الم ي ة في انشكل 𝑞1(𝜂)عل  أغا تابس نننننننن  𝑞0(𝜂)تُ ذّ انفراية ألا  إذا أعي  م ج  الخي  
–خط الميل  𝜂  عبر ان قية(𝑞1(𝜂), 𝑞0(𝜂))  مما نننننننننننناا لم ج  الخي  في ان قية(𝑞1(𝜂), 𝑞0(𝜂)).  وبانتالي  نننننننننننن شننننننننننننير فيةا  لي إ  هذا الخط

  كيةا هو معرَّف آلافاا 𝜂أبداا  نكن خط ظل  اا حقيقي اا نيل م ج ي 12.8 لم ج  الخي   لاحظ أن م ج  الخي  في انشنننننننننننكل 𝜂بوصنننننننننننف  ظل 
𝜂وم ذَّ في انشنننننكل من أجل  = 2 ,𝑞1(𝐴))  مازال  قس عل  أو دت كيافة لاقان م ج  الخي  وكيافة ان قان المةك ة ⁄3 𝑞0(𝐴))   كيةا برُهن

 آلافاا.
,𝑞1(𝐴))  تقس ان قية Aو ا ألا   ومن أجل كيل اخت ار  𝑞0(𝐴))  أو فوق كيل خط ظل  عل𝜂 أ ضناا عل  أو فوق أصن ر حدّ   فإغا تقس 
0أعل  لهذه الخيون اننننننةن اعال  ≤ 𝜂 ≤ 0حيث  ′𝜂.  ت س ذن  أ ضنننننناا  ألا  من أجل كيل ∞ ≤ 𝜂′ ≤ ,𝑞1(𝜂′))فإن ان قية  ∞ 𝑞0(𝜂′)) 

,𝑞1(𝜂′))ن إتقس عل  أو فوق هذا الحد وحيث  𝑞0(𝜂′))  تقس أ ضننننننناا عل  خط ظل𝜂′ فإغا تقس عل  أو دت أصننننننن ر حد أعل   وبانتالي  
 .𝜂أعل  لخط ظل  قس عل  هذا الحد. لابت تج أخيراا أن كيل لاقية من م ج  الخي  تقس عل  أص ر حدّ عت أن ت

لاقا اا من    فليل من انضنننننرورل أن تكون كيافة لاقان هذا الحدّ 𝜂أعل  لخط ظل  ومس أن كيافة لاقان م ج  الخي  تقس عل  أصننننن ر حدّ 
.  كن د نننيلها بتو نننيس اخت ارات انعت ة عر ت  أن كيافة ان قان عل  هذا الحدّ . و ننن رى عةا 12.8 م ج  الخي   كيةا لامحظ من انشنننكل

 .س َّ و م ج  الخي  الم نذا لادعو هذا الخط الحدّ 
قيَّس في انشننننكل 11.8 من أجل المثال في انشننننكل 

ُ
س هو لافبنننن  م ج  الخي . أما من أجل المثال الم   فإن 12.8 فإن م ج  الخي  المو ننننَّ

 م ج  الخي  المو َّس ن .   ذّ  13.8 انشكل
قيَّعة عل  غو أفضل  لافرض أن ج ء

ُ
–من تابس الخي  المو َّس هو خط مبتقيي ذو ميل  اا نفهي الحانة الم 𝜂∗  وامتداد أفقي هذا  وحي .
𝑈بفرض  Λ(𝑉)ب ن تابس انتوز ع نننننن  = Λ(𝑣) بحيثأو أكيثر  v ذات *V ولهذا توجد مجةوعة. * ع د في  عدم ا تةرار ة بقيةة  1 = 𝜂∗  

Pr و {𝒱
∗
|𝑈 = 1} = 𝛾  و Pr {𝒱

∗
|𝑈 = 1} = 𝜂∗𝛾 .أجل اخت ار الاحتةال انَ عدل الأعمةي  منMAP بعت ة *    فإن احتةال الخي

𝑣 الإأالي لا  ت قر إذا كُيشفت ∈ 𝒱
∗

𝑈 عل  أغا  = 𝑈 أو 0 = 𝑣 هدف ا هو كيشف. 1 ∈ 𝒱
∗

𝑈 بوصفها  = وهو ما  توافس مس أخفير ، 0
س. الهدف المعاكيل  كيشننف م ج  الخي  المبننتقيي منلاقية  ي ية عل  ات ء  𝑣 المو ننَّ ∈ 𝒱

∗
𝑈 بوصننفها  =   فير احتةال الخي  بإعياء 1

𝑈 = 𝑈 بإعياء و   د احتةال الخي  𝛾  قدار 1 = أل  توافس مس ان قية انيبننننننننننننار ة انعليا عل  ات ء المبننننننننننننتقيي من م ج    𝜂∗𝛾  قدار 1
  الخي  المو َّس.

 
–، و كل م ل 1. من ا ف ض   12.8 منحني ا خطأ ا موسَّع  مثال ا  صد ا م قطَّع موضوع با شكل :13.8 الشكل 𝜂  فإن خط ظل 
  لمس منحني ا خطأ. وبا تا ي فا خط ا واصل ب ن نقطت ن متجاو ت ن على منحني ا خطأ  جب أن  كون خط ظل   م له 

 ا موسَّع.ا خاص، ومن ثمَّ  جب أن  قع على منحني ا خطأ 
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𝑣  لم   يرِّ من الأمر كييف كُيشنننننننننفَت MAPلاحظ ألا  ع دما كي ا مهتةذ بانكشنننننننننف وفس الاحتةال انَ عدل الأعمةي  ∈ 𝒱
من أجل  ∗

𝑞0(بير ون  فإن ذن  ُ شكِّل فرعاا كي يراا إذ ت يرت  - أما من أجل اخت ار لايةان .∗𝜂انعت ة 
𝑞1(𝜂و (∗

في الحقيقة  ُ كن الح ول عل  . (∗
𝑣أل لاقية عل  الخط المبنننننننننننننتقيي المع  بكشنننننننننننننف  ∈ 𝒱
𝑈عل  غو عشنننننننننننننوايي. و ا أن احتةال اختيار  ∗ = )بإعياء  1إ   0  داد من  0

𝑣 ∈ 𝒱
,𝑞1(𝜂))(  تتجرك ان قيننة ∗ 𝑞0(𝜂)) عي . بكلةننات أخرى  إن  من انيبننننننننننننننننار الأعل  إ  ان هننا ننة انية  الأدنى

ُ
من مقيس الخط الم

س هو الم ج  انذل  ربط بذ  باني س  فإن  معي ة  ∗با ننت،دام اخت ار عت ة جرى اختياره عشننوايياا. ومن أجل  𝑞0و  𝑞1م ج  الخي  المو ننَّ
𝑣تل  انقيي  ∈ 𝒱
 فقط تُكشف عشوايياا. ∗

Pr{𝑒|𝑈عل   بير ننننننون هو اخت ار عت ة عشننننننوايي. ومن أجل انقَي د  - بان تيجة  فإن اخت ار لايةان = عل  اوور    نختار ان قية {1
Pr{𝑒|𝑈الأفقي لم ج  الخي  المو َّس ولابت تج انقيي الموافقة عل  اوور انعةودل بوصفها انقيي الأدنى نننننننننن  = . إذا وععت تل  ان قية من {1

 . ∗𝜂  ُ بت،دم اخت ار عشوايي  نلةشاهدات ذات لاب ة انتجيح ∗قيي من الميل م ج  الخي  المو َّس اةن مقيس الخط المبت
س هو أعلّ   أعل  نل،يون المبننننتقيةة  فهو تابس مُقعَّر. و ا أن نكل الخيون المبننننتقيةة ميما  ننننان اا  فهي حدّ   ا أن م ج  الخي  المو ننننَّ

عة  مس ا نتث اء ببنيط ذكير آلافاا ب لا   13.8  ا ةون 11.8 مت اع نة. ولهذا  تُمثِّل الأشنكال من 137توابس رتي ة الأداء انعام لم ج يات الخي  المو نَّ
 . 1نيل من انضرورل أن  كون في لاقان ان ها ة أحد احتةالات الخي  المباو ة نن

 بيرس. - تلُ،ِّص ان مر ة انتانية اخت ارات لايةان
س مقُعَّر ومت نناعص  A8.1.النظريااة  ,(∞)𝑞1) فعما بذ ان قننانم ج  الخينن  المو نننننننننننننننَّ 𝑞0(∞)) و(𝑞1(0), 𝑞0(0)) .وبوجود عنيَنن د   عل 

Pr{𝑒|𝑈 = Pr{𝑒|𝑈تعُي  أدنى عيةة نننننننننننننننن   {1 = عل  اوور الأفقي و كن د يلها من   بإحداقية م ج  الخي  المو َّس الموافقة نقيةة {0
 اخت ار انعت ة انعشوايي.

لأعمةي كيالات الاحتةالات انقَ  لية عير معروفة  فر ا غتاج نت،فيير الاحتةال اة ت ا ن  مهي  آخر في موانننننننننننننوع اخت ارات انعت ة. إذا  ثمّ 
. إن هدف ا هو جعل ه الأع ننننننننننننننن نل،ي . أل  لات نننننننننننننننوَّر الاتقاء اخت ار مت وعاا باختيار   يعي لاحتةالات ع  لية تعل احتةال الخي  في حدّ 

. minimaxبننة  الاخت ار ان اتج اخت ار الأصنن ريأكيبر )مي  ماكيل( .  ُ احتةال الخي  بحده الأدنى دت هذه انفراننية نلجانة الأكيثر  ننوءاا 
س مس  13.8 أو 11.8 وه د ننننياا  كن أن لارى في انشننننكل أن اخت ار المي  ماكيل هو اخت ار انعت ة انعشننننوايي ع د تقا س م ج  الخي  المو ننننَّ

45خط 
 الم يلس من م دأ الإحداقيات. 

𝑈إذا كيان ثمة ت اظر بذ  = 𝑈و  0 = س  نننننيكون مت اظراا  1   وتكون 45حول خط  )كيةا في الحانة ان وصنننننية( فإن م ج  الخي  المو نننننَّ
𝜂انعت ة ع د  = )أل أن اخت ار انتجيح الأعمةي هو أ ضننا اخت ار مي  ماكيل(. وتعتبر هذه لاتيجة هامة لمبننايل الات ننال ان وصنني  إذ  1

أل كيشننننننننننننننف المبننننننننننننننافة اندلايا  متذ  ع  ألا  لا  عتةد عل  احتةالات اندخل. إذا   ML أن انقرار وفس عاعد  انتجيح الأعمةي إغا ت ذّ 
 علة ا الاحتةالات انق  لية   ك  ا أن غ ل عل  لاتايج أفضل من اخت ار انتجيح الأعمةي ونكن نيل أ وأ.

  

  

                                                           
,(∞)𝑞1)و نكون أكث  د  ، فهو  تنا ص فعل اً ب ن نقاط ا نها    137 𝑞0(∞)) و(𝑞1(0), 𝑞0(0)). 
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8.E نـتماري 

, 𝑝1( ادرس مبننننننننننن نة اخت ار فرانننننننننننية إق الاية باحتةالات عنَ  لية a)انكشنننننننننننف الإق اني الأعل تكلفة( ) 1.8 𝑝0  و ترجيجات𝑓𝑉|𝑈(𝑣|𝑖)  حيث
𝑖 = 0, 𝑉وباشننننتان انرصنننند  صننننجيجاا. iع دما  كون  jكيلفة إعرار انفراننننية   𝐶𝑖𝑗. نتكن 1 = 𝑣   أوجد انكلفة المتوععة )عل𝑈 = 0, 1) 

𝑈لإعرار  = 𝑗  من أجل𝑗 = 0, 1 . 
 المتوععة اندلايا  عي  بانعمعة: أن عرار انكلفة بذّ 

𝑈𝑚𝑖𝑛𝑐𝑜𝑠𝑡 = arg   min𝑗[𝐶0𝑗𝑝𝑈|𝑉(0|𝑣) + 𝐶1𝑗𝑝𝑈|𝑉(1|𝑣)] 
(b ّبذ ):ألا   كن انتع ير عن عرار انكلفة الأدنى المذكيور آلافا عل  ألا  اخت ار انعت ة انتالي  

Λ(𝑣) =
𝑓𝑉|𝑈(𝑣|0)

𝑓𝑉|𝑈(𝑣|1)

≥ 𝑈=0
< 𝑈=1 

𝑝1(𝐶10 − 𝐶11)

𝑝0(𝐶101 − 𝐶00)
= 𝜂 

(c ر واخت ار انكلفة الأدنى هو مُعا ر  انعت ة  MAP أن انفرق انوحيد بذ اخت ار الاحتةال انَ عدل الأعمةي ان تايج الآلافة نت ذّ ( فبنننننننننننننننِّ
 ن كيلفة خي  كي ير  من لاوع ما تكافئ وجود احتةال عنَ  لي كي ير نتل  انفراية.أنت خذ انكلفة بالحب ان. أل 

 الاحتةال:تباو   مادرس انفرايتذ انتانيتذ  2.8
𝑈 = 0   ∶    𝑉1 = a cosΘ + 𝑍1 , 𝑉2 = 𝑎 sinΘ + 𝑍2, 
𝑈 = 1  ∶    𝑉1 = −a cos Θ + 𝑍1 , 𝑉2 = −𝑎 sinΘ + 𝑍2, 

1Z 2وZ ( هما(iid 𝒩(0, 𝜎2)و    ت خذ انقيي{−𝜋 4⁄ , 0, 𝜋 4⁄  .1/3 وكيل م ها باحتةال {
 . 2Vو 1V ع د رصد كيل من MLأوجد عاعد  انتجيح الأعمةي 

  ودون أل إجراء أ ة حبننننننابات حاول أن توجد عاعد  ذن  ونكل فراننننننية. بعد Z 0 = من أجل 2Vو  1V: ار نننننني مخيياا نقيي تلةيح
 اتخاذ عرار م يقية. و حاول أن تبرهن إغا مُثل . 

 :نيكن 3.8
𝑉𝑗 = 𝑆𝑗𝑋𝑗 + 𝑍𝑗       1من أجل ≤ 𝑗 ≤ 4 

;𝑋𝑗}حيث  1 ≤ 𝑗 ≤ ;𝑍𝑗}و iid 𝒩(0,1)هي  {4 1 ≤ 𝑗 ≤ ,iid 𝒩(0هي  {4 𝜎2)  ومبنننننننننننننننتقلّة عن{𝑋𝑗; 1 ≤ 𝑗 ≤ رصننننننننننننننند  . يخّ {4
{𝑉𝑗; 1 ≤  𝑗 ≤ ;𝑍𝑗}مبتقل عن  𝑈في خرج لامام ات ال وكيان اندخل متجول عشوايي إق اني مفرد  {4 1 ≤ 𝑗 ≤ ;𝑋𝑗}و {4 1 𝑗 ≤ 4} .

𝑈إذا كيان  = 𝑆1فإن  0 = 𝑆2 = 𝑆3و 1 = 𝑆4 = 𝑈 وإذا كيان 0 = 𝑆1فإن  1 = 𝑆2 = 𝑆3و  0 = 𝑆4 = 1 . 
(aأوجد لاب ة انتجيح انلوعار تةية ) 

LLR (𝑣) = ln (
𝑓𝑽|𝑈(𝒗|0)

𝑓𝑽|𝑈(𝒙
𝑛|0)

) 

(b بفرض )𝜀𝑎 = |𝑉1|
2 + |𝑉2|

𝜀𝑏و  2 = |𝑉3|
2 + |𝑉4|

,𝜀𝑎}. اشننننر  لماذا تُشننننكِّل 2  𝜀𝑏}  إح ننننايية كيافية لهذه المبنننن نة وعبر عن لابنننن ة
,𝜀𝑎}انتجيح انلوعارتمية بدلانة عيي انعي ات نن   𝜀𝑏} . 

(c أوجد انعت ة نلكشف وفس انتجيح الأعمةي )ML. 
(d :أوجد احتةال الخي . تلةيح )ممحمة:   رى لاحقاا أن هذا  تيابس مس انكشف الإق اني في خفوت را لي.6.1 راجس انتةر ن . 

لحانة انشننننعاع الحقيقي. عدِّل ان ننننور  والمعادنة في  MAPادرس انكشننننف الإق اني المتعاكيل انقي ية بير قة الاحتةال انَ عدل الأعمةي  4.8
 .(21.8) نتبرهن انعمعة اتبر ة بذ فرق مربس انياعة واتداء انداخلي في انعمعة 4.8 انشكل

∑  أل (35.8) ا ت،رج انعمعة 5.8. 𝓎𝑘,𝑗𝑏𝑘,𝑗 =
1

2
∫𝓎(𝑡)𝑏(𝑡)𝑑𝑡𝑘,𝑗 1/2 واشر  المعامل. 

 :في هذه المب نة  وف لابت،رج المتاججة انتانية 6.8
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(1 −
1

𝑥2
)

1

𝑥√2𝜋
𝑒−𝑥

2 2⁄ ≤ 𝑄(𝑥) ≤
1

𝑥√2𝜋
𝑒−𝑥

2 2⁄ ;            for   𝑥 > 0 (96.8) 

𝑄(𝑥)حيث  = (2𝜋)−1 2⁄ ∫ exp  (−𝑧2 2⁄ )𝑑𝑧
∞

𝑥
كي ير   فإن اتالات   xهي لجذ للج انتوزع انعادل.  هدف هذا إ  بيان  ألا  إذا كيالات  

 .𝑄(𝑥)الأ ن من هذه انممباوا   ثل حداا أعل  مُحكةاا عل  
((a  ّبا ت،دام تعد ل ببيط في المت يرات  بذّ أن: 

𝑄(𝑥) =
1

2𝜋
𝑒−𝑥

2 2⁄ ∫ exp(−𝓎2 2⁄ − 𝑥𝓎)𝑑𝓎
∞

0

 

((b  ّبذّ أن: 
1 − 𝓎2 2⁄ ≤ exp(−𝓎2 2⁄ ) ≤ 1 

 .(96.8) نتبت تج b))و a))ا ت،دم ان تيجتذ من 
0بحيث  و بذ أن الحدَّ انتالي   ق  من أجل  a)) (𝑄(𝑥))حدود أخرى عل   7.8 ≤ 𝛾 0و ≤ 𝜂𝜔: 

𝑄(𝛾 + 𝜂) ≤ 𝑄(𝛾) exp[−𝜂𝛾 − 𝛾2 2⁄ ] 

𝑄(𝛾: ابدأ بن تلةيح + 𝜂) = ∫ exp[−𝑥2 2⁄ ]𝑑𝑥
𝛾+𝜂

𝓎وا ت،دم ت د ل المت ير   = 𝑥 − 𝜂. 
((b  ا ت،دم انبؤال((a  نتُ ذّ ألا  من أجل كيل عيي𝜂 ≥ 0  

𝑄(𝜂) ≤
1

2
exp[𝜂2 2⁄ ] 

(c ا ت،دم )((a  0نتُ ذّ ألا  من أجل كيل عيي ≤ 𝜂 ≤ 𝓌  
𝑄(𝓌)

exp[−𝓌2 2⁄ ]
≤

𝑄(𝛾)

exp[−𝛾2 2⁄ ]
 

exp[−𝓌2زمن مُعامل  ت ير ب طء  𝓌ت تهي إ  ان فر مس ز اد   𝑄(𝓌)أن  (96.8)  انعمعةممحمة: ت ذّ  2⁄ عامل [
ُ
. هذا   ذّ أن الم

𝓌 ت اعص من أجل  ≥ 0. 
𝒜هي مجةوعة  مجةوعة الإشننار  المتعامد )مجةوعات الإشننار  المتعامد ( إن  8.8 = {𝑎𝑚 , 0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑀 − شننعاعاا متعامداا  M المؤنفة من {1

,𝒂𝑚〉ة أل  Eبياعة  متباو ة  ℝ𝑀في  𝒂𝑗〉 = 𝐸𝛿𝑚𝑗 . 
((a  بت مَي

ُ
 نكل بت معلومات. 𝐸𝑏المتو ية  بان ت نكل بعُد ن. احبت انياعة 𝒜من  pاحبت المعدَّل الم

((b  احبت مربس المبافة اندلايا𝑑min
2 (𝒜)   بذ لاقان الإشار  هذه. وبذّ أن نكل إشارM  1 .مجاور عر ت 

(c نيكن مت ير انضجيج )𝑁0  .Mعل  هذه اعةوعة من الإشارات ذات انعدد  MLنكل بعُد. صِف كياشف انتجيح الأعمةي  ⁄2
: مثِّل مجةوعة الإشنننننار  انننننةن تمدّد متعامد بحيث  كون كيل شنننننعاع متبنننننامت )متوازل( مس إحداقية واحد . بعدها ت نننننوَّر اتخاذ تلةيح

 عرارات إق الاية بذ كيل زوج من الإشارات اوتةلة.
𝓐ادرس اعةوعة  (8.8)مجةوعات الإشننننننننننننار  المتعامد ة تتةة انتةر ن  9.8 = {𝒂𝑚, 0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑀 − شننننننننننننعاعاا مُتعامداا في  Mالمؤنفة من  {1

ℝ𝑀  بياعة  متباو ةE. 
((a  ا ت،دم حدّ الاجتةاع نتُ ذّ أنPr{𝑒}با ت،دام انكشف وفس انتجيح الأعمةي   MLمحدود  بن   

Pr{𝑒} ≤ (𝑀 − 1)𝑄 (√𝐸 𝑁0⁄ ) 

((b  دع𝑀 → 𝐸𝑏مس بقننناء   ∞ = 𝐸 log𝑀⁄   ّالأعل  ننننننننننننننننننننننننننننننن  قنننابتنننة. بنننا نننننننننننننننت،ننندام الحننند𝑄(𝑥)   8.7في انتةر نbبذّ ألاننن  إذا كينننالانننت    
𝐸𝑏 𝑁0⁄ > 2 ln limفإن  2

𝑀→∞
pr(𝑒) = 𝐸𝑏شالاون عل   من حدّ  . كيي   دو هذا عر  اا 0 𝑁0⁄ ّبت مي  ؟ ما هو حد

ُ
 ؟ρالمعدَّل الم

تذكيَّر انتع ير اندعيس لاحتةال الخي  نلإشارات المتعامد  في انضجيج ان وصي الأبيير  a))نلإشارات المتعامد (  pr(𝑒))الحد الأدنى نن  10.8
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WGN (47.8) من انعمعة. 

Pr(𝑒) = ∫ 𝑓𝑊0|𝐀

∞

−∞

(𝓌0|𝒂0) 𝑃𝑟 (⋃(𝑊𝑚 ≥ 𝓌0|𝑨 = 𝒂0)

𝑀−1

𝑚=1

)𝑑𝓌0 

𝑊𝑚اشر    ت كيون الأحداث  ≥ 𝓌0 1 من أجل  M  m 1  ( مُبتقلة وموزعة بالاتمامiid وشَر يّة عل ) 0a=  A  و𝑊0 = 𝓌0. 
((b  أق ت انعمعتذ انتانيتذ من أجل أل𝓌0  

Pr (⋃(𝑊𝑚 ≥ 𝓌0|𝑨 = 𝒂0)

𝑀−1

𝑚=1

)   =   1 − [1 − 𝑄(𝓌0)]
𝑀−1 

≥ (𝑀 − 1)𝑄(𝓌0) −
[(𝑀 − 1)𝑄(𝓌0)]

2

2
 

(cعرِّف ) 
1
 بن )

1
(Q1)   M(:أق ت ما  لي . 

Pr (⋃(𝑊𝑚 ≥ 𝓌0|𝑨 = 𝒂0)

𝑀−1

𝑚=1

) ≥ {

(𝑀−1)𝑄(𝓌0)

2
1

2

         𝑓𝑜𝑟 𝓌0 > γ
1

       𝑓𝑜𝑟 𝓌0 ≤ γ
1

 

(d ّبذ )  َّأن: 
pr(𝑒) ≥

1

2
𝑄(𝛼 − γ

1
) 

(e َّبذّ أن )lim
𝑀→∞

γ
1
γ⁄ = γحيث  1 = √2 ln𝑀  ( وا نننننننت،دمها نتُقارن بذ الحد الأدنى في ات ءd مس الحدود انعليا نلجانتذ )2و 1 

pr(𝑒). وعل  وج  الخ وص  بذّ أنَّ 3.5.8 في انفقر  انفرعية ≥
1

4
γوذن  من أجل  

1
> 𝛼  ّفيها تجاوز انبعة(. )الحانة ان   تي 

(f ا ت،رج حداا أدنى ننننننننننننن )pr(𝑒) ( أايس من انذل فيd نلجانة حيث )γ
1
≤ α ّالأدنى انذل أوجدت  إ   . بذّ أنَّ لاب ة نوعار تي الحد

𝑀 قتب من انواحنند فيةننا  3.5.8 الأعل  في انفقر  انفرعيننة نوعننار تي الحنندّ  → . ممحمننة: إن هننذه الحنندود أكيثر لخ يننة من الحنندود ∞
 الآلافة.

بعُداا  nبان مر إ  الأشعة انعقد ة ذات  WGNانكشف نلأشعة انعُقد ة الإق الاية في انضجيج ان وصي الأبيير  4.3.8 انفقر لااعشت  11.8
𝒁بعُداا. نيكُن  nبعداا. ه ا  ننننن عالج الأشنننننعة م اشنننننر  عل  أغا أشنننننعة عُقد ةّ ذات  2nبوصنننننفها أشنننننعة حقيقية ذات  = (𝑍1, . . . , 𝑍𝑛)

𝑇 
𝒩(0,𝑁0حقيقية وتخيليّة  كيل م ها  عشوايية عوصية عقد ة لها مركي ات iid)شعاعاا من أشعة ) 2⁄ إق اني متعاكيل انقي ية   U. اندخل (

   U + Z هو V . وانرصدa أو a   خذ انقيةتذ
((a عي  احتةال  Z :بانعمعة 

𝑓𝑧(𝒛) =
1

(𝜋𝑁0)
𝑛
exp∑

−|𝑧𝑗|
2

𝑁0
=

1

(𝜋𝑁0)
𝑛
exp

−‖𝒛‖2

𝑁0

𝑛

𝑗=1

 

 هذه )أل احتةال من أجل أل وحد ؟(.اشر  ماذاُ تُمثِّل كيثافة الاحتةال 
((b  أعطِ عمعات نكل من𝑓𝑉|𝑈(𝒗|𝒂)  و𝑓𝑉|𝑈(𝒗|−𝒂). 
(cبذّ أنَّ نوعار تي لاب ة انتجيح نلرصد ) v عُي  بانعمعة : 

LLR(𝒗) =
−‖𝒗 − 𝒂‖2 + ‖𝒗 + 𝒂‖2

𝑁0
 

(d اشننننر  لماذا  قتضنننني هذا أن انكشننننف وفس انتجيح الأعمةي )ML  هو كيشننننف المبننننافة اندلايا )عرِّف المبننننافة بذ شننننعاعذ عقد ذ
 بوصفها متو ط انفرق بي هةا(.

(e ّبذ )ألا  تُمكن كيتابة  LLR(v) 4 عل  انشكلℜ(〈𝒗,𝒂〉)

𝑁0
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(f  دو شننننكل ات ء الحقيقي الآلاف   )4ℜ(〈𝒗, 𝒂〉) ر لماذا عت أن  كون نوعار تي لابننننت انتجيح حقيقياا. اشننننر  أ ضنننناا   مفاجئاا. أشننننِ
,ℜ(〈𝒗لماذا  يعيي ت د ل  𝒂〉)  بن|𝒗, 𝒂|  في انعمعة الآلافة لاتيجة بم مع  في اخت ارML. 

(g هل تُشكِّل مجةوعة ) ان قان{v: LLR(v) = 0} فضاء شعاع عقدل؟ 
 :عل  انشكل ℛ2𝑛بالأشعة  𝐶𝑛تابس  قُابل الأشعة في  Dن فرض  12.8

𝒂 = (𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛) → (ℜ𝑎1, ℜ𝑎2, . . . , ℜ𝑎𝑛 , ℑ𝑎1, ℑ𝑎2, . . . , ℑ𝑎𝑛) = 𝐷(𝒂) 
((a  اشر  لماذا𝑎 ∈ 𝐶𝑛  و𝑖𝑎(𝑖 =  .a ممتد عبر 𝐶𝑛محتوا  في انفضاء ات يي انعقدل وحيد ان عد من  (1−√
((b  ّأن بذ 𝐷(𝒂)  و𝐷(𝑖𝒂)  هي أشعة متعامد  فيℛ2𝑛. 
(c من أجل )𝒗, 𝒂 ∈ 𝐶𝑛 فإن إ نننننننننقان v   علa عُي  بانعمعة  𝒗|𝒂 =

〈𝒗,𝒂〉

‖𝒂‖

𝒂

‖𝒂‖
عل  انفضننننننننناء  𝐷(𝒗)هو مبنننننننننقط  𝐷(𝒗|𝒂). بذّ أن 

 . 𝐷(𝑖𝒂)و  𝐷(𝐚)ممتداا بن  ℛ2𝑛ات يي 
(d بذّ أن )𝐷 (

ℜ(〈𝒗,𝒂〉)

‖𝒂‖

𝒂

‖𝒂‖
 .𝐷(𝐚)عل   𝐷(𝒗)هو الإ قان الإاافي نن  (

𝑢ب ربس لاقان إشار   QAM-4ادرس  13.8 = ±𝑎 ± 𝑖𝑎 . افرض وجود اجيج عوصي بكثافة  يفية𝑁0  نكل بعُد. ⁄2
((a  ار نننننننننني مجةوعة الإشننننننننننارات وم ا س عرار انتجيح الأعمةيML  بننننننننننتقَ لة

ُ
. أوجد احتةال الخي  اندعيس 𝓎نقيةة انعيّ ة انعُقد ةّ الم

 .ML( عةوعة الإشار  هذه مُبت،دماا كيشف انتجيح الأعمةي Q)بدلانة انتابس 
((b 4 ادرس لامام-QAM  2بوصنننننننننننننننفها لامامي-PAM   ذ عل من  ℜ(𝑢)عل  انتوازل. أل أن عراراا بحبنننننننننننننننت انتجيح الأعمةي عد اتخ 

ℜ(𝑣)   ذ عل  ℜ(𝑢)عل   ML( نقرار انتجيح الأعمةي Q. أوجنند احتةننال الخينن  )بنندلانننة انتننابس ℑ(𝑣)من  ℑ(𝑢)وأن عراراا عنند اتخنن 
 .ℑ(𝑢)وبير قة مشابهة نلقرار عل  

(c اشر  انفرق بذ ما ) سُميّ خي ا في ات ء((a  وما سُميّ خي ا في ات ء((b. 
(d ا ت تج احتةال الخي  في ان مام )QAM  في ان مام  م اشر  من احتةال الخيPAM . 
    QAM-4مس لافل اعةعة QAM-4ادرس لامامي  14.8

𝑠0 = 1 + 𝑖  و𝑠1 = −1 + 𝑖  و𝑠2 = −1 − 𝑖  و𝑠3 = 1 − 𝑖 
 بإشار   نكن انتةثيلَذ مختلفان:وفي كيل لامام  ثَّل زوج من ان تات 

00     : 1انتةثيل → 𝑠0  01 → 𝑠1 10 → 𝑠2    11 → 𝑠3 
00     :2انتةثيل → 𝑠0  01 → 𝑠1 11 → 𝑠2    10 → 𝑠3 

ان تات مُبننتقلة وانواحدات والأصننفار متبنناو ة الاحتةال  وبانتالي ف قان اعةوعة مُرجَّجة بانتبنناول في ان مامذ. افرض أن الإشننارات 
ف  ترمي ها وفس عاعد  المبنننننننننافة اندلايا  وَّ جرى تمثيل الإشنننننننننار  بعد ذن  بانرعةذ الإق الايذ. أوجد احتةال الخي  )بدلانة انتابس  عد يخّ 

Q.نكل بت في كيم ان مامذ ) 
دخمت MAPنلكشننف وفس عاعد  الاحتةال انَ عدل الأعمةي  1.4.8 أعد صننياعة ان مر ة 15.8

ُ
,𝑈1. افرض أن الم . . . , 𝑈𝑛  مُبننتقلة ونكل

,𝑝0م ها توزع عَ لي  . . . , 𝑝𝑀−1 . 
 وانلتان مازانتا صالحتذ ه ا. (42.8)و (41.8) : ابدأ بانعمعتذتلةيح

 :(. نيكنMSKتتعلَّس المب نة انتانية ب مام ات ال رعةي  عُرف بانتعد ل )انت د ل( بالإزاحة ان  رى ) 16.8

𝑠0(𝑡) = {
√
2𝐸

𝑇
cos(2𝜋𝑓0𝑡)     if 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇

فيةا عدا ذن                    0
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𝑠1(𝑡) = {
√
2𝐸

𝑇
cos(2𝜋𝑓1𝑡)     if 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇

فيةا عدا ذن                    0
 

((a  احبت  اعة الإشارتذ𝑠0(𝑡)  و𝑠1(𝑡) ك   أن تفتض أن  .𝑓0𝑇 ≫ 𝑓1𝑇 و 1 ≫ 1. 
((b  أوجنننند شنننننننننننننننرو نننناا عل  كيننننل من𝑓0   و𝑓1    وانفت𝑇  الإشننننننننننننننننننارتننننان  نضنننننننننننننننةننننان أن تكون𝑠0(𝑡)  و𝑠1(𝑡)  وأن تكون متعننننامنننندتذ  

𝑠0(0) = 𝑠0(𝑇) = 𝑠1(0) = 𝑠1(𝑇)لماذا برأ   أن مثل هذا ان مام  دُع  تعد ما بالإزاحة ان  رى؟ . 
((c  اعتبر أن المعاممت اختيرت كيةا في((b.   وافرض أن الإشننننار𝑠0(𝑡)  أر ننننلت اننننةن𝑈 = أر ننننلت اننننةن  𝑠1(𝑡)وأن الإشننننار    0

𝑈 = ير . دع الإشار  المرصود  مباو ة عةوع الإشار  المر لة وانضجيج ان وصي الأبيترجيح متباو  . اعتبر أ ضاا أن انفرايتذ ذات 1
𝑁0ذل انكثافة انييفية   . أوجد انكاشف الأمثل تعل احتةال الخي  بحده الأدنى. ار ي مخيياا كيتلياا نتي يس مُحتةل.⁄2

((d  احبت احتةال خي  نلكاشف انذل أوجدت  في ات ء((c. 
. ونكل هوايي كياشنننف تعد ل  الخاص  وتعُي  a . الإشنننار  المر نننلة من انشنننكل𝑘0ادرس ات نننال اق اني إ  مبنننتق ل  ضننني هواييات  17.8

 بعد ف  تعد لها  بانعمعة:  0k  k 1 حيث k الإشار  المبتق لة من الهوايي
𝑉𝑘 = 𝑈𝑔𝑘 + 𝑍𝑘 

,𝑍𝑘~𝒩(0هي ربح الهوايي و  kZ كيةا أن.  U 1 = لأجل a وهي U 0 = لأجل +a هي U حيث  𝜎
هي انضنننننننننننجيج ع د الهوايي    (2

,𝑈كيل انقيي حقيقية  و  𝑍1, , 𝑍2, . . . , 𝑍𝑘0  مُبتقلّة. بان ي ة انشعاعية Z+  gU=  V  حيث𝑽 = (𝑣1, . . . , 𝑣𝑘0)
𝑇 .اإ 

((a  اعتبر أن الإشنننار  ع د كيل هوايي ا نننتق الk تثُقَّل برعي كييفي kq  وتُضنننيّ الإشنننارات عل  انشنننكل𝑌 = ∑ 𝑉𝑘𝑞𝑘 = 〈𝑽, 𝒒〉𝑘هو  . ما
 ؟Vبإعياء انرصد  Uنن  MLانكاشف وفس عاعد  انتجيح الأعمةي 

((b  ما هو احتةال الخي pr(e) لهذا انكاشف؟ 
((c  نيكن𝛽 =

〈𝒈,𝒒〉

‖𝒈‖‖𝒒‖
 . إلا في ت قيرها عل  qب ي ة لا تمهر فيها  pr(e) . عبرِّ عن

((d  حد ياا لماذا لا  ُ يّر ت د ل  أعط تفبيرااq   إcq  قيَل ِc  لا  باول ان فر  احتةال الخي pr(e). 
((e  اجعلpr(e)  بانقيةة اندلايا نكل خياراتq أو( .آلافاا ) 
((f هل من المةكن تخفيير pr(e) بإجراء كيشنننننننننننننف انتجيح الأعمةي  أكيثرML   عل𝑉1, . . . , 𝑉𝑘0  بدلاا من تقييد ألافبننننننننننننن ا إ  انتكيي ة

 الخيية نتل  المت يرات؟
((g  أعد ات ء((b   باعت ار أن مت يرات انضنننننننننننننننجيج لها ت ا  ات مختلفة  أل𝑍𝑘~𝒩(0, 𝜎𝑘

,𝑈. وكيةا في انبنننننننننننننننابس (2 𝑍1, , 𝑍2, . . . , 𝑍𝑘0 
 مُبتقلّة.

((h اجعل pr(e)   بانقيةة اندلايا في ات ء(g) نكل خيارات q. 
(a) 18.8  لم فوفة هادامارد𝐻1  ن أول رعي إق اني هو إ. إن ان مر إنيهةا عل  أغةا كيلةات رماز إق الاية أمر  ،يف حيث 01و 00ان فّان

وار نني بيالاياا هاتذ  a > 0 عل  انتوالي  حيث aو a بإشننارات 1و 0 مق. مثِّل انرموز لإومن وَّ لا اةل أ ة معلومات عل  ا 0دايةاا 
 ذل بعُد ن. اشر  دور ان ت الأول بدلانة تونيد إشارات متعامد . الإشارتذ عل  مبتو  

((b  نكل زوج من صننننننننننفوف  2اعتبر أن اعةوع وفس المقاس𝐻𝑏  هو صننننننننننف آخر من𝐻𝑏  لأل عددb صننننننننننجيح معي  حيث b ≥ 1 .
 .𝐻𝑏+1وا ت،دم هذا لإق ات لافل ان تيجة من أجل 

ن فَّذ في ان  ف الأول من ان فوف  وصفَّذ في ان  ف انثاني  وصفَّذ في  2: الامر عل  غو م ف ل إ  اعةوع وفس المقاس تلةيح
 لا فذ مختلفذ.
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  r < m > 0 برهن المباوا  انتجةيعية انتانية من أجل (a)( RM)رمازات  19.8

∑(
𝑚

𝑗
) =

𝑟

𝑗=0

∑(
𝑚 − 1

𝑗
) +

𝑟−1

𝑗=0

∑(
𝑚 − 1

𝑗
)

𝑟

𝑗=0

 

أو أعل من انواحدات. ادرس عل  غو م ف ننننننننننل  r دتول عل  الإق الاية ان  m الأول آلافاا  ثِّل عدد اعةوعات أن الحدّ : لاحظ تلةيح
 . 0وتل  ان  ت تهي بن 1عدد تل  اعةوعات ان  ت تهي بن 

((b   ا ت،دم الا تدلال عل𝑚  نت ذّ أن𝑘(𝑟,𝑚) = ∑ (𝑚
𝑗
)𝑟

𝑗=0 الات   نكيفية انتعامل مس .𝑟 = 𝑟و 0 = 𝑚. 
RM(𝑟,𝑚):(   ذّ هذا انتةر ن أولاا أنRM)رمازات  20.8 ⊂ RM(𝑟 + 1,𝑚) 0 من أجل  r < m و   ذّ أن .𝑑min(𝑟,𝑚) = 2

𝑚−𝑟. 
((a  بذّ ألا  إذا كيانRM(𝑟 − 1,𝑚 − 1) ⊂ RM(𝑟,𝑚 −  :  فإنّ  r < m 0   حيثr من أجل كيل عيي (1

RM(𝑟 − 1,𝑚) ⊂ RM(𝑟,𝑚)        وذن  من أجل كيل عيي r0   حيث  r < m. 
 .r = m و r = 0  ممحمة: الات   نقيي

((b  نتكن𝒙 = (𝒖, 𝒖 ⨁  𝒗)   حينننننث𝒖 ∈ RM(𝑟,𝑚 − 𝒗و   (1 ∈ RM(𝑟 − 1,𝑚 − 𝑑min(𝑟,𝑚. اعتبر أنَّ (1 − 1) ≤ 2
𝑚−1−𝑟 

𝑑min(𝑟 وأنَّ  − 1,𝑚 − 1) ≤ 2
𝑚−𝑟 .بذّ ألا  إذا كيالات x  2لا تباول ان فر  فإن فيها عل  الأعل𝑚−𝑟  واحداا. 

 تباول انتثقيل )عدد انواحدات( في كيلةة انرماز عير ان فر ة ذات انتثقيل الأدنى. 𝑑min: في انرماز الخيي   1تلةيح
 v ≠ 0و  u ≠ 0 في درا نننننة الحانة ع دما a))أخيراا ا نننننت،دم ات ء  u = 0   بعدها الحانة ع دماv = 0 : ادرس أولاا الحانة ع دما 2تلةيح

 . u ≠ v و u = v دت الحالات ات يية
((c  ا ت،دم الا تدلال عل m  نتُ ذّ أن𝑑min = 2

𝑚−𝑟 0 وذن  من أجل  r < m.



 الاتصالات اللاسلكية الرقمية

277 
 

 الاتصالات اللاسلكية الرقمية .9
 

 مقدمة 1.9

 قدّم هذا انف نننل معاتة موج   ن مي الات نننالات انم نننلكية انرعةية  كيةا دول انعد د من المراجس معاتة أكيثر اتبننناعاا لهذه الموانننوع 
. وكيةا  وحي اسمها  تعةل الألامةة انم ننننننننننلكية من خمل الإر ننننننننننال عبر انفضنننننننننناء ونيل من [9]و [23]الهام  نخصّ م ها بانذكير المرجعذ 

وتعد هذه مي   هامة نلةبنننننت،دمذ كيوغا تتيح إجراء وتلقي الات نننننالات في أل مكان تقر  اا   ا  تضنننننةن الحركية وانت قل. خمل الأ نننننمك. 
 يلس عل  الات الات انم لكية في بعير الأحيان ا ي الات الات المت قلة لأن انعد د من المشاكيل انتق ية الحد ثة ت جي عن حركية المر ل 

 أو المبتق ل.
تتجل  أو   مي انم نننننننننننننننلكية من إشنننننننننننننننكانيتذ جد دتذ لا تمهران في ان مي انبنننننننننننننننلكية مما اتّي انتعامل معهةا ومعاتتهةا.تعاني ان 

الإشننننننننننننكانيات عان اا في انت ير انذل  يرأ عل  ع ا  الات ننننننننننننال مس مرور ان من. أما الإشننننننننننننكال انثاني فهو عاد  انتداخل انذل  قس فيةا بذ 
ن  ول انبابقة إ  تق يات انتعد ل وانتمي  كيو ايل نلت لت عل  انضجيج في ع وات الات ال  وعل  ان قيير مالمبت،دمذ. لامرلاا في انف

إ   بانت لت عل  كيل من انت يرات ان م ية وانتداخل.  ؤدل ذن  ذن   تتت عل  هذه انتق يات في الألامةة انم ننننننننننننننلكية أن تقوم أ ضنننننننننننننناا 
   أو في لاوع انتعد ل وانتمي  المبت،دمذ.حدوث ت ييرات رييبة  واء في نمذجة انق ا

ب غ حقل الات نننننالات انم نننننلكية عل  انرعي من انضنننننجيج انذل تقوم ب  ان نننننجافة انشنننننع ية  م ذ غو مئة  ننننن ة وذن  بدءاا من انعام 
ن في انعام  حذ أجرى ماركيوني تجارب  ان اججة في الإر نننننال انبرعي انم نننننلكي. 1897 عبر اويط الأ لبننننني  مما ا نننننتق ال انراد و  1901دُشنننننّ

أق ت ت اعي ذن  مس انتقدم انبنننننننننر س في انتك ونوجيا خمل تل  انفت . وعدر بانذكير ظهور انعد د من الألامةة انم نننننننننلكية في انبننننننننن وات 
نتلف  وني في ا انمحقة وان  عان اا ما اختفت في وعت لاحس. لاذكير عل   نن يل المثال  توظيف أجه   ان ث الإذاعي انم ننلكي نلقيام بان ث

أو الإر ننننال انفضننننايي. وبالمثل  عرل ا ننننت دال انوصننننمت الميكرو ة ان  تعةل  Cable TVمراحل  الم كر   وان  عرل ا ننننت دالها بانكابمت 
ية في كمن لاقية إ  لاقية وان  كيالات تشنننكّل في انبنننابس انعةود انفقارل نشننن كة الهاتف  بالأنياف انضنننويية. أصننن جت انتك ونوجيا انم نننل

المثال الأول عد ة ع دما جرى تركييت شننننننننننن كة توز س  نننننننننننلكيةة وحلت في المثال انثاني تقالاة  نننننننننننلكية جد د  )أل الأنياف انضنننننننننننويية( محل 
 اانتك ونوجيا انم لكية الأعدم. وبشكل معاكيل عةا ادث حانياا فإن الهواتف الخلو ة تبت دل ج يياا الات الات الهاتفية انبلكية  لا ية

. لدف هذه الأمثلة إ  تواننننيح فكر  توافر خيار ن لاعتةاد تقالاة تقوم  رج اء من انعالم ان  لا تيو في أ شنننن كالا انبننننلكية عل  غو مرض 
 عل  الات ال انبلكي أو انم لكي  حيث  عتةد في ان انت ت   أحد الخيارات عل  توافر تق يات جد د .

بننن ياا انف نننل لأغا دم  باهتةام شننند د حانياا من جهة  ولأغا ت يول عل  ب ية ببنننيية لا  نننيتيّ انتكيي  عل  انشننن كات الخلو ة في هذا
 كن من خملها درا نننننة معمي جوالات   قة الات نننننالات انفي  ايية في الألامةة انم نننننلكية من جهة قالاية. تتكون انشننننن كة الخلو ة من عدد  

ر . كيةا  تواف   كن ا ننننننت،دامها في انبننننننيارات والم اني وانشننننننوارع وما إ  ذن ( انcell phonesكي ير من المشننننننتكيذ ذول الهواتف الخلو ة )
 أ ضاا عدد من اويات انثابتة ان  تبت،دم نتوفير الات ال انم لكي انكهروم  ا يبي مس الهواتف الخلو ة الم تشر  بشكل اعت ا ي.

(.  كن نلواحد cellوصننننننول الات ننننننالات انوارد  إ  تل  اوية بالخلية )ن   كن خملها واتُبننننننة  الم يقة ان  ت ييها اوية انقاعد ة 
م ا في كيثير من الأحيان ت ور الخلية كية يقة  دا ية تقس اوية الأ ا ية في و يها. كيةا  كن ت ور مد  ة أو م يقة عل  أغا مقبةة 

س اويات انa1.9إ  شنننننننن كة مكولاة من خم ا  نننننننندا ننننننننية )الامر انشننننننننكل  اعتةاداا عل   قاعد ة في مواعس عير م تمةة إ  حدّ ما(. تتواننننننننّ
(. b.19الأماكين المتاحة ان  ند ها ت يية ات الات جيد  مثل أ يح الم اني أو عةي انتمل وان   كن ا تئجارها أو شراؤها )الامر انشكل 

 ة ات رافية.جود  الات ال عوااا عن المباف وبالمثل   تيّ دد د اوية انقاعد ة ان   بت،دمها هاتف خلول معذ بشكل أكيبر عل 
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 ا خلا ا وا محطا/ ا قاعد    شبك  خلو  .: 1.9الشكل 

ع دما عرل هاتف خلول مكالمة  فإلا   وصننل من خمل الهوايي الخاص ب  والإشننعاع انكهروم  ا يبنني إ  اوية انقاعد ة وفس أفضننل 
 mobile telephone switching officeمكتت إعفال الهاتف ان قال مبننننننننار ات ننننننننال متا . توصننننننننل اويات انقاعد ة في م يقة معي ة إ  

(MTSO)  ت  نننرعات لاقل عانية  أو بو نننا ة الأنياف انضنننويية  أو عن  ر س انوصنننمت الميكرو ة. توصنننل  نننمك ذاأبو نننا ةMTSO   إ
وان  ترت ط  MTSOشننننن كة الهاتف انبنننننلكية انعامة  وهكذا فإن مكالمة وارد  من هاتف خلول توصنننننل أولاا إ  محية عاعد ة موصنننننونة مس 

وان  عد تكون هاتفاا خلو اا آخر  أو خط هاتفي  لكي  أو ات الاا مس حا وب ما.  بدورها مس ش كة  لكية. تُبير المكالمة إ  وجهتها 
 قودلاا ذن  إ  ان مر إ  انشننن كة الخلو ة عل  أغا نيبنننت شننن كة مبنننتقلة بحدّ ذالا  وإنما كيشننن كة إانننافية ملجقة بشننن كة  نننلكية. تلعت 

MTSO  أ ضننناا دوراا رييبننناا في ت بنننيس اختيار اوية انقاعد ة ان   نننوف تتعامل مس ات نننال لااجي عن هاتف خلول أو عادم إني  من هاتف
  مكالمة خلو ة من محية عاعد ة إ  أخرى. hand-offآخر  ودد د توعيت تبليي 

لا ية الات نننال انبنننابقة ت ننن ح معكو نننة. ادد أو ع دما  قوم هاتف آخر  نننلكي أو لا نننلكي بالات نننال بهاتف خلول معذ  فإن عةل
واويننة  MTSOواويننة انقنناعنند  الأعرب  وعرى الات ننننننننننننننننال أخيراا من خملهةننا )أل  MTSOموعس الهنناتف الخلول ومن و دنندد كيننل من 

)أو الأمامية(  كيةا تُبنة   downlink يلس عل  انوصنلة انم نلكية من اوية انقاعد ة إ  الهاتف الخلول ا ني انوصنلة الهابية  انقاعد ة(.
)أو انعايد (.  وصنننل في أعلت الأحيان انعد د من أجه    uplinkانوصنننلة فيةا بذ الهاتف الخلول واوية انقاعد ة ا ننني انوصنننلة ان ننناعد  

ية الم مس وصننولها إ  كيل إشننارات انوصننلة الهاب multiplexingالهواتف اوةونة إ  محية عاعد ة واحد . اتي ذن  عيام تل  اوية بتجةيس 
ع ا من الهواتف اوةونة الموصونة مس اوية. تقوم الأخير  ب ث الإشار  الموجية انوحيد  ان  جرى تجةيعها حيث  كن نكل هاتف خلول الات  

.  قوم كيل Channel Broadcastالمتعدد  بق ا  ان ث إشنننننننننننننننارت  م ها. تدع  مجةوعة الأع ية الهابية من اوية انقاعد ة إ  الهواتف اوةونة 
ة  هاتف خلول بإر ننننال الموجة الخاصننننة ب  إ  اوية انقاعد ة فيةا  يلس علي  ا نننني انوصننننلة ان نننناعد  كيةا بيّ ا  ننننابقاا. تتلق  اوية انقاعد

قاعد ة ع ديذ ف ننننننل  تتت عل  اوية ان مجةوع الإشننننننارات الموجية ان اأة عن كيل هاتف خلول مضننننننافاا إنيها انضننننننجيج ب لاواع  الم،تلفة.
. تُبة  مجةوعة أع ية انوصلة ان اعد  إ  MTSOالإشار  ان  جرى كيشفها وان اأة عن إشارات الهواتف الخلو ة وتمر ر تيارات انث ايية إ  

  .channel multi-accessمتعدد  ان فاذ محية عاعد ة محدد  بق ا  

كيالات الألامةة الخلو ة في وعت م كر تماقلية  حيث إغا كيالات تقوم وبشكل م اشر بتعد ل حامل ذل تردد عال بالإشار  ان وتية ومن 
و إر ننننال الإشننننار  ان اأة.  بنننن د نكل هاتف محةول  قس اننننةن خلية محدد  إشننننارات تعد ل مختلفة وتبننننت،دم الخم ا المتجاور  مجةوعات 

و كن إعاد  ا نننت،دام اعةوعة لافبنننها من انتددات نل،م ا ان عيد  عن بعضنننها بعضننناا بشنننكل كياف  قلل من خير  مختلفة من انتددات.
 .interferenceانتداخل 

تت ننف كيافة الألامةة الخلو ة الأكيثر حداقة بكوغا رعةية )أل أغا تبننت،دم واجهة ق ايية(  وبانتالي  كن من حيث الم دأ  أن تبننت،دم 
و المعييات. و ا أن هذه الألامةة الخلو ة ومعا يرها ارتك ت في الأ نننننننننناس عل  الات ننننننننننالات الهاتفية  فإن دد د معدلات ن قل ان ننننننننننوت أ

 فيالمعييات الحانية وانت خير في الألامةة الخلو ة   تيّ من خمل المتيل ات الهاتفية انتقليد ة. لا ت ال هذه ان مي تبنننننننننننننننت،دم عل  الأعلت 
إلا أن كيل انقدر  عل  إر ال المعييات وتي يقالا تت ا د بشكل متبارع. كيةا عرل انعةل وبشكل متبارع عل  ز اد  الات الات الهاتفية  

 إمكالايات معدلات لاقل بيالاات الألامةة الخلو ة بالمقارلاة مس معدلات ان قل في الات الات الهاتفية. 
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 AMوكيةا ذكير أعمه  ه اك ألاواع أخرى كيثير  من الألامةة انم نننننننننننننننلكية بالمقارلاة مس الخلو ة م ها. أولاا ه اك ألامةة ان ثّ مثل راد و 
انتلف  ون وألامةة انتحيل. تماقل هذه ان مي ات ء المتعلس بان ثّ في انشننننننننننننننن كات الخلو ة  عل  انرعي من أن معدلات ان قل  وحجي و  FMو

  ت ييها كيل عقد  ات ال  وان ياعات انتدد ة مختلفة جداا.الم ا س ان 
ان  صننننننةّةت نتعةل  عدلات لاقل أعل  بكثير من الألامةة الخلو ة   LANsوبالإاننننننافة إ  ذن   ه اك انشنننننن كات اولية انم ننننننلكية 

 نشننننننننننننننن كات اولية( بربط الحوا نننننننننننننننيتوبخمف ذن  فإغا تشننننننننننننننن   إ  حد ما خلية واحد  من لامام الهاتف الخلول. كيةا أغا تقوم )أل ا
انشننننننن، نننننننية  والمشننننننناركية في الأجه   اوييية وانربط مس الم،دمات انك ير ... اإ  وذن  انننننننةن م   مخ نننننننص نلةكاتت أو أل بيئة محلية 

س فيها نيوظيفتها انرييبننننة هي تج ت توصننننيل متاهة من انكابمت في الم ا توعس من هذه ان مي توفير مرولاة عليلة حيث إن  مماقلة.  ان  تتواننننّ
 Bluetooth دع  . ه اك معيار مماقل وعل  لاياق أصنننننننن ر IEEEعيار من الم 802.11المكاتت. المعا ير انرييبننننننننة لهذه انشنننننننن كات هي عايلة 

  هدف إ  الحدّ من انكابمت وت بيط إجراءات الالاتقال بذ المكاتت وانتعامل مس الأجه   اوةونة.
. تعامل في هذا ان وع من انشننن كات  ad hoc network نشننن كات الم، ننن نننة ان قانةاأخيراا  ه اك لاوع آخر من انشننن كات اولية تدع  

كيافة انعقد عل  حدّ  نننننننننننننننواء وذن  عواننننننننننننننناا عن انعقد  المركي  ة )اوية انقاعد ة( ان  تتدفس من خملها كيامل حركية المعييات. ت مي هذه 
كل روابط فيةا بذ أزواج انعقد وتيور جداول توجي  م  ية عل  هذه انروابط. تعد عضا ا   قة انش كة ان  تتعلس انش كات لافبها عل  ش

 اببروتوكيولات انتوجي  وانتجكي المشتك  انشاعل انرييل نلش كات الم،ّ  ةة إلا أن ذن   شكل ابتعاداا عةا عرل انتكيي  علي  في درا ت 
 ت اني قة انفي  ايية.هذه ان  تتةجور حول ات الا

أحد أهي الإشنننننننننكالات ندى أيس هذه الألامةة انم نننننننننلكية. فقد فُرض بعير هذه المعا ير من ع ل الهيئة  standardizationتعُدّ المع ير  
( في انولا ات المتجد  الأمر كية وانوكيالات المقابلة لها في بلدان أخرى. أدى ذن  إ  الحد من عرض ان ياق FCCانفيدرانية نمت ننننننالات )

ظهرت . GHz 5.8و GHz  1.9 GHz 0.9انتددل المتا  نمت ننننالات الخلو ة انتقليد ة إ  قمقة لاياعات تردد ة تعةل في اعالات انتدد ة 
  لاتيجة رع ة مبننننننننننت،دمي أجه   الهواتف ان قانة في ا ننننننننننت،دام تجهي الي في م ا س محلية وأخرى عالمية. حاجة ملجة لألاواع أخرى من المعير 

 Global Systems forه اك قمقة ألاواع رييبة را ،ة من الألامةة الخلو ة انرعةية عير المتوافقة مس بعضها بعضاا. أول هذه ان مي هو لامام 

Mobile Communication (GSM)138ان معياراا أوروبياا وأصنننننن ح  بننننننت،دم حانياا عل  المبننننننتوى انعالمي  وان مام الآخر هو معيار ل كيذ  ان
(Time Division Multiplexing (TDM  انولا ننننات المتجنننند  الأمر كيننننة  وانثننننانننننث هو الميور فيCode Division Multiple Access 

(CDMA)من خمل ت و دها  جةوعة مذهلة من المي ات اتد د . تبننتييس  . عرل با ننتةرار تيو ر هذه ان مي وألامةة أخرى أكيثر حداقة
 انعد د من أجه   الهاتف الخلو ة اوةونة انت د ل بذ أنمان عةل متعدد  وذن  كيجل ج يي لإشكانيات عدم انتوافس. 

دم هذا ان هج  حيث  رجس ذن  ج يياا إ  أن كيثيراا من أحدث ان مي تبنننننننت،  CDMA نننننننوف  ركي  هذا انف نننننننل بشنننننننكل رييل عل  
بشنننكل مخت نننر  إلا أن إشنننكانيات المعير  تتكي   TDMو  GSMوعل  ألا  أ ضننناا  وفر و نننيلة ممتاز  لم اعشنننة م ادئ الات نننال.  نننوف لا اعش 

 عل  عضا ا عير تك ونوجية مت ير  بشكل متبارع مما أدى إ  انتوعف عن انتو س بدرا تها وعدم م اعشتها بإ هاب.
انشنننننن كات اولية انم ننننننلكية والهواتف الخلو ة   ننننننؤال هام حول ما إذا كيان  ننننننيتي  وماا ما دمجها معاا في شنننننن كة  يُر  ع د انتفكير في 

واحد . تتوافر معدلات لاقل بيالاات متوافقة مس معدلات لاقل ان نننوت في انشننن كة الخلو ة  كيةا تتوافر إمكالاية لاقل ان يالاات  عدلات أعل  
انشننننننننن كات اولية انم نننننننننلكية  وبانتالي فإن انبنننننننننؤال هو ما إذا كيالات هذه المعدلات المرتفعة جداا مرعوبة  بكثير مما هو معةول ب  حانياا في

تجار اا نلشنن كات الخلو ة المعيار ة.  عد و ننط الات ننال انم ننلكي أكيثر صننعوبة نمت ننال م   نو ننط انشنن كات انبننلكية. حيث إن انييف 
وى انتداخل مرتفس جداا  كيةا أن ان ةو المتبننارع    د من مبننتوى انتداخل. وبانتالي  فإن إاننافة المتا  نلألامةة الخلو ة محدود نل ا ة  ومبننت

معدلات لاقل مرتفعة  ننوف  فاعي مشننكلة انتداخل هذه حتى أكيثر من ذن . بالإاننافة إ  ذن   ددّ شنناشننات الإظهار ان نن ير  نلأجه   
 شنننننننننننننننير إ  أن انعد د من تي يقات مثل هذه الأجه   لا اتاج إ  معدلات لاقل اوةونة بانيد من كيةية ان يالاات ان   كن عرانننننننننننننننها مما 

ق ل تبيالاات مرتفس جداا. وبانتالي فإلا  من المشكوك في  ما إذا كيالات ان يالاات عانية انبرعة ارور ة نلش كات الخلو ة أو مرعوب بها في المب
ودل الخلول  وكيل  بننننننننننع  نتةيي  الخدمة ان   قدمها من خمل مي ات انقر ت. ه اك م افبننننننننننة شنننننننننند د  من ان احية الأخرى  فيةا بذ م  

                                                           
138 GSM (جي إس إم) أكث  انتشا اً و د ة على ا تعب  هو  وهذا الاختصا الأنظم  ا عا م    لاتصالا/ ا متنقل ،  تعني. 
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 جد د  تتيلت ز اد  في معدلات لاقل ان يالاات.

درا ة اتوالات انتك ونوجية نلق وات انم لكية  مس انتكيي  في المقام الأول عل  الألامةة الخلو ة. من هذا انكتاب ت دأ الأج اء انمحقة 
هذه ان ةاذج  3.9ص انكهروم  ا يبنننية ان  ت شنننر الإشنننارات من المر نننل إ  المبنننتق ل. اول انقبننني واالخبشنننكل موج   2.9 درس انقبننني 

انكهروم  ا يبننية انتف ننيلية إ  توصننيف أببننط ندخليخرج انق ا .  كن وصننف معمي نماذج اندخل والخرج بشننكل أكيثر ببننا ة كي ةاذج 
 ترشيح خيية مت ير  زم ياا.

 4.9. عد انقبننننننننننني passband ذ أعمه كيل من اندخل وخ نننننننننننايص انق ا  والخرج  عل  أغا م مومة تمر ر  لجظ نموذج اندخليخرج الم
نلق ا  وفس م مور انتةر ر هذا  وعد اتضننننننح ألا   كن نمذجة انق ا  عل  أغا مرشننننننح مجال  Basebandمكافئ اعال انقاعدل )الأ ننننننا نننننني( 

 . stochastic  ب ةوذج عشوايي 5.9في انقبي  deterministicاعال انقاعدل اودد  عاعدل خيي مت ير زم ياا. وأخيراا   بت دل نموذج

 قدم ما ت ق  من هذا انف ننننل عضننننا ا مختلفة عن الات ننننالات عبر هذه انق ا  انقاعد ة انعشننننوايية  إ  جالات انتعد ل وكيشننننف انتعد ل 
 .IS95الخلول  CDMAه  انف ل بدرا ة موج   عن معيار لامام بوجود انضجيج. كيةا لا اعش أ ضاا عياس ع ا  وانتمي  وانت وع.  ُ 

 

  نمذجة أقنية الاتصالات اللاسلكية 2.9

تعةل ع وات الات نننننننال انم نننننننلكية بو نننننننا ة إشنننننننعاع كيهروم  ا يبننننننني من المر نننننننل إ  المبنننننننتق ل.  كن نلةرء أن ال من حيث الم دأ 
انكهروم  ا يبنننننننني ع د هوايي الا ننننننننتق ال. كيةا  تتت أن تؤخذ بالحبنننننننن ان في هذه معادلات ماكيبننننننننو ل نلإشننننننننار  المر ننننننننلة لإعاد الحقل 

 ذالحبنننننننابات الالاعكا نننننننات ان اأة عن الم اني اعاور   والمركي ات  والأرااننننننني والمياه  إانننننننافة إ  ت قيرات الأجبنننننننام انواععة في خط ان مر ب
 المر ل والمبتق ل.

c  =  حيث تعي   رعة انضوء بانعمعة c/f=  Λ عي  بانعمعة   f  ا يبي لأل ترددالإشعاع انكهروم  Λ(f) ولامرا لأن  ول موجة

مت.  تتت أن تكون  0.3و 0.05مت في انثالاية. وبانتالي  كةن انيول الموجي في ان ياعات الم، نننننن ننننننة نمت ننننننالات الخليو ة بذ  10 × 83
مواعس المبنننتق ل وأ ة عوايس معروفة ومحدد  بدعة عانية جداا كيي  تي احتبننناب شننند  الحقل انكهروم  ا يبننني ع د المبنننتق ل. ت دو معادلات 

دم ،الحقل انكهروم  ا يبنننني عير معقونة نلجلّ  خاصننننة من أجل المبننننت،دمذ المت قلذ. وهكذا  فإن انكهروم  ا يبننننية لا  كن أن تبننننت
 نتوصيف الأع ية انم لكية بانتف يل  إلا أغا  وف توفر فهةاا حول اني يعة انكام ة وراء هذه الأع ية.

انبنننننننننننؤال المهي انذل  ير  لافبننننننننننن  هو اختيار مكان توانننننننننننس اويات انقاعد ة  ومجال مبنننننننننننتو ات انياعة انمزمة نلوصنننننننننننمت الهابية 
دّ بعيد تجر  ية  إلا أغا تبننننننناعد في انتعرف عل  ألاواع انمواهر ان      ي أن لاتوععها.  وان ننننننناعد . إن الإجابة عل  هذا انبنننننننؤال هي إ  ح

أمر  اكيةا أن انبننؤال الهام الآخر هو أنمان تق يات انتمي  وانكشننف ان  انواعد  ان      ي توظيفها. إن ألاواع انمواهر ان  عت أن لاتوععه
تلفة. ولامراا لا نننت،دام الهواتف اوةونة في ظل مجةوعة وا نننعة من انمروف الم،تلفة  فإلا  مهي  إلا أن المعلومات عت أن توظف بير قة مخ

من الألابننننننت ان مر إ  هذه انمروف احتةانياا. إلا ألا   تتت ع ل واننننننس نموذج عشننننننوايي نبننننننلوك انق ا  ا ننننننتكشنننننناف خ ننننننايص انق وات 
 انم لكية من خمل ان مر في انعد د من ان ةاذج المثانية. 

 
 ، والإرسال والاستقبال الثابت هوائيات الفضاء الحرّ  1.2.9

 dمن الحقلذ انكهربايي والم  ا يبننننننننننني وهما في أل لاقية  139ندى درا نننننننننننة هوايي قابت  شنننننننننننسّ في انفضننننننننننناء الحرّ   تكون الحقل ان عيد
متعامدان بان بننن ة إ  بعضنننهةا بعضننناا من جهة ومس اتجاه الاتشنننار الهوايي من جهة أخرى. كيةا أغةا مت ا ننن ان مس بعضنننهةا بعضننناا  نذن  

هو  dفي لاقية  الحقل انكهرباييإن  نننننننن ركي  فقط عل  الحقل انكهربايي )تماماا كيةا لاعد عاد  اتهد أو انتيار فقط نلإشننننننننارات الإنكتولاية(. 
ومتعامدتذ مس خط الالاتشننننننننننار. تكون عيةة إحدى هاتذ المركي تذ في كيثير من  yو xعاع ذو مركي تذ في اتجاه الإحداقيذ بشننننننننننكل عام شنننننننننن

عل  ألا  تابس حقيقي نل من  وبهدف ت بننننننننننننننيط اندرا ننننننننننننننة فإلا ا لا خذ  dالأحيان م عدمة مما ُ كِن من ان مر إ  الحقل انكهربايي في ان قية 

                                                           
عن ا نموذج ا ذي  ق د ا عدد ا ممكن من ا ز ادة في أطوال الأمواج. إن افت اض  (1.9)ا حقل ا بع د هو ا حقل ا ذي  كون بع داً عن ا هواأي عدداً من أطوال ا موجا/، وتعب   139

 و وع ا مستقبلا/ ا خل و   في ا حقل ا بع د هو افت اض آمن.
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معدنة حول حامل  مما ععل ا لاركي  عل  ات ء  passband. عاد  ما تكون الموجة انكهربايية موجة تمر ر مجال هذه الحانة فقطبالحبننننننننننننننن ان 
exp (2πifلموجة عقد ة جي ية مر لة  dا تجابة الحقل ان عيد في لاقية انعقدل الموجت من انتدد.  كن انتع ير عن  t) :عل  ان جو انتالي 

𝐸(𝑓, 𝑡, 𝒅) =
[𝛼𝑠(θ, ψ, f) exp{2𝜋𝑖𝑓(𝑡 − 𝑟/𝑐)}]

𝑟
 

(1.9) 

ان وا ا   (θ, ψ)هي المبننافة من هوايي الإر ننال وتمثل  d في انفراغ انذل عرل عياس الحقل انكهربايي في   حيث dان قية  (r, θ, ψ)تمثل 
ψ, θ(sα ,بتابس عقدل  )ψ, θ(في الاتجاه  fلاعبر عن نمط إشننعاع هوايي الإر ننال من أجل انتدد  .d إ  ان قية الهواييمن  انشنناعونية والأفقية

)f شنننننننننننننننةل ميال  .sα  فقد الهوايية بي ةا  ثل  ور هذا انتابسsα  .الحقل أ ضنننننننننننننننا مس  ت ير  ور ت ير انيور ان اجي عن الهواييc/ fr  ا   
 .cان اجي عن الاتقال الإشعاع ببرعة انضوء   r/c ت ا ت مس انت خير 

غن نبنننننننن ا مع يذ ه ا فعلياا في إعاد نمط الإشننننننننعاع لأل هوايي محدد  ونكن فقط في إعرار وجود أنمان شننننننننعاعية نلهواييات  وأن الحقل 
 .r/cوعل  انت خير  r/1ان عيد  عتةد عل  هذا ان ةط وكيذن  عل  انت،ةيد 

مت ا د  في لا نننننف انقير ومتجد  في  spheres  كيكرات في انفراغ إ  تمثيل r/1 عود  ننننن ت اانننننةجمل الحقل انكهربايي بانت ا نننننت مس 
أن بان مر إ  و المركي  حول الهوايي. و ا ألا  لا  وجد فقد في انفراغ  فإن إأالي انياعة المشنننننننننعة من  نننننننننيح كيل من هذه انكرات   ق  قابتاا. 

عت أن ت ،فير عيةتها  E  نذن  فإن /2r1  فإن انياعة المشنننننننننننعة في وحد  المبننننننننننناحة عت أن تت اعص  عدل إ  2rالمبننننننننننناحة تت ا د مس 
. عرل دد د نموذج الإشننعاع من ع ل هوايي الإر ننال -انياعة تشننسّ بشننكل م تمي في كيافة الاتجاهات هذا أن . لا  ع  /r1بانت ا ننت مس 

راغ. تعيس الالاتشننار في انفكيةا  نن رى لاحقاا  عير صننالح في بعير الأحيان خاصننة ع دما توجد موالاس   r–2هذا انت،فيير نلياعة مس المبننافة 
تكون ع ديذ الإشننننننننار  المبننننننننتق لة عل  غا ات الهوايي )في حانة عدم وجود   d = (r, θ, ψ)ن فتض وجود هوايي ا ننننننننتق ال قابت في الموعس 

exp(2πاجيج( ا تجابة نلتابس  i f t) :هي 
𝛼 (𝜃, 𝜓, 𝑓) exp  {2𝜋𝑖𝑓 (𝑡 − 𝑟/𝑐)}

𝑟
 

(2.9) 

)نموذج هوايي الإر ال( ب ةوذج هوايي الا تق ال. وبانتالي لاكون عد أخذلاا بالحب ان انضياعات  sهي لاتاج ارب   )f ,ψ, θ(حيث 
تفبنننننننير هذه الا نننننننتجابة هو أن هوايي الا نننننننتق ال  بننننننن ت ت يرات محلية فقط في الحقل  . (θ, ψ, f)وانت يرات في انيور نكم الهواييذ في 

 .r/1وتخةيد   r/cانكهربايي  وبانتالي لا   ير أل من ت خير 
 من أجل دخل وخرج محدد ن وفس  لي: ℎ̂(𝑓)  كن انتع ير عن تابس ان مام

ℎ̂(𝑓) =
𝛼(𝜃, 𝜓, 𝑓)  exp {−2𝜋𝑖𝑓𝑟/𝑐})

𝑟
 

(3.9) 

exp (2πif  تكون الا تجابة نلتابس (2.9)بانتعو ير في المعادنة  t) هي ℎ̂(𝑓) exp(2𝜋𝑖𝑓𝑡) 
ابس اتي ية في المدخل. وبانتالي فإن الا ننننتجابة في المبننننتق ل نتاكيت من انتو   تةتس الإشننننعاع انكهروم  ا يبنننني بخاصننننية ا ننننتجابة خيية

𝑥(𝑡) المر لة هي مجرد تراكيت الا تجابات ان اأة عن انتوابس اتي ية. إن الا تجابة ندخل عشوايي = ∫ �̂� (𝑓) exp {2𝜋𝑖𝑓𝑡} 𝑑𝑓  :هي 

𝑦(𝑡) = ∫ �̂�(𝑓) ℎ̂(𝑓)exp  {2𝜋𝑖𝑓𝑡} 𝑑𝑓
∞

−∞

 
(4.9) 

�̂�(𝑓) هو:  y(t)أن دو ل فور ي  نل،رج  (4.9)لامحظ من المعادنة  = �̂�(𝑓) ℎ̂(𝑓) .: وبا ت،دام لامر ة انيي فإن ذن   ع 
𝑦(𝑡) = ∫ 𝑥(𝜏)ℎ(𝑡 − τ) 𝑑𝜏

∞

−∞

 
(5.9) 

ℎ(𝑡) حيث = ∫ ℎ̂(𝑓)exp(2𝜋𝑖𝑓𝑡) 𝑑𝑓
∞

−∞
حقيقيذَ   و ا أن اندخل والخرج عت أن  كولاا. ℎ̂(𝑓) هو دو ل فور ي  انعكبننننننننننننننني نلتابس 

�̂�(𝑓) فإن =  �̂�∗(−𝑓) و�̂�(𝑓) =  �̂�∗(−𝑓)  وم   عت أن  كون ℎ̂(𝑓) =  ℎ̂∗(−𝑓)   أ ضاا. 
 .ℎ̂(𝑓)لامام  وتابس h(t)( لها ا تجابة لا ضية LTIنق ا  في مثال انفضاء الحر هذا هي بانتالي لامام تقليدل خيي قابت زم ياا )إن ا

 حقيقي ومبتقل عن انتدد )عل  الأعل حول اعال انتددل المبت،دم(  نجد أن  (θ, ψ, f)ل الحانة الخاصة حيث نمط الهوايي من أج
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ℎ̂(𝑓)  في  140أ يّ عقدلتابس هوf  وبانتاليh(t) هو 𝛼

𝑟
 δ(𝑡 − 𝑟

𝑐
 ( بانعمعة: 9.5با ت،دام انعمعة ) y(t)هو تابس د راك. تعي   δحيث  (

𝑦(𝑡) =  
α

𝑟
 𝑥 (𝑡 −

𝑟

𝑐
) 

عوااا عن كيولا  ب با ة لاب،ة  x(t)لاب،ة عير مرشجة من  y(t)الا تجابة  و   ح  h(t)تابعاا أّ ياا عقد اا  فم  ثل  ℎ̂(𝑓) إذا لم  كن
م عدمة. وبانتالي فإلا  من �̂�(𝑓)  ان ياق انتددل انذل لا تكون في انننننننننننننننةن ℎ̂(𝑓)  فقط عل  y(t)مس ذن   عتةد  مخةد  ومؤخر  زم ياا.

تابس أ نننني عقدل عل   ℎ̂(𝑓) كيان  كيلةا (دنتا عيا نننني م ا  -تابس د راك  h(t) )و كون ع ديذكيتابس أ نننني عقدل ℎ̂(𝑓)  انشننننايس نمذجة
 ان ياق انتددل المبت،دم.

 نننننننوف نجد لاحقاا أن الخيية هي افتاض جيد تةيس انق وات انم نننننننلكية عيد اندرا نننننننة  إلا أن عدم انت ير مس ان من لا  تجقس ع دما 
  كون كيم الهوايي أو الأجبام انعاكيبة في حركية لاب ية بان ب ة ن عضهةا بعضاا. 

 
 ، الهوائي المتحركالفراغ الحرّ  2.2.9

م تعداا عن هوايي  v  ث في انفراغ الحر  نك  ا لافتض الآن أن هوايي الا نننننننتق ال  تجرك ببنننننننرعة قابتة لابنننننننتةر في افتاض هوايي قابت 
.  عي  r(t) = ro+vt  حيث  d(t) = (r(t), θ, ψ)الإر ننال. أل ألا ا لافتض أن هوايي الا ننتق ال هو في موعس متجرك  كن وصننف  بانعمعة

( وفس ما 1-9بالمعادنة ) exp(2πift)في حانة عدم وجود هوايي الا ننننننننتق ال كيا ننننننننتجابة نلدخل  d(t)الحقل انكهربايي ع د ان قية المتجركية 
  لي:

𝐸(𝑓, 𝑡, 𝒅(𝑡)) =  
𝛼𝑠(𝜃, 𝜓, 𝑓) exp {2𝜋𝑖𝑓(𝑡 − 𝑟0 𝑐⁄ − 𝑣 𝑡 𝑐)⁄ }

𝑟0 + 𝑣𝑡
 

(6.9) 

إ   f. وهكذا فقد جرى دو ل انتابس اتيبي من انتدد c/v–(1f(c/0t − f rعل  ان جو انتالي:  f) c/vt –c / 0r –t( ك  ا إعاد  كيتابة 
fv . أل ألا  ند  ا إزاحة دوبلر  قدار v/c)–(1fانتدد  /c−  لاتيجة حركية)t(d

.  تتت من ان احية انفي  ايية أن ت تقل انقةي المتتانية في 141
  فإن الا نننننننننتجابة الموجية d(t)ندى وانننننننننس هوايي الا نننننننننتق ال ع د ان قية  انتابس اتيبي أبعد عليما ع ل أن تمحظ في لاقية المراع ة المتجركية.

 ع د أ راف هوايي الا تق ال تعي  بانعمعة. exp(2πift)نلتابس 
𝛼(𝜃, 𝜓, 𝑓) exp{2𝜋𝑖 [𝑓(1 − 𝑣

𝑐
)𝑡 − 𝑓𝑟0

𝑐
]}

𝑟0 + 𝑣𝑡
 

(7.9) 

 . لهو حاصل جداء نموذجي هوايي الإر ال وهوايي الا تق ا α(θ, ψ, f)حيث 
لأن الا نننتجابة نتابس جيبي نيبنننت تابعاا جي ياا ن  انتدد لافبننن   ولامراا نكوغا لا ت ال خيية فيةكن  LTIلا  كن تمثيل هذه انق ا  كيق ا  

تضننةن ت .  نن قوم بدرا ننة الأع ية المت ير  زم ياا في انفقر  انتانية  إلا ألا ا  نن جلل أولاا عد  نماذج ببننييةخيية مت ير  مس ان منتوصننيفها كيق ا  
 فيها الأمواج انكهروم  ا يبية المبتق لة أ ضاا الاعكا ات من أجبام أخرى.

 
 ا مسا  ا مباش  وا مسا  ا منعكس. :2.9الشكل 

 

                                                           
 .fخط   في  و fمستقلًا عن  |𝛼| إذا كان هو تابع أسيّ عقديℎ̂(𝑓) بشكل أكث  عموم  ،  140
تط   مبتعدة عن  ل، عندماتتبع انز احا/ دوبل   لأمواج ا كه ط س   مبادئ دوبل  ا خاص  بالأمواج ا صوت   نفسها.  نخفض ا ضج ج ا ناجم عن طاأ ة على سب ل ا مثا 141

 ا مو ع.
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 هوائي متحرك، جدار عاكس 3.2.9

πif(أدلااه هوايياا قابتاا  ر ل إشار  جي ية  (2.9)  ذّ انشكل  t(2exp كيةا   ذّ انشكل جبةاا عاكيباا ذا لااعلية مثل   قس عل  مبافة .
0r  0 =من هوايي الإر نال. ت دأ مركي ة في ان من t  بالالاتقال من اتدار باتجاه هوايي الإر نال ببنرعةv أ ضناا  ه اك هوايي ا نتق ال مواَّس .

 .vt – 0rبانعمعة   0t <عل  المركي ة تعُي  مبافت  من هوايي الإر ال في انوعت 
  هي مح ننننننننننلة إشننننننننننارتي انفراغ الحر vt – 0rإن عيةة الحقل انكهربايي في حانة عدم وجود المركي ة المتجركية وهوايي الا ننننننننننتق ال في ان قية 

لا تت ير )عدا عن انت ير  vt – 0rوالموجة الم عكبننة عن اتدار. إذا افتانن ا أن اتدار هو كي ير جداا  فإن عيةة الإشننار  الم عكبننة ع د ان قية 
(. وهذا  ع  أن الإشنننننننننننار  3.9في الإشنننننننننننار  بي يعة الحال( عن تل  الموجود  عل  اتالات الآخر من اتدار في حانة عياب  )الامر انشنننننننننننكل 

الحقلذ .  عي  حاصننننل انننني vt – 0rمن هوايي الإر ننننال ند ها شنننند  وت خير موجة انفراغ الحر ع د مبننننافة  vt – 0rالم عكبننننة عل  مبننننافة 
exp(2πifا تجابة نلدخل  d(t)انكهرباييذ عل  مبافة  t) :بالمعادنة انتانية 

𝐸(𝑓, 𝑡, 𝒅(𝑡)) =
𝛼𝑠(𝜃, 𝜓, 𝑓) exp  {2𝜋𝑖𝑓[𝑡 −

𝑟0−𝑣𝑡
𝑐
]}

𝑟0 − 𝑣𝑡
− 
𝛼𝑠(𝜃, 𝜓, 𝑓) exp  {2𝜋𝑖𝑓[𝑡 −

𝑟0+𝑣𝑡
𝑐
]}

𝑟0 + 𝑣𝑡
 

(8.9) 

 
 .ا علا   ب ن ا موج  ا مباش ة وا موج  ا منعكس  بدون وجود جدا  :3.9الشكل 

 ا ان  تتضنننننننننننننةن تل  ان اأة عن المركي ة المتجركية والهوايي الخاص بها  هي الحقل انكهربايي المعدل  y(t)إن الإشنننننننننننننار  ع د  رفي الهوايي 
إن بنننننننيط متيابس في اتجاه الموجة الم اشنننننننر  وتل  الم عكبنننننننة  فهوايي الا نننننننتق ال. وبافتاض أن هذا ان ةوذج ولأعراض انت  patternب ةوذج 

 الإشار  المبتق لة هي:

𝑦𝑓(𝑡) =
𝛼 exp{2𝜋𝑖𝑓[𝑡 − 𝑟0−𝑣𝑡

𝑐
]}

𝑟0 − 𝑣𝑡
− 
𝛼 exp{2𝜋𝑖𝑓[𝑡 − 𝑟0+𝑣𝑡

𝑐
]}

𝑟0 + 𝑣𝑡
 

(9.9) 

 rayقت انشننننننعاع ا نننننني تع قتب هذا في جوهره من حل معادلات ماكيبننننننو ل ب  ننننننلوب تقر بي با ننننننت،دام  ر قة تقر  ية  يلس عليها 

tracing. جي هذا انتقر ت من افتاض أن اتدار هو كي ير بشكل لا مت اه  وأن كيم الحقلذ هما مثانياا حقول بعيد   . 
c/v 1 +f(أل الموجة الم اشننننننننننننر   هو تابس ترددل جيبي  (9.9)الحد الأول في المعادنة  . أما )/vt – 0r1(بانقيةة  tة   داد ميان  ب طء مس )

c/v 1 +f(الحد انثاني فهو تابس ترددل جيبي  . كيي لاقوم c/fvع د  beat لس اتةس بذ انتدد ن تردد  .)/vt – 0r1( ت اعص ميان  بانقيةة  )
. و وبعد حذف 0rصننننننننننننن ير  جداا بحيث إن المقام في كيل حد أعمه  كن أن  قرب نلقيةة  tبتجليل ما  ننننننننننننن س  فإلا ا لافتض في ان دا ة أن 

 تعي  بانعمعة: t(fy(لحدود المشتكية في الأ ل  فإن عيةة ا

𝑦𝑓(𝑡) ≈
𝛼 exp  {2𝜋𝑖𝑓[𝑡 − 𝑟0

𝑐
]} (exp  {2𝜋𝑖𝑓𝑣𝑡/𝑐} − exp{−2𝜋𝑖𝑓𝑣𝑡/𝑐})

𝑟0
 

                      =
2𝑖 𝛼 exp{2𝜋𝑖𝑓 [𝑡 − 𝑟0

𝑐
]}  sin  {2𝜋𝑓𝑣𝑡/𝑐}

𝑟0
 

(10.9) 

  أما الآخر فيقس ع د تردد جي ا هرت   وهو نموذجياا من مرت ة f ثل ذن  حاصننننل اننننرب تابعذ جي يذ   قس أحدهما ع د تردد اندخل 
fvدوبلر الم ا   /c   500انذل  قس ع د انتدد Hz أو أعل. 

fvهو  beat  فإن تردد MHz 900  وكيان انتدد  بنناول km/h 60إذا كيان الهوايي  تجرك عل   نن يل المثال ببننرعة  /c  = 50Hz كون  .
. ms 20تابعاا جي ياا ميان  مت ير بشنننننننكل جيبي دورت   t( fy(دور  من أجل كيل دور  نتابس الإ قاع.  شننننننن     1.8 710نتدد انتابس اتيبي غو 

. بان مر إ  ما   س وبشكل م ا ر  فإن الا تجابة تت اوب بذ ms 5 ت ير الميال من عيةت  انعمة  الموج ة إ  عيةت  اندلايا الم عدمة ب جو 
كيةجةوع   (9.9). لاحظ ألا    مر إ  الا تجابة في المعادنة بخفوت تعدد المبارات. ُ بة  ذن  ms 5انمهور والخفوت )انتمشي( لحوالي 
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هي تابس جيبي وحيد تردده هو تردد انتابس الأصننننلي  (10.9)تابعذ جي ذ  نكل م هةا تردد مختلف عن الآخر  بي ةا الا ننننتجابة في المعادنة 
 وميان  مت ير بان ب ة إ  ان من.

. (10.9)في المعادنة  (9.9)هاتان هما  ر قتان مختلفتان نعرض الموجة عي ها  وبذن   كن أن لارى لماذا جرى تقر ت حد مقام المعادنة 
  وهذا  ؤدل إ  ت يير كي ير جداا في π/2ع دما  كون انفرق بذ المبننننننار ن ربس  ول الموجة  فإن الا ننننننتجابتذ وفس المبننننننار ن تت يران  قدار 

 م ية ان  ن ننعة الإشننار  المبننتق لة انشنناملة. تكون انفت  ان م ية  ان   ت ير انيور فيها بشننكل كي ير ذات عيةة صنن ير  جداا بالمقارلاة مس انفت  ا
  ت ير فها المقام بشنننننكل معتبر  وذن  لأن  ول موجة الحامل صننننن ير جدا بالمقارلاة مس  ول المبنننننار.  عد انت ير في انيور كي يراا خمل فتات

 عراض بزم ية تقدر بالميلي قالاية  في حذ تكون ت يرات المقام كي ير  عل  مدى فتات من قوان أو دعايس. إن انفتات ان م ية ذات ان نننننننننننننننلة 
 انتعد ل وانكشف هي ميلي قالاية أو أعلّ  بي ةا تكون المقامات فعلياا قابتة خمل هذه انفتات.

عد  محظ انقارئ أن ه اك حاجة إ  الم  د من انتقر ت حتى في نماذج لا نننلكية ببنننيية جدا بالمقارلاة مس الات نننالات انبنننلكية.  رجس 
 يية عير المت ير  زم ياا نمت ننننننالات انبننننننلكية دايةاا ما تقدم نماذج م بننننننية  مثل تابس ان مام فيهذا ج يياا إ  أن الافتااننننننات انقيا ننننننية الخ

  بي ةا تكون الألامةة انم ننننلكية في انعاد  مت ير  زم ياا.  عد انقيام بانتقر ت الم ا ننننت في الألامةة انم ننننلكية في أحيان كيثير  (3.9)المعادنة 
 أكيثر أهمية من انتمعت بالمعادلات.

 
  الانعكاس عن أرض مسطَّحة 4.2.9

عان عل  أرض مبنننننيجة مثل  ر س )الامر انشنننننكل  (. إذا كيالات زاو ة انورود بذ 3.9نيكن ند  ا هوايي إر نننننال وهوايي ا نننننتق ال موانننننَّ
 ذالهوايي وانير س هي صنن ير   ا في  انكفا ة   عكل ع ديذ عازل معمي موجة انورود  مس ت يير في إشننارلا. ع دما ت نن ح المبننافة الأفقية ب

 نننوص انفرق بذ ج  الخالهواييذ كي ير  جدا بالمقارلاة مس الالا  ا  انشننناعولي عن مبنننتوى الأرض  ادث شنننيء مثير نلدهشنننة.   ننن ح عل  و 
 .rوذن  مس ز اد   r−1  ول المبار الم اشر و ول المبار الم عكل م عدماا  قدار انقيةة 

. ولامراا f نتابس جيبي تردده c/fكي ير  بشننكل كياف    نن ح هذا انفرق بذ  ولي المبننار ن صنن يراا بان بنن ة إ   ول الموجة   rع دما تكون 
د   المبننننننار الم عكل  فإن الحقلذ انكهرباييذ  ل يان بعضننننننهةا بعضنننننناا. تُخةد مح ننننننلة الحقل انكهربايي ع نت ير إشننننننار  الحقل انكهربايي عل

.   ذّ هذا المثال أن (3.9). نقد جرى بحث ذن  دليلياا في انتةر ن r−4  وت ،فير انياعة المبننننننننننننننتق لة وفس انقيةة r−2المبننننننننننننننتق ل بالمقدار 
ع د وجود الاعكا ات  حيث  ؤدل هذا انتجليل اله د ي  r−2انياعة المبتق لة  كن أن ت ،فير عيةتها بشكل كي ير وعل  غو أ رع من 

 بالمقارلاة مس خفوت تعدد المبارات. r−4إ  تخةيد  ت ا ت مس 

 
 انعكاس ا موجا/ ا مباش  وغ   ا مباش  من سطه مستو. :4.9الشكل 

في حانة وجود الاعكا نننات  وبخاصنننة تل  ان اأة  r−2إن المق نننود بالمثال أعمه إظهار كييف  كن أن  ت ير انت،ةيد  قدار  تلف عن 
 r−2عن أ يح انيرق عير المبتو ة عل  غو مثالي  وان  تجعلها تت رف بيرق أكيثر تعقيداا.  ت ير تخةيد انياعة في أمثلة أخرى با راد مس 

 ننننننننننل مؤقرات الخفوت هذه عن آقار ة كيةا عدر بانذكير ألا  لا  كن دايةا فr−6أو أغا عد تت اعص بشننننننننننكل أ نننننننننني بانت ا ننننننننننت با راد مس 
 المبارات المتعدد .

إن الانخفاض انبنننننننننننننر س في انياعة مس ازد اد المبنننننننننننننافة مفيد في اتجاه وانننننننننننننارّ في اتجاه آخر  فهو مفيد في الحد من انتداخل بذ الخم ا 
     ق  اودد متبننننننارع بشننننننكل كي ير ومس ذنالمتجاور   إلا ألا  اننننننارّ في تخفيير ت يية الخم ا.  ت ا د ا ننننننت،دام الألامةة الخلو ة عل  غو 

انرييل لحجي الخلية هو عدد الهواتف اوةونة المبنننت،دمة انننة ها.  ت اعص حجي الخم ا با راد في الم ا س ذات الا نننت،دام المكثف حيث 
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 ا تجابة لهذا انت قير. picoوخم ا أكيثر ص راا  microأص ح من المةكن الحد ث عن خم ا ص ير  
 

  لتظليلا 5.2.9

انتمليل )الحجت( هو ظاهر  لا لكية مشابهة لاغجاب أشعة انشةل عن  ر س انبجت. ددث هذه انماهر  ع دما تقس مواد ذات 
 ا  يعة ج يية الامت ننناص مثل جدران الم اني بذ هواييات الإر نننال والا نننتق ال. تعاني الهواتف اوةونة  نننواء كيالات داخل الم اني أو خارجه

 عن محيالا انقاعد ة بالم اني أو الم شبت الأخرى.ع دما دجت 

 تلف ت قير انمل عن خفوت تعدد المبننننارات في لااحيتذ هامتذ. أولاا  ندى الخفوت ان اجي عن انممل فتات دور ة من مرت ة انثواني 
بالخفوت  ُ بنننننة  الخفوت تعدد المبنننننارات أو اندعايس  ولهذا انبننننن ت  عان اا ما ُ بنننننة  الخفوت ان اجي عن انممل بالخفوت ان ييء  بي ةا

انبنننر س. قالاياا  الخفوت ان اجي عن انممل هو أ ننني بانت ا نننت مس عرض اتدار الم،تق  وبانتالي فإن خفوت انياعة انكلي لا اول ت قير 
2−r ضاا.نع ور الإشار  أ لة عرعان اجي عن ت قير انفراغ الحر عل  الإر ال فجبت  وإنما الخفوت الأ ي ان اجي عن عةس المواد الم 

 

 هوائي متحرك، عواكس متعددة  6.2.9

لحباب الا تجابة انفرد ة من كيل مبار ومن و إاافتها  ray tracingا ت،دَمت كيل الأمثلة ذات المبار ن أعمه  ر قة تت س الأشعة 
يور نكل بانير قة لافبننها.  عد إعاد انبننعة وان لإعاد الا ننتجابة انكلية ندخل جيبي.  كن معاتة انتعامل مس عدد عشننوايي من انعواكيل

  فإن الحقل الم عكل انذل (2.9)مبنننار مهةة صنننع ة بشنننكل عام  حيث إلا  وحتى في الحانة ببنننيية المفتانننة تدار كي ير الم ي ة في انشنننكل 
بننة عاده.  ت ا ننت إأالي انياعة الم عكلا  عد صننالحاا إلا من أجل مبننافات صنن ير  بعيداا عن اتدار مقارلاة ب ب (9.9)جرى حبنناب  بالمعادنة 

𝑟0من اتدار عل  مبنننننافات أكيبر مس كيل من 
)0r – والمقيس انعراننننني نلجدار.  ت ا نننننت ات ء من انياعة انذل   نننننل إ  المبنننننتق ل مس  2−

2−))t(r ت ا ت مس  ) (−2 [. وبانتالي فإن تخةيد انياعة من المر ل إ  المبتق ل )نلةوجة الم عكبة عل  مبافات كي ير)t(r – 0r(0r[  بدلاا من
2–)]t(r – 0r[ وهذا  دل عل  أن  ر قة تعقت انشنننعاع عت تبنننت،دم بشنننيء من الحذر. إلا ألا  ولحبنننن الحظ  فإن الخيية لا ت ال تتجقس  

 الحالات الأكيثر تعقيداا.في هذه 

عل  لاوع آخر من الالاعكاس ادث في ان مف اتول أو من خمل الالاعكاس من أجبنننننننننننام خشننننننننننن ة  scattering يلس ا ننننننننننني انت عثر 
 ننل ا ة.  كن في هذه الحانة أن لاقوم ب ةذجة اعةوعة انك ير  جداا من المبنننننارات كيتكامل عبر المبنننننارات انضنننننعيفة مت اهية ان ننننن ر بدلاا م

 مجةوع ذل عيةة مت اهية.
 عد إعاد ميال الحقل الم عكل من كيل لاوع من ألاواع انعواكيل أمراا مهةاا في دد د لاياق انت يية  وبانتالي تواننننننننننس اويات انقاعد ة  

 خذلاا بعيداا ف  عل  انرعي من أن إجراء انتجارب الحقلية أمر انننرورل في غا ة المياف. بيد أن درا نننة هذا الموانننوع    د من انعةس   نننو 
 ةجداا في لامر ة انكهروم  ا يبننننية وبعيداا أ ضنننناا عن إشننننكانيات انتعد ل وكيشننننف انتعد ل وان فاذ المتعدد. لاوج  الآن اهتةام ا غو فهي   يع

ن ع اعةوع انتاكيةي نلةوجة المبننننننننننننتلةةة لاتيجة معرفة تمثيل كيل موجة م عكبننننننننننننة. وهذا  ع  نمذجة  ننننننننننننلوك اندخليالخرج نلق ا  عوانننننننننننناا 
 الا تجابة انتف يلية نكل مبار.

 
 نماذج الدخل/الخرج لأقنية الاتصال اللاسلكية 3.9

كي ةوذج دخليخرج أكيثر تجر داا. ه اك   Jتواح هذه انفقر  كييفية عرض ع ا  تتكون من مجةوعة اعت ا ية من مبارات كيهروم  ا يبية 
. عد  كون ه اك في أمثلة أخرى مبننننننار م اشننننننر مس مبننننننارات J = 2مبننننننار م اشننننننر وآخر م عكل في مثال جدار الالاعكاس أعمه  نذن  

م عكبنننننة متعدد   كيل م ها عادم من أجبنننننام عاكيبنننننة مختلفة.  تي في كيثير من الحالات إهمال المبنننننار الم اشنننننر والإبقاء عل  المبنننننارات عير 
 الم اشر .

 ةوذج وعير ذات أهمية. دذف هذه المبارات الم،ةد  من ان رافس المبارات الهامة في كيثير من الحالات انفي  ايية مبارات مخةد  نل ا ة 
 ع ديذ عل  عدد ما ت ق  من المبارات اتوهر ة. Jوتدل 

كيةا بي ا في أمثلة انفقر  انبنننننننابقة  مس تخةيد وت خير زم  عايد نيول المبنننننننار وأنمان الهواييات وخ نننننننايص   Jتتافس المبنننننننارات اتوهر ة 
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exp(2πا تجابة ندخل  j  فإن إشار  هوايي الا تق ال انقادمة من المبار (5.9)كل انعواكيل. وكيةا هو م ذّ في انش i f t) :هي 

𝛼𝑗 exp {2𝜋𝑖𝑓 [𝑡 −
𝑟𝑗(𝑡)

𝑐
]}

𝑟𝑗(𝑡)
 

exp(2πifتعُي  الا تجابة انكلية ع د هوايي الا تق ال ندخل  t  :بانعمعة (

𝑦𝑓(𝑡) = ∑
𝛼𝑗 exp {2𝜋𝑖𝑓 [𝑡 −

𝑟𝑗(𝑡)

𝑐
]}

𝑟𝑗(𝑡)

𝑗

𝑗=1

 

(11.9) 

. كيةا عبّرلاا عن (9.9)في المعادنة  عل  المبننار الم اشننر بانقيةة  1عبّرلاا في مثال اتدار ذل ان اعلية المثل  عن انربح انتجةيعي نلهوايي 
 vt+  0r ) =t(1rأ وال المبننننننننننارات هي  لامراا لالاعكاس انيور ع د انعاكيل. –عل  المبننننننننننار الم عكل بانقيةة  2انربح انتجةيعي نلهوايي 

 في هذا المثال. (9.9)مباو ة نلةعادنة  (11.9)  مما اعل المعادنة  vt – 0r) = t(2rو

 
من ا عاكس إ ى هواأي  d(t)من هواأي الإ سال إ ى ا عاكس وشعاع  c(t)ج ى تمث ل ا مسا  ا منعكس أعلاه بشعاع  :5.9الشكل 

هو حاصل ض ب نموذج هواأي الإ سال  t(j(. ا شعاع ا عقدي d)t(و c)t(هو مجموع أطوال  jr)t(الاستقبال. طول ا مسا  
 في اتجاه ا عاكس، ض اع وتغ   ا طو  عند ا عاكس ونموذج هواأي الاستقبال بع داً عن اتجاه ا عاكس

وااجاا  t(jβ (بع ار   كون فيها انت،ةيد انعقدل (11.9)مبار جوهرل ا ت دال انعمعة  J كون من المميي بان ب ة نلجانة انعامة ذات 
 عل  كيل مبار. t(jτ (إاافة إ  انت خير ان م  

𝑦𝑓(𝑡) =∑𝛽𝑗(𝑡)exp {2𝜋𝑖𝑓[𝑡 − 𝜏𝑗(𝑡)]}

𝑗

𝑗=1

 

(12.9) 

𝛽𝑗(𝑡) =
𝛼𝑗(𝑡)

𝑟𝑗(𝑡)
           𝜏𝑗(𝑡) =  

𝑟𝑗(𝑡)

𝑐
 (13.9) 

اننننننننننياع في انياعة والمفتض في المعادنة  /2r1أ ضنننننننننناا من أجل معدلات تخةيد اعت ا ية عوانننننننننناا عن  (12.9) كن أن تبننننننننننت،دم المعادنة 
exp(2πif عل  غو آخر بعد أخذ المعامل المشتك  (12.9). تُكتت المعادنة (11.9) t) انقوس وفس ما  لي: جخار 

𝑦𝑓(𝑡) = ℎ̂(𝑓, 𝑡) exp  {2𝜋𝑖𝑓𝑡}    𝑤ℎ𝑒𝑟𝑒     ℎ̂(𝑓, 𝑡) = ∑𝛽𝑗(𝑡) exp  {−2𝜋𝑖𝑓𝜏𝑗(𝑡)}

𝑗

𝑗=1

 
(14.9) 

,ℎ̂(𝑓 شننننننن   انتابس  𝑡)  ان مامتابس ℎ̂(𝑓) ( الخاص ب مام خيي عير مت ير بت ير ان منLTI عدا عن كيون انت ير هو في ان من )t . هكذا  و
,ℎ̂(𝑓 ُ بة  𝑡) ( انتابس الخيي نل مام المت ير زم يااLTV.أعمه ) أل انق ا( ) 

ب طء مس ان من وانتدد  إلا أن هذه انت يرات مهةلة اننننننننننةن مجالات ان من وانتدد عيد اندرا ننننننننننة. وهكذا  t(jβ(تت ير تخةيدات المبننننننننننار 
ار مبنن قابت. لافتض في هذا ان ةوذج الم بننط أ ضنناا أن كيل ت خير jβ بننت،دم في كيثير من الأحيان نموذج م بننط  كون في  كيل تخةيد مجرد 

𝜏𝑗(𝑡) ت ير  عدل قابت  = 𝜏𝑗
𝑜 + 𝜏𝑗

′ 𝑡 هكذا  كون. و ℎ̂(𝑓, 𝑡) :في ان ةوذج الم بط هو 

ℎ̂(𝑓, 𝑡) =∑𝛽𝑗 exp  {−2𝜋𝑖𝑓𝜏𝑗(𝑡)}        where        𝜏𝑗(𝑡) =  𝜏𝑗
𝑜 + 𝜏𝑗

′𝑡

𝑗

𝑗=1

 

(15.9) 
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0r/α=  2β–=  1β  𝜏1  انعاكيل  حيث كيان اتدار نتجليل الم بط ان ةوذج هذا ا ت،دم
𝑜 = 𝜏2

𝑜 = 𝑟0/𝑐  أنو 𝜏1
′ = −𝜏2

′ = −𝑣/𝑐. 
 

 LTVتابع النظام والاستجابة النبضية لأنظمة  1.3.9

,ℎ̂(𝑓انتابس  (14.9)عرفت المعادنة  𝑡)  ن مام خيي مت ير زم يااLTV  نق ا  متعدد  المبنننننننننننننننارات مس عدد م ت   م ها  كيةا عرفت المعادنة
 من ارات مبنننتةر . وبشنننكل أعيّ نموذجاا م بنننياا لهذا ان مام.  كن أ ضنننا وبشنننكل م اشنننر تعةيي تابس ان مام نيشنننةل ع ا  ذات مبننن (15.9)

πif(هو الا تجابة نلدخل  fy)t( ذن   إذا كيان t(2expانتابس   ع دها  عُرف ℎ̂(𝑓, 𝑡)  عل  ألا .�̂�𝑓(𝑡) exp  {−2𝜋𝑖𝑓𝑡}. 

,ℎ̂(𝑓تُؤخننذ  𝑡) exp  {2𝜋𝑖𝑓𝑡} عل  أغننا الا نننننننننننننننتجننابننة نلتننابس في هننذه انفقر  انفرعيننة )πif t(2exp   نكننل ترددf. الهنندف هو إعناد  إن
  .LTVمن أجل حانة  LTI. وهذا   يول عل  تعةيي الا تجابة ان  ضية المعروفة ومعادنة انيي لألامةة x(t)الا تجابة ندخل اعت ا ي 

 عل  انتوالي  فإن t(2x(و 1x)t(هي الا نننننتجابة نكل من  2y)t(و 1y)t(إن الافتاض انرييل في هذا انتعةيي هو خيية ان مام. فإذا كيالات 
)t(2y2+ α)t(1y1α  هي الا تجابة نلدخل)t(2x2+ α)t(1x1α142. تت س الخيية بي يعة الحال معادلات ماكيبو ل . 

𝑥(𝑡)با ت،دام الخيية  فإن الا تجابة نتاكُيت توابس جي ية عقد ة  ن قُل = ∫ �̂�(𝑓)
∞

−∞
exp(2𝜋𝑖𝑓𝑡)𝑑𝑓   هو   

𝑦(𝑡) = ∫ �̂�(𝑓)
∞

−∞

ℎ̂(𝑓, 𝑡) exp(2𝜋𝑖𝑓𝑡)𝑑𝑓  
(16.9) 

,�̂�(𝑓) ℎ̂(𝑓   عل  ألا �̂�(𝑓)   ألy(t)والخلط بذ دو ل فور ي  نلتابس  LTIه اك ا نننننننننننتدراج إ  تقليد أعة  ن مر ة لامي  𝑡) وهذا عير .
,�̂�(𝑓) ℎ̂(𝑓 صنننننننننننننننجيح م يقياا وفي  ايياا عل  حدّ  نننننننننننننننواء. حيث ألا  خي  من اتالات الم يقي لأن 𝑡) هو تابس نكل من انتدد وان من بي ةا 

�̂�(𝑓) د فقط. في حذ ألا  خي  من اتالات انفي  ايي لأن الا  احات دوبلر تجعل ا ننننننننننننتجابة انتابسهو تابس نلتد �̂�(𝑓) 𝑒𝑥𝑝(2𝜋𝑖𝑓𝑡)  دول
حول  �̂�(𝑓) محدد تعتةد عل  fمن وجهة لامر المبنننننننننننتق ل ع د تردد  �̂�(𝑓) . إنfعواننننننننننناا عن تابس واحد حول  fتوابس جي ية متعدد  حول 

 .fحول  𝑓 مجال من انتددات
 انيي. لا ننت،مص شننكل مرض  نل ا ة نكل من الا ننتجابة ان  ضننية ومعادنة (16.9)لحبننن الحظ لا   ال من المةكن ا ننت،دام المعادنة 

,ℎ̂(𝑓 ( نلتابسτعل  أغا دو ل فور ي  المعاكيل )من أجل متجول ان من  t,τ(h(غدد الا نننننننننننننننتجابة ان  ضنننننننننننننننية المت ير  زم ياا  𝑡) حيث لاعد  t  
𝑡كيةعامل. وهذا  ع  ألا  من أجل كيل  ∈ ℝ  :فإن 

ℎ(𝜏, 𝑡) = ∫ ℎ̂(𝑓, 𝑡) exp(2𝜋𝑖𝑓𝑡)𝑑𝑓 
∞

−∞

         ℎ̂(𝑓, 𝑡) = ∫ ℎ(𝜏, 𝑡) exp(−2𝜋𝑖𝑓𝜏)𝑑𝜏
∞

−∞

 
(17.9) 

,ℎ̂(𝑓  عدّ  𝑡)  بشنننننكل   يعي لامامLTI  تقليدل   ت ير ب طء مسt   كيةا و عد)t, τ(h  من أجل(  الا نننننتجابة ان  ضنننننية نلق اτ ان  تت ير )
   نجد:(16.9)في  (17.9)بتعو ير ات ء انثاني من  .tب طء مس 

𝑦(𝑡) = ∫ �̂�(𝑓)
∞

−∞

[∫ ℎ(𝜏, 𝑡) exp  [2𝜋𝑖𝑓(𝑡 − 𝜏)]𝑑𝜏
∞

−∞

] 𝑑𝑓 
   نجد:143بت د ل ترتيت انتكامل

𝑦(𝑡) = ∫ ℎ(𝜏, 𝑡)
∞

−∞

[∫ �̂�(𝑓) exp[2𝜋𝑖𝑓(𝑡 − 𝜏)] 𝑑𝑓
∞

−∞

] 𝑑𝜏 
 :LTVغ ل عل  معادنة انيي لمرشجات   x(t – τ)وندى دد د انتكامل انداخلي عل  ألا  

𝑦(𝑡) = ∫ 𝑥(𝑡 − 𝜏)ℎ(𝜏, 𝑡)𝑑𝜏
∞

−∞

 
(18.9) 

المتجركية  absorbersهذا انتع ير هو   ته  الأهمية  حيث  شنننير إ  أن ت قير أجه   الإر نننال والا نننتق ال اوةونة  وانعواكيل والماصنننات 
بشكل اعت ا ي  وكيافة تعقيدات حل معادلات ماكيبو ل  تتضاءل في ان ها ة إ  عمعة دخليخرج بذ هوايي الإر ال وهوايي الا تق ال 
                                                           

 ا طا  ، إلا أننا نهمل ذ ك في د استنا هذه. مكن  لتأث  ا/ غ   ا خط   أن تحدث في ا هواأ ا/ عا     142
و / وا ت دد ون في الأساس هي ا س تم تجاهل الأسأل  ا تي تتعلق با تقا ب وحدود ا تبادل، في هذا ا قسم. وهذا أم  منطقي لأن ا مداخل وا مخا ج ذا/ الأهم    جب أن تك 143

 سط.وبح ث تقتص  على نطاق ا فعا     لنموذج متعدد ا مسا ا/ ا مب
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إذا كيان  .t - τن  ضنننة في ان من  tهو الا نننتجابة ع د ان من  h(τ, t). أل أن LTVوان   كن تمثيلها ب بنننا ة كيا نننتجابة لا ضنننية لمرشنننح ع ا  
h(τ, t)  هو تابس قابت فيt فإن  h(τ, t)   كيتابس ننτ هو الا تجابة ان  ضية انتقليد ة ن مام  LTI. 

في ممرّ اعال حقيقياا  ومس ذن   ومن  x(t)  ي س هذا الاشتقاق عل  دخل حقيقي أو عقدل. عت أن  كون اندخل انفي  ايي انفعلي 
عت أن  LTVن مام   h(τ, t)عت أن  كون حقيقياا أ ضاا. وهذا  ع  أن الا تجابة ان  ضية  y(t)حقيقية  فإن الخرج المقابل  x(t)أجل كيل 

,ℎ̂(−𝑓 أن (17.9) كون حقيقياا.   جي عن المعادنة  𝑡) =  ℎ̂∗(𝑓, 𝑡)وان  تعرف   ℎ̂(−𝑓, 𝑡) بو نننننننننننننننا ة ℎ̂(𝑓, 𝑡)  من أجل كيل انتددات
 .f  > 0الأكيبر من ان فر 

الحانتذ  . إن موجة الخرج في كيلتاLTIوان تايج انتقليد ة لمرشننجات  LTVه اك انعد د من أوج  انشنن   بذ ان تايج أعمه بذ مرشننجات 
 y(t) =   فإن LTV  في حذ ألا  في حانة LTI  y(t) =  x(t – ) h() d هي  ي موجة اندخل مس الا نتجابة ان  ضنيةة حيث في حانة

x(t – ) h(t – ) d إن تابس ان مام في كيلتا الحانتذ هو دو ل فور ي  نتابس الا ننننننننننتجابة ان  ضننننننننننيةة حيث من أجل مرشننننننننننجات .LTI فإن 
ℎ(𝜏) ↔ ℎ̂(𝑓) ومن أجل مرشنننننننننننننجات  LTV فإن ℎ(𝜏, 𝑡) ↔ ℎ̂(𝑓 − 𝑡)   أل ألا  من أجل كيلt فإن انتابس ℎ̂(𝑓, 𝑡) كيتابس نلتدد( f)  هو

,ℎ(𝜏 دو ننل فور ينن  نلتننابس 𝑡) كيتننابس نلةتجول( .)  كةن انفرق الأكيثر أهميننة في أن �̂�(𝑓) = ℎ̂(𝑓)�̂�(𝑓)  في حننانننةLTI بي ةننا في حننانننة  
LTV فإن انعمعة المقابلة ت ص عل  أن  y(t) هو دو ل فور ي  انعكبي نلتابس ℎ̂(𝑓, 𝑡)�̂�(𝑓). 

,ℎ̂(𝑓 المت ير زم ياا  وتابس ان مام h(τ, t)من المهي أن لادرك أن عمعة فور ي  بذ تابس الا ننننتجابة ان  ضننننية المت ير زم ياا  𝑡)  صننننالح لأل لامام
LTV  هذا ان ةوذج ذو عيةة كي ير  في اكيتبننننننننناب لامر  قاع ة عل   (15.9)ولا  عتةد عل  نموذج تعدد المبنننننننننارات الم بنننننننننط الم ذ في المعادنة .

 كييفية ت قر الموجة المر لة بكل من تعدد المبارات وانت،ةيد.

,ℎ̂(𝑓 من (15.9)لمعادنة الم ذ في ا h(τ, t) كن ببهونة ا ت،راج  𝑡) :وفس ما  لي 

ℎ̂(𝑓, 𝑡) = ∑𝛽𝑗 exp{−2𝜋𝑖𝑓𝜏𝑗(𝑡)}           ↔        ℎ(𝜏, 𝑡) = ∑𝛽𝑗𝛿{𝜏 − 𝜏𝑗(𝑡)}

𝑗

  

𝑗

𝑗=1

 

(19.9) 

 نجد: (18.9)في المعادنة  (19.9)هي تابس دنتا د راك. بتعو ير المعادنة  δحيث 
𝑦(𝑡) =∑𝛽𝑗𝑥(𝑡 − 𝜏𝑗(𝑡))

𝑗

 
(20.9) 

هي  jندخل اعت ا ي هي مجةوع الا ننتجابات عل  كيافة المبننارات  والا ننتجابة عل  المبننار  t  ص ذن  عل  أن الا ننتجابة في ان من 
انذل عرل عياس  t. لاحظ ألا  عد جرى تقييي كيل من انت خير وانت،ةيد في ان من jβومخةداا بانقيةة  t(jτ(ب بنننننننننننا ة اندخل  مؤخراا بالمقدار 

 الخرج ع ده. 
ببنن ت الافتاض انضننة  ب ن الخفوت وانت خير ان م  في كيل مبننار مبننتقلّ عن  (19.9) جي ان  ضننات المثانية  عير الماد ة  في المعادنة ت

,ℎ̂(𝑓 ممحمة أن (16.9)انتدد.  كن من المعادنة  𝑡) ؤقر فقط عل  مجال انتدد ع دما تكون  �̂�(𝑓)  عير م عدمة. إذا ا ننننننتةر الا ننننننتقمل
عبر هذا اعال انتددل  فإلا   كن أن لافتض دون انوعوع ب ل انننننننرر ألا  مبنننننننتةر عل  أيس انتددات  مما  ؤدل إ  ان  ضنننننننات عن انتدد 

 أعمه. هذا الا تقمل عن انتدد هو عاد  افتاض معقول  من أجل تي يقات نموذجية ذات لاياق ايس لاب ياا.
أ ة رؤ ة فور ة عن   يعة  (15.9)و (14.9)نماذج المبنننننننننننننننارات المتعدد  في المعادنتذ ولا لاتايج   LTVلا توفر ان تايج انعامة عن ألامةة 

 الخفوت.  درس انقبةان انفرعيان انتانيان هذه الإشكانية  أولاا من أجل مداخل جي ية  ومن و من أجل مداخل عامة ايقة ان ياق.
 

 انتشار دوبلر وتماسك الزمن 2.3.9

,ℎ̂(𝑓    كن انتع ير عن تابس ان مام(15.9)إذا افتا ا نموذجاا م بياا نل،فوت تعدد المبارات في  𝑡) :كيةا  لي 
ℎ̂(𝑓, 𝑡) = ∑𝛽𝑗 exp{−2𝜋𝑖𝑓(𝜏𝑗

′𝑡 + 𝜏𝑗
𝑜)}

𝑗

𝑗=1

 

𝒟𝑗  بانقيةة jعل  المبننننننننننننار  ′𝜏𝑗  عدل ت ير انت خير fع د انتدد  j تعلس الا  ا  دوبلر عل  المبننننننننننننار  = −𝑓𝜏𝑗
 وبذن   كن انتع ير عن  ′
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ℎ̂(𝑓, 𝑡) :م اشر  من خمل الا  ا  دوبلر وفس المعادنة 
ℎ̂(𝑓, 𝑡) = ∑𝛽𝑗 exp  {2𝜋𝑖(𝒟𝑗𝑡 − 𝑓𝜏𝑗

𝑜)}

𝑗

𝑗=1

 
exp (2πifوبذن  تكون الا تجابة نلدخل  t) :هي 

𝑦𝑓(𝑡) = ℎ̂(𝑓, 𝑡) exp{2𝜋𝑖𝑓𝑡} =  ∑𝛽𝑗exp {2𝜋𝑖(𝑓 + 𝒟𝑗)𝑡 − 𝑓𝜏𝑗
𝑜}

𝐽

𝑗=1

 

(21.9) 

هي  maxDهي انقيةة الأصنننننننن ر لالا  احات دوبلر و minDحيث  maxD+  fتتاو  بذ عيةة و  f جي ية حول شننننننننكّل ذن  مح ننننننننلة توابس 
2𝜋𝑓𝜏𝑗− انقيةة الأعمية وانتعابير

𝑜  هي ب بننا ة أ وار.  كن لالا  احات دوبلرjD  الم ي ة أعمه أن تكون موج ة أو  ننان ة  إلا ألا ا لافتض
.  عرف هذا minDو maxDح مة اننننننننننيقة عرض مجالها هو المبننننننننننافة بذ  t(fy(. وبذا تكون fأن عيةتها صنننننننننن ير  بالمقارلاة مس تردد الإر ننننننننننال 

 الالاتشار
𝒟 = max

𝑗
𝒟𝑗 − min

𝑗
𝒟𝑗 (22.9) 

(  إلا ألا ا لا مر إ  f)لامراا لأن كيل الا  احات دوبلر هي تابعة نلتدد  f  وهو تابس نلتدد Doppler spreadدوبلر نلق ا  ب لا  الاتشنننننننننننننننار 
 هذه الالا  احات عاد  عل  أغا قابتة كيوغا لا تت ير حول أل مجال ترددل محدد عيد اندرس.

أن لاكون أكيثر دد داا حول كييفية    إلا ألا  من انضنننننننننننننرورل الآنt(fy(الاتشنننننننننننننار دوبلر كيةا هو م ذّ أعمه  هو عرض ان ياق انتددل 
 تعر ف الخفوت )انتمشنني(  و ننوف  ؤدل هذا أ ضنناا إ  تعر ف زمن تما نن  انق ا .  كن بيان انت،امد بشننكل أكيثر واننوحاا بانتع ير عن

ℎ̂(𝑓, 𝑡)  من خمل ميان  و وره  ألℎ̂(𝑓, 𝑡)𝑒𝑖∠ℎ̂(𝑓,𝑡)  وبذن  تكون الا تجابة نلتع ير .exp{2πif t} هي: 
𝑦𝑓(𝑡) = |ℎ̂(𝑓, 𝑡)| exp{2𝜋𝑖𝑓𝑡 + 𝑖∠ ℎ̂(𝑓, 𝑡)} (23.9) 

,ℎ̂(𝑓| كيةيال t(fy(  عبر ذن  عن 𝑡)| عرف هذا الميال .1 مضنننننننننننننننروب بيور تعد ل ن  ميال عدره  |ℎ̂(𝑓, 𝑡)|  الآن عل  ألا  ميال
,ℎ̂(𝑓|. وكيةا جرى شنننننرح   نننننابقاا فإنfالخفوت نلق ا  ع د تردد  𝑡)|  و∠ℎ̂(𝑓, 𝑡)   ت يرا ب طء بان بننننن ة إ exp{2πif t}   فإلا   كن  نذن

,ℎ̂(𝑓 ان مر إ  𝑡) .من ان احية الم يقية عل  ألا  عمف مت ير ب طء  أل عمف الخفوت  حول الإشار  اتي ية المبتق لة والمعدنة بانيور 
ر ميال انت،امد بشننكل أكيثر واننوحاا من خمل الا ننتجابة  t(fy[) = f[(نتابس دخل جيبي فعلي  fy[)t[( كن أن  فبننّ tcos(2  

   نجد:(23.9)وب خذ ات ء الحقيقي من المعادنة 
ℜ[𝑦𝑓(𝑡)] = |ℎ̂(𝑓, 𝑡)| cos[2𝜋𝑓𝑡 +∠ℎ̂(𝑓, 𝑡)] 

,ℎ̂(𝑓|± داخل الحدود المت ير  ب طء نلتابس fع د انتدد  t(fy[[( لت  الموجة 𝑡)|هذا   ذّ أن . |ℎ̂(𝑓, 𝑡)|  هو ان مف  و ثّل أ ضننننننننننننننناا
 .f.  يتي تو يس لاياق هذا انتفبير لاحقاا نيشةل مداخل ح مة تردد ة ايقة حول انتدد (f)ع د انتدد  t(fy[[( ميال الخفوت نلتابس

. لافتض في ان نندا ننة أن t(fy[[(   وألانن  هو أ ضنننننننننننننننناا عرض مجننالfy)t( هو عرض ان ينناق انتددل نلتننابس Dأن  (21.9)بيّ ننت المعننادنننة 
,ℎ̂(𝑓 فإن. وبذن  minD–=  maxDالا  احات دوبلر تتكي  حول ان نننننفر  أل أن  𝑡)  هو موجة مجال عاعدل )أ نننننا ننننني( دتول عل  ترددات

,ℎ̂(𝑓 أل t(fy[[(عمف  .+2D/و –2D/تتاو  بذ  𝑡) 2/  هو ميننال موجننة مجننال عنناعنندل محنندد  ع نندD وبننانعود  عل  مثننال اتنندار .
 .|sin [2𝜋(𝐷/2)𝑡| وان مف هو  1D = 2D  والاتشار دوبلر 2D–=  1Dانعاكيل نجد أن 

jmin وان  تعرف عل  أغا لاقية انو نننط بذ  وبشنننكل أكيثر عةوماا   كن أن ترتك  الا  احات دوبلر حول بعير انقيي عير ان نننفر ة 

jD وjD jmax. وبان مر في هذه الحانة إ  تابس لامام الا  ا  انتدد �̂�(𝑓, 𝑡) : وانذل  عرف ب لا 

�̂�(𝑓, 𝑡) = exp(−2𝜋𝑖𝑡∆)ℎ̂(𝑓, 𝑡) =∑𝛽𝑗 exp{2𝜋𝑖𝑡(𝐷𝑗 − ∆) − 2𝜋𝑖𝑓𝜏𝑗
𝑜}

𝑗

𝑗=1

 
(24.9) 

,ℎ̂(𝑓 عرض مجال 𝑡)  كيتابس نل منt هو  D/2. و ا أن: 
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|�̂�(𝑓, 𝑡)| = | 𝑒−2𝜋𝑖∆𝑡ℎ̂(𝑓, 𝑡)| = | ℎ̂(𝑓, 𝑡)| 

,�̂�(𝑓 ميال 144هو لافبننن  t(fy[[( عمف 𝑡)   2/أل ميال موجة مجال عاعدل )أ نننا ننني( دتول عل  ترددات محدد  ع دD وهذا  
 الا  ا  دوبلر.انتجد د صالح ب ير ان مر عن تمركي  

,ℎ̂(𝑓   و كون ع ديذ1Dلافتض عل   ننننننن يل المثال وجود مبنننننننار واحد عيةة الا  ا  دوبلر ن  هي  𝑡)  1تابس عقدل جيبي ع د انتددD  
. الاتشنننار دوبلر هو ذو عيةة م عدمة )أل صنننفر(  وان مف قابت انقيةة  وبانتالي لا  وجد خفوت. لافتض أ ضننناا  1إلا ألا  ذو عيةة قابتة 

 قكيةثال آخر أن المر نننننننننل في اتدار انعاكيل في مثان ا انبنننننننننابس  تجرك بعيداا عن هذا اتدار   نُقَلِّص ذن  كيم الا  احي دوبلر  إلا أن انفر 
,ℎ̂(𝑓 بي هةا أل الاتشنننننار دوبلر    ق  قابتاا  كيةا أن 𝑡)  ات ونيل الا  اح الاتشنننننار دوبلراافظ عل  عيةت  لافبنننننها.  وانننننح هذان المثالان أن

 هو انذل  تجكّي بان مف. دوبلر 
 145انق ا  عل  ألا  زمن تما  عرّف 

𝒯𝑐𝑜ℎ =
1

2𝐷
 

(25.9) 

,�̂�(𝑓 )انتدد الأعمةي في D/2 ثل ذن  ربس  ول الموجة  𝑡))  .اا ولامر  ولا نننننننننف انفاصنننننننننل ان م  نتدد أخذ انعي ات )الاعتيان( المقابل
,�̂�(𝑓| لأن ان مف هو 𝑡)|فإن   𝒯𝑐𝑜ℎ   تخدم كيةقياس كييفي )خام( نلفاصنننل ان م  ان ةوذجي نل مف حتى  ت ير بشنننكل ملةوس. كيةا ألا

. f فبننننننر أ ننننننا نننننناا عل  ألا  مرت ة عيةة فت  ميال الخفوت ع د تردد  𝒯𝑐𝑜ℎ   فإنfونكون هذا ان مف هو ميال الخفوت نلق ا  ع د انتدد 
  أكيبر من لا ف ميللي قالاية. 𝒯𝑐𝑜ℎ يةة  وبذن  فإن عHz 1000نموذجياا أعل من  Dتكون عيةة 

 تتميل توابس عرض اعال انعانية إ  انت ير ببرعة أكيبر من توابس عرض اعال الم ،فضة  عل  انرعي من ألا  لا  كن دد د  رعة انت يرا
اانننة.  ت ير ان مف انعمعة انفضنننففي تابس اعال انقاعدل فقط بدلانة عرض اعال انتددلة وبذن   عبر تعر ف وعت انتةا ننن  عن هذه 

 ة وهذا أكيثر أو أعل نموذجية في أعلت الأمثلة انعامة.𝒯𝑐𝑜ℎ في مثال اتدار انعاكيل  من عيةة ع وى وصولاا إ  ان فر  خمل انفت 
 حيث  بننننننننننننت،دم فيكيةقياس لمد  الخفوت  إلا ألا   عد معياراا هاماا في وصننننننننننننف انق وات انم ننننننننننننلكية   𝒯𝑐𝑜ℎ عل  انرعي من عدم دعة

 انت ننننننننةيي الموجي  وتوفير مي ات انت وع في انت ننننننننةيي  وا ننننننننتاتيجيات عياس انق ا . ع دما  تيّ عرض نماذج انعشننننننننوايية المتعدد  لاحقاا  فإن
 ت  ح أكيثر واوحاا. 𝒯𝑐𝑜ℎ انعمعة بذ مد  الخفوت وزمن انتةا  

خل  وبانتالي  كون الاتشنننننننار دوبلر خيياا أ ضنننننننااة كيةا  كون ت ير الاتشنننننننار من المهي أن لادرك أن الا  احات دوبلر هي خيية في تردد اند
 ير ت دوبلر بان بنن ة إ  انتدد نلةداخل ذات ان ياق انضننيس تردد اا  عير ذل أهمية. ع د المقارلاة بذ ألامةة ذات مجالات تردد ة مختلفة  فإن

D جي ا هرت   كون الاتشنننننننار دوبلر في  أكيبر بثةاني مرات  8 د تردد عدره مس انتدد هو المهية حيث عل   ننننننن يل المثال  فإن لاماماا  عةل ع
(ة وخفوت أ ننرع  أما من أجل فتات خفوت 8/1جي ا هرت   وبانتالي فت  تما نن  أعلّ بثةاني مرات )أل  1من لامام  عةل ع د تردد عدره 

 مرات. 8(  قدار outdatedأكيثر ع راا  فإن عيا ات انق ا  ت  ح عير صالحة )
 

 تأخير الخفوت وتماسك التردد 3.3.9

بانفرق بذ ت خير المبننار  ℒ ت خير الالاتشننارمعيار مهي آخر في ع ا  لا ننلكية هي الالاتشننار في انت خير بذ مبننارات مختلفة.  تيّ تعر ف 
 عل  أ ول وأع ر مبار. أل:

ℒ = max
𝑗
[𝜏𝑗(𝑡)] − min

𝑗
[𝜏𝑗(𝑡)] 

وبالم يس لافب  لاادراا ما تكون أكيثر من عد  ميكرو  ℒ بضعة كييلومتات  نذن  فإن لاادراا ما  كون انفرق بذ أ وال المبارات أكيبر من
في زمن  ℒ لاركي  عل أن   كن تت ير أ ضناا مس ان من  نذن  علي ا ℒ تت ير مس ان من  فإن t(jτ(قالاية. لامراا لأن انت خيرات ان اأة عن المبنار 

                                                           
,�̂�(𝑓 لاحظ أن 144 𝑡)   2/تابع حزم   اعد   محدد با ق مDب نما ، ℎ̂(𝑓, 𝑡)  2/محدد با ت ددا/ ضمنD  منΔوأن ، �̂�𝑓(𝑡)  2/محدد با ت ددا/ ضمنD  منΔf +  تتمتع هذه .

,�̂�(𝑓  الأمواج با غلاف نفسه مما  بعث مبدأ اً على ا دهش . ن كز على ا تابع 𝑡) = 𝑒−2𝜋𝑖𝑓∆ℎ̂(𝑓, 𝑡)  لأنه تابع حزم   اعد   محدد با ق مD/2 (5.9)و (17.6). توف  ا مساأل 
 نظ ة ثا ب  وأمثل  توض ح   حول أغلف  أمواج تم    حزم  حق ق  .

 ؛ و كلا ا تع  ف ن ذا/ ا قد  من ا تفس  ا/ /D1، ب نما  ع فه آخ ون على أنه /1(4D)على أنه  𝒯𝑐𝑜ℎ ع ف بعض ا ما ف ن  145
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 عل  مدى انفتات ان م ية في انتعد ل عيد اندرس. 146قابتة ℒ . كيةا  كن اعت ارtمحدد 
 147معيار آخر  رت ط ارت ا اا وقيقا مس درا ت ا هو تردد انتةا   نلق ا .  عرف هذا المعيار كيانتالي:

ℱ𝑐𝑜ℎ = 
1

2ℒ
 

(26.9) 

 وفر جواباا تقر  ياا نلبنننننننؤال انتالي: إذا كيالات انق ا  تعاني  ℱ𝑐𝑜ℎ . ت ذ هذه انفقر  أنkHz 100 كون تردد انتةا ننننننن  نموذجياا أكيبر من 
  فكي عت أن لا ير في انتدد حتى  تي انعثور عل  تردد لا  بنننننننننن ت خفوتاا؟  ننننننننننوف لارى fمن الخفوت بشننننننننننكل  ننننننننننيئ جداا ع د تردد ما 

 .ℱ𝑐𝑜ℎ عت أن تت ير  قدار fوبتقر ت أولي جداا  أن 
 t(fy[[( . وبشنننننننننننننننكل أكيثر دد داا  فإن عمف انت،امد𝒯𝑐𝑜ℎو Dم دوجة انوعتيانتدد نتجليل  ℱ𝑐𝑜ℎو ℒ  شننننننننننننننن   دليل المعيار ن

cos (2πft))ا نننننننتجابة نلدخل ,ℎ̂(𝑓| هو   𝑡)| تعلس دليل  .D و𝒯𝑐𝑜ℎ بت ير |ℎ̂(𝑓, 𝑡)|  مس ان منtبي ةا  تعلس   ℒ وℱ𝑐𝑜ℎ  بت ير|ℎ̂(𝑓, 𝑡)| 
 . fمس 

,ℎ̂(𝑓  شنننننننكّل 𝑡) = ∑𝑗𝛽𝑗exp {−2𝜋𝑖𝑓𝜏𝑗(𝑡)}  ومن أجل   (15.9)في ان ةوذج المتعدد المبنننننننارات الم بنننننننط في المعادنةt  قابتة  مجةوعJ 
. t(J), ..., t(1(هي  f. ترددات هننذه الحنندود  وان    مر إنيهننا كيتوابس نلتدد fحنند من انتوابس اتي يننة انعقنند ننة الموزولاننة وانتننابعننة نلةتجول 

,�̂�(𝑓ولاعرف انتابس    j jmax(t)و t(j jmin(هي لاقية الم ت ف بذ  midلافتض  𝑡) : عل  ألا 
�̂�(𝑓, 𝑡) = 𝑒2𝜋𝑖𝑓𝜏𝑚𝑖𝑑 ℎ̂(𝑓, 𝑡) = ∑𝛽𝑗 exp{−2𝜋𝑖𝑓[

𝑗

𝜏𝑗(𝑡) − 𝜏𝑚𝑖𝑑]} (27.9) 

,�̂�(𝑓 . وبانتالي فإن+ℒ/2 و ℒ/2− فيةا بذ انقيةتذ jبت ير  mid –) t(jتت ير انت خيرات الم احة  𝑡)  كيتابس نلتددf  ن  عرض مجال
,ℎ̂(𝑓|أن  (27.9). لارى من المعننادنننة ℒ/2 عنندره 148ح مننة عنناعنند ننة 𝑡)| = |�̂�(𝑓, 𝑡)|وهكننذا  فننإن ان مف . |ℎ̂(𝑓, 𝑡)| كيتننابس نلتدد f هو  

  ت ذّ ن ا ألا  من المعقول أن لا خذ ربس  ول موجة من عرض اعال هذا  أل. ℒ/2ميال تابس ح مة عاعد ة )أ نننننننننننننننا نننننننننننننننية( محدود بانقيةة 
ℱ𝑐𝑜ℎ = 1/2ℒ  كيةقياس لمرت ة الميال انمزمة نلت يير الميلوب فيf لإحداث ت يير مؤقر في عمف )]t(fy[. 

  كيةا أن انتفبنننننننننير 𝒯𝑐𝑜ℎو Dهي ميابقة فعلياا نتل  المتعلقة بانعمعة فيةا بذ  ℱ𝑐𝑜ℎو ℒ الم اعشنننننننننة المذكيور  أعمه ان  ربيت فيةا بذ
كيةرت ة من رتت انتقر ت نلةيال هي من ان احية انفعلية مماقلة أ ضننننننننننناا. ومس ذن  فإن  هذه الازدواجية هي  ℱ𝑐𝑜ℎو 𝒯𝑐𝑜ℎ المتعلس بكل من

,ℎ̂(𝑓 في fو  tبذ  𝑡) ونيل بذ انوعت وانتدد نلأمواج انفعلية المر لة والمبتق لة.  كن أن   مر إ  ان مف |ℎ̂(𝑓, 𝑡)|  ا ت،دم في  انذل
عل  ألا   ℱ𝑐𝑜ℎتفبننننير  (  وهكذا  كن6.9(b). )الاير المثال t(fy[[( عل  المدى انق ننننير في كيل من ان قاشننننات انبننننابقة كيةتو ننننط زم 

 ت ير انتدد الميلوب لإحداث ت يير كي ير في المتو ط ان م  عوااا عن الا تجابة لافبها.
في الات الات انم لكية هي في كييفية لاشر إشار  دخل أو كيلةة مشفر  عل  ان من وانتدد )في إ ار  اأحد الأ ئلة انرييبة ان  لاواجهه

  فإن فت  خفوت واحد   كن أن ℱ𝑐𝑜ℎ وحي  تردد 𝒯𝑐𝑜ℎ انت خير وعيود انتدد المتاحة(. إذا كيان إشننننننار  متضننننننة ة أ ننننننا نننننناا داخل حي  زم 
ويأو  𝒯𝑐𝑜ℎ من مبننننتوى انضننننجيج. ونكن  إذا لاشننننرت إشننننار  عل  حي ات زم ية متعدد  مدلاتجلت كيامل الإشننننار  إ  مبننننتوى أعل بكثير 

  فإن فت  خفوت واحد   وف تؤقر عل  ج ء واحد فقط من الإشار . ُ بة  لاشر الإشار  عل  م ا س ℱ𝑐𝑜ℎ ح م تردد ة متعدد  عراها
 𝒯𝑐𝑜ℎ لاحس. أما في انوعت انراهن  فيجت أن لامحظ أن المعاممت   وان   نننن قوم بدرا ننننتها في وعتبانت وعذات خفوت مبننننتقل لابنننن ياا 

 تعرف ا إ  كيةية ان شر الميلوبة في انوعت وانتدد لا ت،دام تق يات انت وع هذه. ℱ𝑐𝑜ℎو

ةار ة انعةلية جرى في انف ول انبابقة  ت خير توعيت المبتق ل عن توعيت المر ل  ا  عادل انت خير انكلي نملاتشارة و تيّ ذن  في الم
انتوعيت ع د المبتق ل. كيةا  بت،دم توعيت الا تجاع في الات الات انم لكية  إلا ألا  وبب ت اختمف  recoveryمن خمل ا تجاع 

ت خير الالاتشننار باختمف المبننار  فإن ا ننتجاع انتوعيت ع د المبننتق ل  ننوف  ؤدل بشننكل تقر بي إ  تمركي  ت خير المبننارات حول ان ننفر. 
                                                           

ℒ ، وبا تا ي فإن انتشا  ا تأخ  vt 0r +و  vt – 0r ا مسا ا/ في مثال ا جدا  ا عاكس هيإن أطوال  146 = 2𝑣𝑡/𝑐.  بدو ا تبد ل مع t    هنا ذا أهم  ، و كن على مساف  مقبو
 .    عن ا عاكس،  كنّ ا تبد ل صغ   نسب  إ ى ا فت ا/ ا ب ن   )ب ن ا  موز(

 في أح ان أخ ى، إلا أن ا تفس    بقى هو نفسه. (4ℒ)/1وأنه  ℒ/1 في بعض الأح ان على أنه ℱ𝑐𝑜ℎ  ع ف 147
𝜏|  ختلف عن ا صف  من أجل ا مجال t, mid – (h(بكلما/ أخ ى، إن تحو ل فو   ه ا معاكس  148 − 𝜏𝑚𝑖𝑑| ≤ ℒ/2 .فقط 
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,�̂�(𝑓| ت ننن ح مبننناو ة نل نننفر  كيةا   ننن ح انتابس (27.9)في المعادنة  midτهذا  ع  أن الإزاحة و  𝑡)| = |ℎ̂(𝑓, 𝑡)| .وهكذا   كن حذف 
�̂�(𝑓, 𝑡) من اعت ارات لاحقة و كن الافتاض دون خبار  في انعةومية أن ℎ(𝜏, 𝑡)  ذو عيةة عير صفر ة في اعال L/2 .فقط 

.  cfحول لااعل  Wهي موجة تمر ر ح مة حقيقية مر لة ذات عرض مجال  t(x(لادرس الآن حانة خفوت موجة ايقة اعال. ن فتض أن 
,ℎ̂(𝑓 فت ننننننننن ح W≪Fcoh كيةا لافتض عمو  عل  ذن  أن 𝑡) ≈  ℎ̂(𝑓𝑐, 𝑡) 2/ وذن  من أجلW+  cf < f </2 W – cf .نتكن )t(+x  هي

 t(+y(تعي  ا ننننتجابة . 2W+ cf < f </2 W – cf/ ذات عيةة عير م عدمة فقط من أجل �̂�+(𝑓) أن بحيث  x)t(ات ء انتددل الحقيقي من 
𝑦+(𝑡) وفس ما  لي: (16.9)بالمعادنة  t(+x(من أجل  = ∫

𝑓>0
�̂�(𝑓)ℎ̂(𝑓, 𝑡)𝑒2𝜋𝑖𝑓𝑡𝑑𝑓 : وان   كن أن تقرب إ 

𝑦+(𝑡) ≈ ∫ �̂�(𝑓) ℎ̂(𝑓𝑐, 𝑡)𝑒
2𝜋𝑖𝑓𝑡  𝑑𝑓 = 𝑥+(𝑡) ℎ̂(𝑓𝑐, 𝑡)

𝑓𝑐+W/2

𝑓𝑐−W/2

 

 نجد:  x(t)من أجل  y(t)وب خذ ات ء الحقيقي لإعاد الا تجابة 
𝑦(𝑡) ≈ | ℎ̂(𝑓𝑐, 𝑡)| ℜ[𝑥

+(𝑡)𝑒𝑖∠ℎ(𝑓�̂�,𝑡)] (28.9) 

,ℎ̂(𝑓| إن ت قير انق ا  نمت نننننننننال بالح مة انضنننننننننيقة بكلةات أخرى  هو إحداث خفوت مس ان مف 𝑡)|  ومس ت ير انيور∠ ℎ̂(𝑓
𝑐
, 𝑡). 

الحدود  ℱ𝑐𝑜ℎ . ادد تردد انتةا ننن narrow-band fadingالخفوت انننيس الح مة أو  flat fadingالخفوت المبنننيح  يلس عل  ذن  ا ننني 
 مرت ة مد  الميال لهذه الخفوتات.  𝒯𝑐𝑜ℎ بذ الخفوت المبيح والخفوت عير المبيح  و عيي تما   ان من

وان  تعبر عن مجةوع ت خير  (20.9)المعادنة  مختلفة جدا عن الا ننننننننتجابة انعامة في (28.9)ت دو ا ننننننننتجابة الخفوت المبننننننننيح في المعادنة 
عل  ألا  إشار  ح مة عاعد ة  x(t)مس ذن   ص ير جداا بحيث إلا ا إذا لامرلاا إ   (28.9)وتخامد المداخل.  عدّ عرض مجال الإشار  في المعادنة 

 معدنة فإن هذه الموجة تكون فعلياا قابتة عل  مختلف مبارات انت خير  وهذا  وف    ح أكيثر واوحاا في انفقر  انتانية.
 
 توابع الحزمة القاعدية للنظام والاستجابات الترددية 4.9

ل انتع ير عن تابس لامام تمر ر الح مة الم ذ أعمه بح مة عاعد ة من خم LTVتتةثل الخيو  انتانية في تفبنننننننننننننننير ع وات خيية مت ير  زم ياا 
 cf  حول الحامل t(x(  فإن ات ء الحقيقي من الإشنننار  المعدنة 2W/  محدد   جال عاعدل u)t(معادنة. لاذكير ألا  من أجل أل موجة عقد ة 

  عي  بانعمعة:
𝑥(𝑡) = 𝑢(𝑡) exp {2𝜋𝑖𝑓𝑐𝑡} + 𝑢

∗(𝑡) exp {2𝜋𝑖𝑓𝑐𝑡} 
 .2W>>  cf/لافتض فيةا  يلي أن 

�̂�(𝑓)وبا ننننننت،دام انتعابير الاصننننننيمحية نلتجو ل نجد  = �̂�(𝑓 − 𝑓𝑐) + �̂�
∗(−𝑓 + 𝑓𝑐) إن ات ء الموجت من انتدد .)t(x  هو ب بننننننا ة

)t(u م ا   قدار cf نفهي تعد ل وكيشف انتعد ل في أببط أشكان   لا خذ كيدخل ح مة عاعد ة جي ية عقد ة .ift2e  2/من أجل, W–[  f

W/2] (. ولامراا لأن انق ا   كن أن تكون عراننننننة 6.9  وذن  بعد تعد لها وإر ننننننالها اننننننةن انق ا   ومن و كيشننننننف تعد لها )الامر انشننننننكل
وهكذا  كيةا هو مواننح في انشننكل . cfعد تكون مختلفة عن الإشننار  انفعلية  𝑓𝑐 نت خيرات دوبلر  فإن إشننار  الحامل المبننتجعة في المبننتق ل

𝑦𝑓(𝑡)أعمه   عي  خرج انق ا  الموجت بانعمعة  = ℎ̂(𝑓 + 𝑓𝑐, 𝑡)𝑒
2𝜋𝑖(𝑓+𝑓𝑥)𝑡   والموجة المكشوفة بانعمعةℎ̂(𝑓 + 𝑓𝑐, 𝑡)𝑒

2𝜋𝑖(𝑓+𝑓𝑐−�̂�𝑐)𝑡. 
𝑢(𝑡) عي  تردد خرج انق ا  الإعابي بانتاكيت من أجل ح مة عاعد ة عشوايية في اندخل  = ∫

−W/2

W/2
�̂�(𝑓)𝑒2𝜋𝑖𝑓𝑡𝑑𝑓 :بانعمعة  

𝑦+(𝑡) = ∫ �̂�(𝑓) ℎ̂(𝑓 + 𝑓𝑐 , 𝑡)𝑒
2𝜋𝑖(𝑓+𝑓𝑐)𝑡  𝑑𝑓

W/2

−W/2
 

   أل:𝑓𝑐 م احة بالحامل المبتجس y+(t)ع ديذ  v(t)وتكون الإشار  المكشوفة 
𝑣(𝑡) = ∫ �̂�(𝑓) ℎ̂(𝑓 + 𝑓𝑐, 𝑡)𝑒

2𝜋𝑖(𝑓+�̃�𝑐)𝑡  𝑑𝑓
W/2

−W/2
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=∆  أل 149انفرق بذ الحامل المر ل والمبتجس نتكن  𝑓𝑐 − 𝑓𝑐:وبذن  ت جي المعادنة انتانية   

𝑣(𝑡) = ∫ �̂�(𝑓) ℎ̂(𝑓 + 𝑓𝑐, 𝑡)𝑒
2𝜋𝑖(𝑓−∆)𝑡  𝑑𝑓

W/2

−W/2

 
(29.9) 

 
تابع حزم   اعد   ج ب   عقد  ، معد    تصبه حزم  تم   ، وتم  ضمن  ناة متعددة ا مسا ا/، ومكشوف  بدون ضج ج.  تمحو   :6.9الشكل 

 .𝑓𝑐وت دد كشف ا تعد ل  تمحو  بشكل عام حول ت دد آخ    cfا تعد ل حول ت دد حامل 

,�̂�(𝑓 بشنننننكل م اشنننننر من خمل تابس الح مة انقاعد ة نل مام v(t)والخرج  u(t) كن انتع ير عن انعمعة فيةا بذ اندخل  𝑡)   انذل  عرف
 كيةا  لي:

�̂�(𝑓, 𝑡) = ℎ̂(𝑓 + 𝑓𝑐 , 𝑡)𝑒
−2𝜋𝑖∆𝑡 (30.9) 

 :(29.9)وبذن  ت  ح المعادنة 

𝑣(𝑡) = ∫ �̂�(𝑓) �̂�(𝑓, 𝑡)𝑒2𝜋𝑖𝑓𝑡  𝑑𝑓
W/2

−W/2

 
(31.9) 

,𝑔(𝜏 . اعل(16.9)هذا هو بانضننن ط شنننكل عمعة ممرر الح مة لافبننن  فيةا بذ اندخل والخرج والم ذ في  𝑡) = ∫ 𝑔(𝑓, 𝑡)𝑒2𝜋𝑖𝑓𝜏𝑑𝑓  هو
ان  ا ننت،دمت لا ننت،راج معادنة  ي ممرر الح مة   فإن الم اعشننة لافبننها LTVالا ننتجابة ان  ضننية نتابس الح مة انقاعد ة الخيي المت ير زم ياا 

 تقود إ :
𝑣(𝑡) = ∫ 𝑢(𝑡 − 𝜏) 𝑔(𝑡 − 𝜏) 𝑑𝜏

∞

−∞

 
(32.9) 

 .  عي (18.9) اقل تفبنننننننننننننننير معادنة انيي لهذه الح مة انقاعد ة الخيية المت ير  زم ياا ممرر الح مة الخيي المت ير زم ياا الم ذّ في المعادنة 
ℎ̂(𝑓, 𝑡) = Σ𝑗=1

𝐽 𝛽𝑗  exp{−2𝜋𝑖𝑓𝜏𝑗(𝑡)}  كون تابس ان مام انقاعدل: (30.9)  وبانتالي ومن المعادنة (15.9)من ان ةوذج الم بط في  

�̂�(𝑓, 𝑡) =∑𝛽𝑗 exp{−2𝜋𝑖(𝑓 + 𝑓𝑐) 𝜏𝑗(𝑡) − 2𝜋𝑖∆𝑡}

𝑗

𝑗=1

 
(33.9) 

 عن  ر س إعاد  كيتابة هذه المعادنة كيانتالي: fمن ذن  عل   t كن ف ل الاعتةاد عل  

�̂�(𝑓, 𝑡) =∑𝛾𝑗 exp{−2𝜋𝑖𝑓𝜏𝑗(𝑡)}

𝑗

𝑗=1

     where      𝛾𝑗(𝑡) =  𝛽𝑗 exp{−2𝜋𝑖𝑓𝑐𝜏𝑗(𝑡) − 2𝜋𝑖∆𝑡} 

(34.9) 

 انثابت  تكون الا تجابة انتدد ة نلج مة انقاعد ة الخيية المت ير  زم ياا: tب خذ دو ل فور ي  المعاكيل نلةتجول 
𝑔(𝜏, 𝑡) =∑𝛾𝑗(𝑡) 𝛿{𝜏 −

𝑗

𝜏𝑗(𝑡)} 
(35.9) 

                                                           
 في ا ق اءة الأو ى. Δ = 0 كون مناسباً افت اض   د 149
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  t(j(م ها مؤخراا  قدار  j انتدد ة في زمن ا نتق ال محدد مبناو ة عةوع ا نتجابات  و كون الحد ذو انتتيتوبانتالي تكون الا نتجابة 
 خرج هي: –. ندى تعو ير هذه الا تجابة انتدد ة في معادنة انيي  فإن عمعة اندخل t(j(كيةا أن تخةيده و وره هما 

𝑣(𝑡) =∑𝛾𝑗(𝑡)

𝑗

𝑢(𝑡 − 𝜏𝑗(𝑡)) 

 f  ع د انتدد (34.9)ندى درا ة تابس ان مام في انتةا  . زمن انتةثيل انقاعدل لامر  إاافية حول الاتشار دوبلر و وفر هذا   كن أن 

𝜏𝑗(𝑡)  فيكون jعل  المبار  cfتمثل الا  ا  دوبلر ع د انتدد  jDواعل   ل(ماتردد الحع د )أل   = 0 = 𝜏𝑗
𝑜 − 𝐷𝑗𝑡/𝑓𝑐 :  وم 

�̂�(0, 𝑡) =∑𝛾𝑗(𝑡)       where         𝛾𝑗(𝑡) = 𝛽𝑗 exp{2𝜋𝑖[𝐷𝑗 − ∆]𝑡 − 2𝜋𝑖𝑓𝑐𝜏𝑗
𝑜} 

𝑗

𝑗=1

 

تقدر دار  الا نننننننننننننتجاع )انتعافي( تردد الحامل من خمل مجةوع ما جرى تلقي  من لابنننننننننننننخ دوبلر الم احة نلجامل  وبانتالي فةن الم يقي 
,�̂�(0  ا  دوبلر. وهكذا فإنتقد ر الالا  ا  في الحامل المبننننتقَ ل عل  ألا  لاقية انو ننننط بذ أصنننن ر وأكيبر الا   𝑡)   هو تابس ان مام لافبنننن  الم ا

�̂�(𝑓𝑐 تردد اا  , 𝑡)  وبع ار  أخرى  الا  ا  انتدد (24.9)والم ذ في المعادنة .  كيجيلة ر ااننننننية أصنننننن ح ن  (24.9)انذل جرى تقد   في المعادنة  
,�̂�(0 . لامحظ أن𝑓𝑐 وذن  انذل جرى ا نننننننتجاع  cfالآن تفبنننننننير في  ايي عل  ألا  انفرق بذ تردد الحامل انفعلي  𝑡)   هو تردد عرض مجان

D/2  وزمن تما ك 𝒯𝑐𝑜ℎ = 1/(2𝐷)  هو تقر ت رت ة الميال بان ب ة إ  انفت  ان م ية ان   ت ير فيها �̂�(0, 𝑡) . بشكل ملجو 
,�̂�(𝑓 لادرس الآن تابس الح مة انقاعد ة نل مام 𝑡)   ول ان ننننفر. لامراا لأن ترددات عاعد ة لا تبنننناًنW≪ 𝑓𝑐  فإن الاتشننننار دوبلر ع د cf

f+   بنننننننناول تقر  اا الالاتشننننننننار ع د cfوبانتالي   �̂�(𝑓, 𝑡)  بوصننننننننف  تابس نل منt 2/ من أجل كيل ترددW < f  هو أ ضنننننننناا ح مة عاعد ة محدد  
 (.cf = fع د  D)حيث جرى تعر ف  2D/بانقيةة 

≫Wختاماا  ن  مر إ  الخفوت المبنننننننننننننننيح من وجهة لامر ح مة عاعد ة. ادث الخفوت المبنننننننننننننننيح ع دما  ℱ𝑐𝑜ℎ150  وفي هذه الحانة 
�̂�(𝑓, 𝑡) ≈ �̂�(0, 𝑡)   نجد (31.9)ومن المعادنة   

𝑣(𝑡) = �̂�(0, 𝑡) 𝑢(𝑡) (36.9) 
وأخيراا  وبع ار  أخرى  فإن الموجة المبننننتق لة في عياب انضننننوانننناء  هي مجرد لابنننن،ة مخةد  وم احة بانيور عن موجة اندخل. إذا كيالات 

هو فت  رت ة الميال ان   كن أن تت ير فيها لابنننن ة  u(t) .𝒯𝑐𝑜ℎهو لابنننن،ة مخةد  من  v(t)دار  ا ننننتجاع الحامل تبننننتجس أ ضنننناا انيور  فإن 
 اندخل في الخفوت المبيح بشكل ملجو . الخرج إ 

وباخت نننار  عدمت هذه انفقر  نموذجي تمر ر ح مة وح مة عاعد ة نمت نننالات انم نننلكية. المعادلات الأ نننا نننية متشنننابهة جداا  إلا أن 
 ننننننت،دام من ة الاان ةوذج انقاعدل أ ننننننهل لاوعاا ما نم ننننننت،دام )عل  انرعي من ألا    تعد بعير انشننننننيء عن في  اء الخفوت(. ت تي  ننننننهون

حقيقة أن أيس الموجات تت ير ب طء وكيلها عقد ة  وهذا  كن أن  مُهِر ذن  بواننننننننننو  من خمل المقارلاة بذ عمعات الخفوت المبننننننننننيح  
 . (36.9)والح مة انقاعد ة  (28.9)لحان  تمر ر الح مة 

 
 نموذج حزمة قاعدية متقطع زمنيا   1.4.9

ة(. ل بت،دم هذا انقبي لامر ة أخذ انعي ات نتجو ل ع ا  الح مة انقاعد ة المبتةر  زم ياا والمذكيور  أعمه إ  ع ا  متقيس زم ياا )عير مت 
   حيننننث إنT = 1/W  فيةكن حي ئننننذ أن  ثننننل بعي نننناتنننن  المت نننناعنننند   قنننندار W/2محنننندد بننننانقيةننننة  u(t)إذا كيننننان دخننننل الح مننننة انقنننناعنننند ننننة 

𝑢(𝑡) = ∑ℓ𝑢ℓsinc(
𝑡

𝑇
− ℓ) وأن  𝑢ℓ = 𝑢(ℓ𝑇) بانعمعة: (32.9).  عي  خرج الح مة انقاعد ة با ت،دام 

𝑣(𝑡) =  ∑𝑢ℓ  ∫𝑔(𝜏, 𝑡) sinc (𝑡/𝑇 − /𝑇 − ℓ) 𝑑𝜏

ℓ

 (37.9) 

                                                           
,𝑔(𝑓 وا قول أن cfهو    ب من ذ ك في  cf + fن انتشا  دوبل  عند ا ت دد إقول ا هناك فا ق هام ب ن  150 𝑡) ≈ 𝑔(0, 𝑡) . تطلب الأول فقط أن تكون W  جزءاً صغ  اً نسب اً من

cf100 = ، وهي أ ضاً معقو   حتى عندما mH W 1 =وgH cfفي ح ن أن ا ثان   تتطلب ، W≪ ℱ𝑐𝑜ℎ،  تب  مأا/ ا م ا/ من   وا تي  د تكون منkH. 



 الاتصالات اللاسلكية الرقمية

295 
 

 151بانعمعة: Tع د مضار ت  mT(v=  mv(تعي  عي ات الم،ارج 
𝑣𝑚 =∑𝑢ℓ∫𝑔(𝜏,𝑚𝑇) sinc(𝑚 − ℓ − 𝜏/𝑇)𝑑𝜏

ℓ

 
(38.9) 

= ∑𝑢𝑚−𝑘∫𝑔(𝜏,𝑚𝑇)𝑠𝑖𝑛𝑐 (𝑘 − 𝜏/𝑇)𝑑𝜏

𝑘

 
(39.9) 

 :بانشكل المتقيس زم ياا  (39.9)كيتابة المعادنة   إعاد    كن k,mg انتكامل أعمه بتبةية.  ℓ –k = mحيث 
𝑣𝑚 =∑𝑔𝑘,𝑚𝑢𝑚−𝑘    where    𝑔𝑘,𝑚 = ∫𝑔(𝜏,𝑚𝑇)sinc (𝑘 − 𝜏/𝑇)𝑑𝜏

𝑘

 
(40.9) 

 thkعل  ألا  انوصنننننننننلة  k,mg . لاشنننننننننير إ  k)T –(mنعي ة دخل ع د  mTع د  الا نننننننننتجابةهو  k,mg با نننننننننت،دام تعابير ان من المتقيس فإن
. إن عدد أع ية وصنننننمت (7.9). هذا المرشنننننح عير المبنننننتةر زم ياا م ذ في انشنننننكل mT)انعقد ة( لمرشنننننح انق ا  ع د زمن الخرج عير المبنننننتةر 
لا تباول ان فر  هو عاد  ص ير جداا. إذا  عيةة معتبر  ذات k,mg( وان  تكون فيها kالمرشح كيةا    اعش لاحقاا  )أل انقيي الم،تلفة ننننننننننن 

  فتدع  انق ا  m  فإن انق ا  هي خيية لا تت ير مس ان من. إذا ت يرت كيل وصنننننننننلة ب طء مس kمن أجل كيل  mوصنننننننننلة مس  kthلم تت ير كيل 
   ب طء مس ان من.. الألامةة الخلو ة ومعمي الألامةة انم لكية عيد اندرس هي مت ير مت ير  ب طء مس ان منع ديذ 

 
نموذج  ناة حزم   اعد   غ   مستم ة زمن اً متغ  ة مع ا زمن.  لج في كل وحدة من ا زمن مدخل جد د إ ى مسجل  :7.9الشكل 

الإزاح  وتنزاح ا ق م ا قد م  إ ى  م ن ا مسجل، كما تتغ   أ ضاً وصلا/ ا قناة ببطء. نلاحظ أن تو  / ا خ ج  ختلف عن تو  / 
 ا دخل بمقدا  وحدت ن.

( في ات ء انثاني g)t(j – {) t(j j) = t, {()أل  (35.9)نل ةوذج متعدد المبننارات الم بننط بتعو ير  k,mgرشننح غ ننل عل  وصننلة الم
 حيث غ ل عل : (40.9)من 

𝑔𝑘,𝑚 =∑𝛾𝑗
𝑗

(𝑚𝑇) sinc [𝑘 −
𝜏𝑗(𝑚𝑇)

𝑇
] (41.9) 

  فإن المبار kمن أجل عدد صجيح  kT. إذا كيان ت خير المبار  باول (8.9)من انشكل  kعل  انوصلة  jالمبار  مباهمة كن ت ور 
j  قدّم مباهمة فقط نلوصلة k في حذ إذا كيان ت خير المبار  قس بذ  kT و(k + 1)T فإلا   باهي في عد  وصمت حول  k وk + 1. 

 
سِم kكتابع  لمتحول  )T)/mt( j – ksinc  بّ ن هذا ا شكل :8.9الشكل   على ا شكل بق م صح ح ، كما نلاحظ أن، ا ذي و 

) = 0.8T)/mt(jt   كما  وضه ا شكل.  ش   ا شكل إ ى أن كل مسا   ساهم بشكل  أ س في ا وصلtap  أو ا وصلا/ الأ  ب

                                                           
لا تمثل  mv. وهكذا فإن ع نا/ ا خ ج t(u( لدخل  2W/ مكن أن  كون أكب   ل لًا من ع ض ا مجال ا ت ددي  v)t(نظ اً لانتشا  دوبل ، فإن ع ض ا مجال ا ت ددي  لخ ج  151

،  ذ ك  كون  ع نا/ ا خ ج هذه أهم   أساس  . ومن شأن muا مقابل  لإشا ة ا دخل  mv و د أولًا كل إشا ة خ ج  QAMتماماً موج  ا خ ج. ومع ذ ك، فإن كاشف تعد ل 
 ثم استخدام مز ج من تخم ن ا قناة وكشف الإشا ة لإنتاج ع نا/ ا خ ج، وهذا أبعد من اهتمامنا ا حا ي. sincمعا ج  أكث  حذ اً اخت ا  نبض  تعد ل أكث  ملاءم  من تابع 
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 إ ى مسا  ا تأخ     د ا د س

ندخل ح مة حمة ألا  ع دما  كون ا كن فهي انعمعة بذ نموذجي الح مة انقاعد ة المبنننننننتةر  وعير المبنننننننتةر  زم ياا بشنننننننكل أفضنننننننل   م
,𝑔(𝑓 نل مام انقاعد ة  فإن تابس الح مة W/2عاعد ة محدد  بانقيةة  𝑡)  عير ذل صنننلة من أجلf  > W/2وبانتالي  كن تعر ف تابس لامام . 

,𝑔W(𝑓 مرشح 𝑡)  وا تجابة لا ضية)t, (Wg  2/من خمل ت فية انتددات ان  ت  د عيةتها عنW:أل   
𝑔W(𝑓, 𝑡) = �̂�(𝑓, 𝑡)rect(𝑓/W)                𝑔W(𝜏, 𝑡) = 𝑔(𝜏, 𝑡) ∗ Wsinc (𝜏W) (42.9) 

هو ب بننننا ة ع ار  عن عيي عي ات من الا ننننتجابة  taps  لارى أن ربح انوصننننمت (40.9) قارلاة هذه المعادنة مس ات ء انثاني من المعادنة 
 ان  ضية المرشجة  أل:

𝑔𝑘,𝑚 = 𝑇𝑔W(𝑘𝑇,𝑚𝑇) (43.9) 

كيةا م ذّ في   t(jt( تةجور حول  sincبتابس  jt)t(ُ بننننت دَل تابس الا ننننتجابة ان  ضننننية المرشننننح في ان ةوذج متعدد المبننننارات ان بننننيط  ع د 
 .(8.9)انشكل 

أص ر   هو انفاصل بذ ℒ ( الميلوبة في نموذج الح مة انقاعد ة عير المبتةر زم ياا. ت خير الالاتشارتانتفرعالادرس الآن عدد انوصمت )
ℒوبانتالي ه اك غو  152وأكيبر ت خير في المبنننار 𝑇⁄  وصنننلة مبنننار عل  مقربة من ت خيرات المبنننار الم،تلفة. كيةا  توافر عدد إانننافي عليل من

ℒ . إن توعيت انتعافي في الحانة الخاصننة حيثsincانوصننمت ذات انقيةة ان  تتوافس مس زمن ااننةجمل تابس  𝑇⁄   أصنن ر بكثير من انواحد
ة حدود انت خير عر  ة من ان ننننفر و كون نل ةوذج عير المبننننتةر زم ياا وصننننلة واحد  ذات عيةة  وهذا  توافس بي يعة الحال مس حانة ععل كياف

 انت،امد المبيح ان  در  اها  ابقاا.
 بار  k,mg إذا ت قرت وصلة. m  في انت ير فيةا  تعلس بالمتجول k,mg  رعة انوصمت انفرد ة مدىعل   دَلَانَة  𝒯𝑐𝑜ℎ وفر زمن انتةا  

 كن أن  ت ير مس الا  ا  دوبلر. إذا ت قرت وصنننننننننلة بعد  مبنننننننننارات   k,mg   عل  انرعي من أنmنن  ت ير فعلياا مس | k,mg|واحد فقط  فإن
 فإن ميالها  كن أن  ضةجل  عدل  تعلس بالاتشار الا  احات دوبلر ان  تؤقر عل  تل  انوصلة.

 
 النماذج الإحصائية للأقنية  5.9

هو مجاميس  (41.9)في  k,mg  كون فيها ربح انوصننننننننننمت انفرد ة زم ياا ألاشنننننننننن ت انفقر  انبننننننننننابقة ع ا  خفوت ح مة عاعد ة عير مبننننننننننتةر  
هة لامر جانت،ةيد اوجةة وت خير  ننننلل عل  كيل مبننننار. إن المبننننارات انفي  ايية عير معروفة ع د المر ننننل أو المبننننتق ل  ومس ذن   ومن و 

هو ان ا ة اتوهر ة. و ا أن ربح انوصننننننننمت  ت ير مس مرور انوعت  والمكان  وعرض اعال  153اندخلي الخرج  فإن ربح انوصننننننننمت لافبننننننننها
انتددل  وتردد الحامل  وعيرها من المعاممت  نذن  تكون الحاجة ملجة نتوصنننننيف إح نننننايي نربح انوصنننننمت بهدف فهي كييفية انتواصنننننل 

 .k,mG  كيقيةة عي ة من متجول عشوايي k,mg ات. وهذا  ع  أن     ي ان مر إ  ربح كيل وصلةعبر هذه انق و 
ه اك انعد د من المقاربات نتوصيف هذه المت يرات انعشوايية نربح انوصمت. تكةن إحداها في أس إح اءات عن عدد كي ير جداا من 

ل  لهذه المت يرات انعشنننوايية وفقاا لهذه انقيا نننات  وانقيام بذن  بشنننكل شنننر ي عالمواعس وانمروف  ومن و نمذجة كيثافة الاحتةال المشنننتك 
  إلا أغا عألاواع مختلفة من مواعس )المدن والم ا س ات لية والم ا س المبيجة  وانيرق  والم اني  اإ...(. وعد أُعت بيالاات كيثير  من هذا ان و 

 عن انم لكية الإشكانية.أكيثر تف يما مما هو مرعوب في  نتجقيس فهي أولي 

ثمةّ غج آخر  وظف ه ا في هذا اعال وفعلياا في كيافة ان جوث ان مر ة   تةثل في اختيار عدد عليل من نماذج الاحتةال ان بننننننننننننننيية جداا 
قدا هذه ت و نننننهلة الا نننننت،دام  ومن و ا نننننت،دام لاتايج هذه ان ةاذج لاكيتبننننناب معرفة عةيقة حول الأواننننناع الماد ة انفعلية. لا اعش بعد

ان ةاذج انيرق ان  عد تعكل أو لا تعكل انواعس انفي  ايي  ولُابنننننننننننننننت،لص بعد ذن  بعير ان تايج المعيار ة من هذه ان ةاذج  إ  جالات 
 م اعشة انكيفية ان  عد تعكل الأداء انفعلي.

                                                           
   س/ ذا/   م  من ح ث م تب  ا مطال. ℒ ، إلا أننا نهمل ذك بشكل عام لأن ا تغ   بطيء وأنtمع زمن ا خ ج  ℒ تتغ   152

ن   استقبال تقوم  د   بدلًا من استخدام ب تم ز ا عد د من ا قنوا/ ا لاسلك   بعدد  ل ل جداً من ا مسا ا/ ذا/ الأهم  ، ح ث تتابع أجهزة الاستقبال ا مقابل  هذه ا مسا ا/ ا ف 153
 نموذج زمني متقطع. هذا ا نموذج هو نموذج مفاه مي مف د  فهم ا تبا ن الإحصاأي  لمسا ا/ ا متعددة.على 
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 ة لمتجولات كون ذات عيةة و نننننننني  صننننننننفر في نموذج را لي نربح انوصننننننننلة  تؤخذ الأج اء الحقيقية وانت،يلية من كيافة ربح انوصننننننننمت نت
بانتالي هو مت ير عاوس عشوايي عقدل وانذل  فتض عمو  عل  ذن  عل  ألا  مت اظر  k,mG عاوس المشتكية انعشوايية. كيل كيبت وصلة

.  كن بعديذ mيي   هو لافبننننننننننننننن  بان بننننننننننننننن ة نكل عk,mG ند   أج اء حقيقية وتخيلية. وأخيراّ لافتض أن كيثافة احتةال كيل iidداير اا  أل أن 
   وفس المعادنة انتانية:k,mG انتع ير عن كيثافة احتةال

𝑓ℜ(𝐺𝑘,𝑚), 𝔍(𝐺𝑟𝑒)(𝑔𝑟𝑒, 𝑔𝑖𝑚) =
1

2𝜋𝜎𝑘
2exp {

−𝑔𝑟𝑒
2 −𝑔𝑖𝑚

2

2𝜎𝑘
2 } (44.9) 

𝜎𝑘 حيث
لادرس لاحقاا كييفية ارت ان هذه المتجولات انعشننوايية . mأ ضنناا( وذن  من أجل كيل  )m,kG()وبانتالي  m,kG((هو تفاوت  2

 . kو  mمس عيي مختلفة نكل من 
   هو متجول را لي انعشوايي ذو كيثافة الاحتةال:1.7كيةا هو مواح في انتةر ن   thkنلوصلة  m,kGميال 

𝑓|𝐺𝑘,𝑚|(|𝑔| =
|𝑔|

𝜎𝑘
2 exp {

−|𝑔|2

2𝜎𝑘
2 } 

(45.9) 

أن ان ةوذج  تضننننننننةّن  وراا موزّعاا بالاتمام ومبننننننننتقل عن  (44.9). لالجظ من المعادنة نموذج خفوت را لي يلس عل  هذا ان ةوذج ا نننننننني 
ميال را لي الموزع. إن افتاض انتوزع ان مامي نليور هو م يقي جداا  وحتى في حانة وجود عدد عليل من المبننننننننارات  لأن ربس  ول الموجة 

الاتمام مبارات محدد  بدعة  فإلا ا لاتوعس أن ت ةذج الأ وار بحيث تتوزع ب في انتددات الخلو ة  عادل بضس بوصات. وهكذا وحتى مس أ وال
 واتباق وتكون مبتقلة عن بعضها بعضاا. وهذا من ش لا  أ ضا أن ععل من افتاض الا تقمل بذ  ور ربح انوصلة والميال أمراا معقولاا. 

إن وى انق ال عل  ت عثر من عدد كي ير من انعواكيل ان ننننننن ير   فإن افتاض توزع ميالات را لي أمر في  كيثير من الإشنننننننكانيات. إذا الاي
معقونة. أما في الحالات ذات انعدد  (44.9)  مما ععل المعادنة 154لامر ة ان ها ة المركي  ة تشنننننننننننننير إ  افتاض عاوس المت ادل نربح انوصنننننننننننننمت

 .(45.9)و (44.9)انقليل من المبارات  فإلا  لا  وجد مبرر جيد نلةعادلات 

عدد كي ير  ( ند   ميال كي ير معروف  و تافس مسمبار ان مره اك نموذج بد ل كيثيراا ما  بت،دم في  خط مبار ان مر )عان اا ما  بة  
  كيقيةة عي ة k  عل  الأعل بان ب ة نقيةة واحد  من m,kgمن المبارات الأص ر المبتقلة عن بعضها بعضاا.  كن في هذه الحانة أن   ةذج 

الحقيقية وانت،يلية حول المتو ننننط. ندى  iidاوس انعشننننوايي انعقدل  تو ننننط ) قابل مبننننار ان مر(  بالإاننننافة إ  ت رججات من متجول ع
ان بننيط عبر  signaling  وكيثافت  لها شننكل معقد لابنن ياا  إلا أن احتةال الخي  لهذا انتشننو ر Ricianميال مثل هذا المتجول انعشننوايي توزع 

 مفيد.هذه انق ا  ببيط جداا و 
تجعل انفقرات انبنننننننابقة الأمر   دو كيةا نو ألا  عرل ب اء نموذج نعدد معروف من المبنننننننارات ورف محدد. إن ج ءاا كي يراا من الحاجة إ  
نموذج إح ننننايي  هو ت ننننةيي أجه   الإر ننننال والا ننننتق ال.  ع  وجود عدد كي ير من ان ةاذج انتجقس من أداء توجهات معي ة من كيل هذه 

أو عياس انق ا   واختيار ان ةوذج الألابنننننت  وانتجول إ  لامام م ا نننننت لهذا ان ةوذج. هذا ان هج عير م ا نننننت لمعاتة أونية  وعد ان ةاذج  
. عان اا ما تكون هذه ان ةاذج تقر  ية نلجالات انفي  ايية المتفرد   Rician كون عير م ا نننت نلت نننةيي  مما  عيدلاا إ  نماذج را لي ور شنننيان 

 دما  ؤخذ متو ننننننيها عل  كيافة الأوانننننناع انفي  ايية ان      ي نل مام انم ننننننلكي انعةل اننننننة ها  فإن هذه ان ةاذج ت نننننن ح أكيثر إلا ألا  ع
 . توفر هذه ان ةاذج عل  أ ة حال  لامر  قاع ة نمت الات بوجود الخفوت.155م يقية

ج ء من انوصنف الإح نايي الميلوب  إلا أن ذن  نيل الإشنكانية  m,kGكيقيةة عي ة من متجول عشنوايي عقدل   m,kgتوفر نمذجة كيل 
انوحيد ة إذ إن انقضننننننية انرييبننننننة الأخرى هي كييف تت ير هذه انكةيات مس مرور ان من. متو ننننننط هذه المت يرات انعشننننننوايية في نموذج را لي 

ة. تعرف انكةية د ر عيي انعي ات من خمل انقيي انبابقنل،فوت  هو ان فر  وهذا  شكّل فرعاا كي يراا نتق يات الات ال المفيد  إذا أمكن تق
   وانذل ادد بانعمعة:tap-gain correlation function  R(k, )الإح ايية ان  ت ةذج هذه انعمعة بتابس ترابط ربح انوصلة 

                                                           
مع أ ن   تبعث  ك الأهم  الاتصالا/ ا فضاأ   وا قنوا/ ا عسك    ذا/ من كل ما ج ى نمذج  عندحول ا خفو/ في ا ست ن ا/ من ا ق ن ا ماضي، نظ    ا حا    بني معظم ا  154

 .صغ  ةا  واكسعا من  عدد كب   جداً تواف  
ع با ض و ة إ ى توز  ل ل من ا مسا ا/ من مجموع  كب  ة  لا  ادي اخت ا  عشواأي  عددأ، من ا ممكن (9.9)إ ى حد ما. كما هو مب ن في ا تم  ن مبا غ ف ه هذا ا تبس ط  155

 .نمستوى ا طا   في أي مو ع مع  خت ا  الأو ي الا ا لي. وهناك أ ضا مسأ   
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𝑅(𝑘, 𝑛) = E[𝐺𝑚𝐺𝑘,𝑚
∗ + ∆] (46.9) 

محدد  خمل تيورها مس انوعت. لافتض  kهذا  عيي تابس الارت ان انذاتي نبلبلة من المتجولات انعشوايية انعقد ة  ونمذجة كيل وصلة 
;𝐺𝑘,𝑚}   مما  ع  أن  نننننلبنننننلةmانننننة ياا أن هذا نيل تابعاا نل من  𝑚 ∈ ℤ}  من أجل كيلk  هي قابتة. لافتض أ ضننننناا أن المتجول انعشنننننوايي

k,m'G عير مبننتقل عن  k,mG  من أجلk'k و لجm',mلأن المبننارات في ان ياعات الم،تلفة من  156بد هياا  . هذا الافتاض الأخير هو مق ول
 .k  من أجل عيي مختلفة من  k,mGانت خير تباهي في 

. إلا W عد تابس انتابط انذاتي مفيداا كيو ننننيلة نلتع ير عن إح نننناءات كييفية ت ير ربح )كيبننننت( انوصننننمت  من أجل عرض مجال محدد 
ألا  لا  تيرق نلأ نننننننننننئلة ان  تقارن بذ لاياعات مختلفة نعرض اعال ن رض الات نننننننننننال. إذا كيان ن ا أن لات نننننننننننور ز اد  عرض اعال انتددل  

  فإن مدى انت ير المقابل نوصلة واحد     ح W/1مور. أولاا  لامراا لأن انوصمت م ف لة عن بعضها زم ياا بانقيةة فتجدث انعد د من الأ
 أكيثر اننننيقاا. وبانتالي ه اك عدد أعل من المبننننارات ان  تبنننناهي في كيل وصننننلة  و  نننن ح تقر ت را لي في كيثير من الحالات أكيثر فقراا. قالاياا 

 عيي  kنكل  R(k, 0) ح أاننننيس  وبانتالي فإن فيير ت خير المبننننار   نننن ح أعل مس ان من. لهذا انبنننن ت لافبنننن   ت نننن (41.9)توابس  نننني   في 
. وخمصننننننننننة انقول  ع دما عرل تي يس هذا ان ةوذج عل  عرض k/Wصننننننننننور  أدق نكةية انياعة ان  وردت إ  لاافذ  انت خير ذات انعرض 

ف ننننننننننننيما حول انت خير وانتابط ع د هذا انت خير  إلا أن هذه المعلومات ت نننننننننننن ح أعلّ أكيبر   تيّ توفير معلومات إح ننننننننننننايية أكيثر ت Wمجال 
 صدعيةا ومشكوك فيها.

لا  بنناول ان ننفر بشننكل  R(k, 0) انذل  كون في  kTباعت اره اعال  R(k, )با ننت،دام انتع ير  ℒ  كن تعر ف الاتشننار متعدد المبننار
الإح ننايية ت نن ح وااننجة نلعيان والاعتةاد عل  لاوع  ℒ انتعر ف انبننابس من حيث إن   يعةملجو . وهذا تعر ف أفضننل إ  حدّ ما من 

كي ير  ا في  انكفا ة   Wمن انبننننننكون   نننننن ح وااننننننجاا. ومس ذن  وتعل هذا انتعر ف اةل مع  أكيثر عةقاا  عت أن  كون عرض اعال 
  نكي  وجد عدد ذو ش ن من انوصمت.

 R(0, )ان   تلف فيها   > 0من أجل انقيةة الأصننننن ر من  mTعل  غو أوانننننح عل  ألا   𝒯𝑐𝑜ℎ  كن أ ضنننننا تعر ف زمن انتةا ننننن 
لج  ونك هةا  واجهان حقيقة ألا  significant.  كت ف كيم انتعر فذ بعير ان ةوض حول ما تع ي  لجهامة R(0, 0)بشنننننننننننننننكل ملجو  عن 

 عوااا عن عيي لحمية.إح ايي  -الأراي بشكل احتةالي 𝒯𝑐𝑜ℎ     ي ان مر إ 
 

 ضجيج تمرير الحزمة والحزمة القاعدية 1.5.9

  ركي  نموذج انق ا  الإح نايي انذل در ن اه  نابقاا عل  كييفية ت قير تعدد المبنارات والا  احات دوبلر عل  انعمعة بذ اندخل والخرج  إلا
إهمال انتداخل من المبننننننت،دمذ الآخر ن )با ننننننتث اء  ألا  جرى إهمال انضننننننجيج وانتداخل من انق وات انم ننننننلكية الأخرى.  ننننننوف  بننننننتةر

 اعت اره اجيجاا إاافياا(  إلا ألا ا   قوم الآن ب خذ انضجيج بالحب ان.

  كيةننا لافتض أن Wعبر كيننامننل عرض اعننال  0NWمس ا نننننننننننننننتينناعننة  WGN (White Gaussian Noise)لافتض أن انضنننننننننننننننجيج هو 
الاصننيم  انبننابس نقياس ا ننتياعة الإشننار  وا ننتياعة انضننجيج ع د ح مة انقاعد   نني ق   ننارل المفعول. بتو ننيس ان ةوذج اندخليخرج 

 نيشةل انضجيج إاافة إ  مكا ت انوصمت المت ير  عشوايياا  k–muk,mg k=  mvالحتةي لح مة انقاعد  
𝑉𝑚 =∑𝐺𝑘,𝑚𝑈𝑚−𝑘 + 𝑍𝑚

𝑘

 
(47.9) 

من المتجولات انعشنننننوايية انعقد ة ان وصنننننية والمت اظر  داير اا. افتض أ ضننننناا أن المداخل  iidهي  نننننلبنننننلة   ,...1Z, 0Z, 1–Z,... ,افتض أن 
 وكيبت انوصمت وانضجيج مبتقلة إح ايياا عن بعضها بعضاا. 

أ ننا ننا أن الم نندر انرييل نلضننجيج هو في المبننتق ل أو هو في الإشننعاع انذل  ؤقر عل  المبننتق ل أل ألا  مبننتقل  WGN ع  افتاض 
عن المبننارات ان   تيّ تلقي إشننار  عبرها. هذا هو  و عد ذن  عاد  افتاض جيد جداا بان بنن ة لمعمي حالات الات ننالات. لامراا لأن جرى 

                                                           
ب  إ ى فت ا/  ا/ عادة ما تكون كب  ة با نسا زمن    مثل هذه ا تغ فت ا/ إلا أن ا إ ى أخ ى. وهذا صح ه، وصل  ما  مجالمن  تد  ج اً  س  تحلنتقال الان مسا  إ مكن ا قول  156

   د ا د اس .أخ ى 
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|E[|𝑈𝑚من عةليننات الح مننة انقنناعنند ننة  ننند  ننا  Wذات معنندل نمننذجننة المننداخننل والم،ننارج ه ننا كيعي ننات 
2] = 𝑃  حيننثP   هي انقينند عل

|E[|𝑍𝑚 ا تياعة دخل الح مة انقاعد ة  وبشكل مشاب 
2] = 𝑁0Wوهكذا لارم  نكل متجول عقدل عشوايي . 𝑍𝑚~𝐶𝒩(0,𝑊𝑁0). 

𝑉𝑚 ننننننننيتيّ تقييل كيبننننننننت انوصننننننننمت بحيث 
′ = ∑ 𝐺𝑘,𝑚𝑈𝑚−𝑘𝑘 اقس E[|𝑉𝑚

′ |2] = 𝑃 أن لامحظ أن عةلية انتقييل عد جرى .  كن
 دقيقها بو ا ة:

𝐸 [∑|𝐺𝑘,0|
2

𝑘

] = 1 
(48.9) 

عاد ة )لا  وجد فيها خفوت(. جرى دد د  WGNهذا الافتاض با ننت عاد انت،ةيد انكلي من اندرا ننة  مماقل لافتاانن ا انبننابس نق ا  
ا ننتياعة الإشننار  بع ار  أخرى  ننواء في هذه انفقر  أو انفقرات انبننابقة  عل  أغا ا ننتياعة الإشننار  المبننتق لة في حانة عدم وجود اننجيج. 

 انتعد ل.ي  و  عد هذه الم هج تقليد اا في مجال الات الات و بةح ن ا بف ل عضية الخفوت عن تل  ان  تتعلس بانتم
من المهي أن لادرك أن هذا الافتاض لا  كن أن  بنننت،دم في لامام تبنننت،دم في  انت ذ ة الخلفية من المبنننتق ل إ  المر نننل ب ية ت يير عو  

 الإشار  ع د حدوث خفوت في انق ا .
نقد كيان ه اك دايةاا عدر معذ من الإرباك حول انتجول من ح مة عاعد ة إ  ممرر ح مة  حيث ت داد  اعة الإشنننننننار  و اعة انضنننننننجيج 

,�̂�(𝑓 . لاحظ ألا ا عد دون ا من مرشح تمر ر ح مة2 عامل  𝑡)  إ  مرشح ح مة عاعد ة �̂�(𝑓, 𝑡)  با ت،دام الاصيمحات لافبها الموظفة
في اندخل والخرج.  نيل من ان ننننننعت أن لامهر ألا  إذا حافم ا عل  هذه الخاصننننننية لمعاملة الإشننننننارات ومرشننننننجات الأع ية بشننننننكل متةاقل  

في الالاتقال من ممرر الح مة في الأسّ أمر لا مفرّ م    2وحافم ا أ ضننننننناا عل  معادنة انيي في ممرر الح مة والح مة انقاعد ة  فإن فقدان معامل 
 إ  الح مة انقاعد ة.

 

 عن البيانات كشف ال6.9 

تتجل  م هجية م يقية في كيشنننننف الأع ية انم نننننلكية من خمل عياس وصنننننمت مرشنننننح الأع ية خمل تيورها مس ان من  وأن تبنننننت،دم 
اصة دعة  ت  ح مشكلة انكشف مشابهة جداا نتل  الخهذه انقيي المقا ة في انكشف عن ان يالاات. إذا كيان من المةكن عياس الا تجابة ب

 .WGNبالأع ية انبلكية  أل انكشف في 

مس ذن  وحتى في ظل هذه انمروف المثانية  فه اك عدد من المشاكيل. تت دى إحدى هذه المشاكيل في ألا  نو كيان نلةر ل ت ذ ة خلفية 
ل صننعت  وبانتجد د ما هو مقدار انياعة ان  عت أن تر ننل كيتابس نواننس )راجعة( مثانية عن حانة انق ا   فإن انتجكي في انياعة هو  ننؤا

 انق ا ؟
ع د انتعامل مس ان وت فإن اوافمة عل  جودت   وعل  ت خير قابت ص ير انقيةة  عل  حد  واء هو أمر مهي. هذا  ؤدل إ  انرع ة 

دّ ذن  عة الإر ننننال ع دما تكون لاوعية انق ا  متدلاية )فقير (.  عفي إر ننننال المعلومات  عدل قابت  وانذل  ؤدل بدوره إ  ز اد  في ا ننننتيا
إذا كيالات انياعة شنننننننجيجة وانت خير عير ذل عيةة  فإن انياعة ومعدل الإر نننننننال  إ نننننننرافاا كي يراا جداا في انياعة  كيون الحل انبنننننننليي  قول إلا 

 عت أن  فضا في حانة انق ا  انرد ئة.
ة عل  انتداخل بذ المبنننننننت،دمذ في حانة انتعامل مس ع ا  رد ئة. دافظ هذه الا نننننننتاتيجية عل  ا نننننننتياعإن ن  اد  انياعة ت قيراا مختلياا 

عدد تا تق ال قابتة في اوية انقاعد ة تةيس المبت،دمذ في الخلية لافبها انذ ن  ت عون تل  اوية.  باعد ذن  في تقليل ت قير انتداخل م
 كون انتدخل بذ الخم ا المتجاور   نننننننننيئ بشنننننننننكل خاص  إلا ألا  لامراا لأن الخفوت عل  انق ا  بذ  ان فاذ داخل الخلية لافبنننننننننها.  كن أن

 الهاتف الخلول ومحية عاعدت  لا  رت ط ارت ا اا وقيقاا بالخفوت بذ الهاتف الخلول الموم  إني  ومحية عاعد ة أخرى.

ث  كن إر نننننننننننننننال ان يالاات  عدل عال ع دما تكون انق ا  جيد   و عدل  عد انت خير  ع د انتعامل مس ان يالاات  أمراا أعل أهمية  بحي
 م ،فير )أو معدل صننننفرل( ع دما تكون انق ا  اننننعيفة. ثمة تق ية معلومات لامر ة م اشننننر  تُبننننة  تع ئة المياه  كن ا ننننت،دامها نلج نننول

ياعة اندخل قييل انذل وانننع اه آلافاا لما  تعلس با نننتأعمي معدل إر نننال إأالي ع د ا نننتياعة إأانية مُعيا . عت تعد ل افتاض انت عل 
 والخرج تةيس عضا ا انتجكي بانياعة هذه. 
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 وفر هذا ان قاش لامر  قاع ة حول انتجكي بانياعة المبننننننت،دمة نل ننننننوت ان      ي أن تكون مختلفة جداا ع ها في حانة ان يالاات. إذا يّخ 
ة جداا في  فإن الآنيات الأ ا ية نلتجكي بالا تياعة و عدل ان قل     ي أن تكون مختلفا ت،دم ان مام لافب  نتي يقي ان وت وان يالاات  

 كيم انتي يقذ. 

تركي  هذه انفقر  ب بننا ة عل  انكشننف عن الإشننارات في إ ار افتااننات مختلفة عن انق ا  وعن حانة المعرفة في المبننتقِ ل  ولا  تيّ أخذ 
 . انتجكي بانياعة و عدل ان قل بالحب ان

 

 حي في خفوت رايلي المسطّ ثنانالكشف الإ 1.6.9

لادرس مثالاا ببيياا جداا عن الات ال في حانة عدم وجود عياس نلق ا . لافتض أن انق ا   كن تمثيلها بوصلة مرشح عقدل عير مبتةر 
 هو: mGنلتع ير ع  . لافتض أ ضاا أن خفوت را لي  أل كيثافة احتةال ميال كيل  mG  وان   كن ا ت،دام الاخت ار m0G,زم ياا 

0, >  g }         ;      2 g –exp{  g ) = 2g(mGf (49.9) 

 هي: 2mG=   < 0أو عل  غو مكافئ  كيثافة 
0, > )         ;      –) = exp ((f (50.9) 

  iidهما عوصنننننننننننننننيان  mGومبنننننننننننننننتقل عن الميال  وعل  غو مكافئ  ات أ ن الحقيقي وانت،يلي من   .2[0[إن انيور متةاقل في اعال 
|E[|𝑈𝑚 . يخ تقييل خفوت را لي بهذه انير قة نلجفا  عل  المباوا  بذ  اعة اندخل1/2كيل م هةا   varianceوتفاوت 

  و اعة إشار   [2
|E[|𝑈𝑚 خرج

2|𝐺𝑚|
هي مبننتقلة  أل أن انت ذ ة الخلفية لم تبننت،دم نلتجكي با ننتياعة اندخل كيتابس نل،فوت   mUو mG. افتض أن [2

   نيل ذل صلة.mانوصمت في انوعت انراهن  mGإلا أن عدم الا تقمنية بذ 
نموذج   mT(um0,g) = mT(v(نلب ت انتالية  يابس نموذج زمن عير مبتةر نوصلة واحد  حيث  بالخفوت المبيحُ بة  هذا ان ةوذج 

. كيةنننا  عي  تنننابس الح منننة انقننناعننند نننة نل منننام لهنننذه انق نننا  بنننالمعنننادنننة g( ,t) = g(0, t) sinc (/T)ح منننة عننناعننند نننة مبنننننننننننننننتةر زم يننناا بحينننث 
�̂�(𝑓, 𝑡) =  𝑔0(𝑡)rect(𝑓𝑇).  إن الخفوت بانتالي هو قابت )أل مبنننننننننيح أو مبنننننننننتو( عل  لاياق ترددات الح مة انقاعد ة ان  تبنننننننننت،دم

نمت ننننننننال. ع دما  تيلت الأمر وجود أكيثر من وصننننننننلة  فإن الخفوت  ت ير عبر م يقة الح مة انقاعد ة  وكيي لاعبر عن ذن  بير قة أخرى  
 نتةا   أكيبر من عرض مجال الح مة انقاعد ة. فإن نموذج الخفوت المتباول م ا ت ع دما  كون تردد ا

𝑈𝑚;𝑚}أن  . لافتضmنكل  a=  mUإذا در ننننن ا ا نننننت،دام إشنننننارات ق ايية متعاكيبنننننة حيث  ∈ ℤ}  هو تبنننننلبنننننلiid  مس ا نننننت،دام
احتةال متبناو من إشنار  ان ايد و إشنار  انبنانت.  فشنل م هج انتشنو ر هذا بشنكل تام  حتى في حانة عدم وجود انجيج  لامراا لأن  ور 

انننةن أ ة فرانننية  كيةا أن الميال المبنننتق ل وعل  غو مشننناب  مبنننتقل عن انفرانننية. من  2الإشنننار  المبنننتق لة متوزع بالاتمام بذ ان نننفر و
أن لارى أن تعد ل انيور هو مت اعير أ ضاا  حيث إلا  في واعس الأمر  تتت أن تُبت،دم ب  الإشار  بحيث  عبر كيل رم  مختلف فيها انبهل 

 .157عن ميال مختلف  أو وعل  غو م ا ر  أن تكون الإشارات المتعاع ة مبتقلة عن بعضها بعضاا 
حيث لار ننننننل من أجل كيل زوج من انعي ات ان م ية أحد أزواج الإشننننننار  لادرس تانياا شننننننكما من أشننننننكال تعد ل مواننننننس ان  ضننننننة انث ايي 

. )إن لما   س الأداء لافب  نعدد من  رق انتعد ل المتعامد  انث ايية مثل الإعفال بالالا  ا  الأص رل )الامر انتةر ن (a ,0)أو  (a, 0)اوتةلذ 
 ن الخرج ع ديذ:(  إلا الا  أببط نلوصف في ان من عير المبتةر )المقيّس(.  كو 16.8

= 0, 1 m,      mZ+  mGmU=  mV (51.9) 
  بي ةا ودت فراننية أخرى  كون ان وج الآخر لإشننار  اندخل U = (a, 0)حيث  اننةن إحدى انفراننيات فإن زوج إشننار  اندخل هو 

U = (0, a)عي ات انضننجيج . {𝑍𝑚; 𝑚 ∈ ℤ}  هي متجولات عشننوايية عوصننية عقد ة داير ة انت اظرiid  𝑍𝑚~𝐶𝒩(0,𝑁0𝑊) . لافتض في
 فقط. 1Vو  0Vانوعت انراهن أن انكاشف   خذ الم،رجذ 

نكل  22a/هو مجةوع اق ذ من المت يرات انعشوايية انعقد ة ان وصية المبتقلة  ت ا ن الأول هو  0Z+  0aG=  0Vفإن  a= ( U(0 ,إذا كيان 

                                                           
 ا تفاضلي ا ذي ت سل ف ه ا معط ا/ عن ط  ق ا ف ق ب ن طو ي إشا ت ن متعا بت ن.إذا كان/ ا قناة تتغ   ببطء على سب ل ا مثال، ف مكن استخدام تعد ل ا طو   157
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مبنننننننننتقلة  و بننننننننناول كيل م ها  0V  فإن الأج اء الحقيقية وانت،يلية من a= ( U ,(0نكل بعد. وهكذا  من أجل  2W0N/بعد  وت ا ن انثاني 
/2)W0/2 + N2a(0, N 0 ,. وعل  غو مشنننناب   من أجل)a= ( U 1  فإن الأج اء الحقيقية وانت،يلية منZ= 1V  مبننننتقلة  و بنننناول كيل م ها
/2)W0(0, NN 0. ختاماا  ولامراا لأن متجولات انضننجيج مبننتقلة عن بعضننها بعضنناا  فإن كيل منV 1وV  مبننتقلة أ ضنناا )من أجل, a= ( U

 هي:  a= ( U(0 ,(  مشرو ة بفراية v0v,1( ع د )0V 1Vنن ) 158(. إن كيثافة الاحتةال المشتك(0

𝑓0(𝑣0, 𝑣1) =
1

(2𝜋)2(𝑎2/2 +W𝑁0/2)(W/𝑁0/2)
exp {−

|𝑣0|
2

𝑎2 +W𝑁0
−
|𝑣1|

2

W𝑁0
} 

(52.9) 

تعتةد فقط عل  الميال ونيل  (52.9). لاحظ أن انكثافة في المعادنة a= ( U(0 , عل  انكثافة انشر ية من أجل انفراية 0fحيث  دل 
   نجد:a= ( U(0 , تدل عل  انكثافة المشرو ة المفتاة 1f.  عاملة انفراية ان د لة بانير قة لافبها  وجعل 1v و 0v عل   ور 

𝑓1(𝑣0, 𝑣1) =
1

(2𝜋)2(𝑎2/2 +W𝑁0/2)(W/𝑁0/2)
exp {−

|𝑣0|
2

W𝑁0
−

|𝑣1|
2

𝑎2+W𝑁0
} 

(53.9) 

 لاب ة انلوعار تي اوتةلة:

LLT(𝑣0, 𝑣1) = 𝐼𝑛 {
𝑓0(𝑣0, 𝑣1)

𝑓1(𝑣0, 𝑣1)
} =

[|𝑣0|
2 − |𝑣1|

2]𝑎2

(𝑎2 +W𝑁0)(W𝑁0)
 

(54.9) 

�̃� ( في ترأةMLوبانتالي تتةثل عاعد  انقرار اوتةلة انق وى ) = (𝑎, �̃� وإلا ترأة 11v > 20vإذا كيان  (0 = (0, 𝑎)  نذن . خمفاا
 0G إن ذن  نيل مفاجئاا لامراا نلت اظر في المشنننننننننننكلة  إلا ألا  عد  كون مفاجئاا أن هذه انقاعد  لا تقوم عل  أل لاوع من انت عية اوتةل بذ

 .1Gو

U مشننت ذ  1X < 0و 0X < 0. تعي  كيثافات الاحتةال m 1 ,0 =من أجل  2mV=  mX. نتكن MLلادرس فيةا  لي خي  الاحتةال 

= (a, 0):بانعمعة   
 𝑓𝑋0(𝑥0) = 1

𝑎2+W𝑁0
exp {

𝑥0

𝑎2+W𝑁0
} ;        𝑓𝑋1(𝑥1) =

1

W𝑁0
exp {

𝑥1

W𝑁0
}    

Pr(𝑋1ومن و  > 𝑥) = exp (−
𝑥

W𝑁0
   وبانتالي:x < 0من أجل  (

Pr(𝑋1 > 𝑋0) = ∫
1

𝑎2 +W𝑁0
exp {−

𝑥0
𝑎2 +W𝑁0

} exp {−
𝑥0

W𝑁0
} 𝑑𝑥0

∞

0

 

=
1

2 + 𝑎2

W𝑁0

 
(55.9) 

. احتةال الخي  من خمل انت اظر  a= ( U(0 ,اةن انفراية  )ePr(  وهذا هو  U ) =a(0 ,هو شرن نل،ي  ع دما  0X>  1Xلامراا لأن 
   وبانتالي فإن هذا هو الاحتةال عير المشرون نل،ي .U = (0, a)هو لافب  اةن انفراية 

رم  ق ايي في انثالاية  2W/وان  نننننف الآخر عيةت  صنننننفر. ه اك  2aلأن لا نننننف المداخل لها عيةة مربعة  22a/متو نننننط ا نننننتياعة الإشنننننار  
   نجد:(55.9)وبانتعو ير في  W/2a  ا تياعة كيل بت  هو bEانواحد   نذن  فإن 

Pr(𝑒) =
1

2 + 𝐸𝑏/𝑁0
 

(56.9) 

.  0N/bE (dB 30) 1000 تيلت  )10ePr = (–3لا ت عث هذه ان تيجة عل  انتفاؤل إ معاا  حيث إلا  نلج ننننننننننول عل  احتةال خي  
 وهذا  ع  ألا ا  وف غتاج نكةيات ا،ةة من انياعة انكهربايية نلج ول عل  لات ال أكيثر وقوعية.

إ  ان ت قابتة ومبننتقلة عن ا ننتجابة  bEمس ذن  وبعد بعير انتفكير  فإن هذه ان تيجة نيبننت مفاجئة جداا. لابنن ة ا ننتياعة الإشننار  

                                                           
 ى ا تعب   عن إذا جهي متحولا/ عقد   عشواأ  ،  ذ ك  تم تع  ف كثاف  الاحتمال  كل منها على أنه احتمال في وحدة ا مساح  في ا ساح  ا حق ق   وا عقد  .  1Vو 0Vإن  158

0V 1وV  على سب ل ا مثال، فإن ا كثافا/ تكون مختلف . هي متحولا/ عقد   عشواأ  ،  ذ ك  تم تع  ف كثاف  الاحتمال  كل منها على أنه احتمال من خلال ا سع  وا طو  
 مختلف .من خلال ا سع  وا طو  على سب ل ا مثال، فإن ا كثافا/ تكون 1Vو0Vفي وحدة ا مساح  في ا ساح  ا حق ق   وا عقد  . إذا ج ى ا تعب   عن 
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صنننن ير   أل خمل الخفوت. وهكذا فإن انضننننرر ه ا لااجي عن اتةس بذ  2mgتكون عيي انعي ات . ددث الأخياء عاد  ع دما mGانق ا  
الخفوت وا ننتياعة إشننار  قابتة. هذه ان تيجة وتل  ان   ننتت س  تجعل من انوااننح ألا  من أجل دقيس ات ننال موقوق ب   فةن انضننرورل إما 

جود انق ا   أو توظيف انقيا نننات وانت ذ ة الخلفية نلتجكي بياعة الإشنننار  في ظل و أن  كون ت وع ويأو ترمي  بذ أج اء الخفوت وعدم  في 
 الخفوت.

 

  الكشف غير المتماسك بمعرفة مطال القناة 2.6.9

لهةا الميال لافبنننن   وأن عيةة عي ة من  1Gو  0Gلا خذ تعد ل مواننننس ان  ضننننة انذل در نننن اه في انفقر  انبننننابقة  إلا ألا ا لافتض الآن أن 
 ,0]بشننننكل م تمي اننننةن اعال  m, mG 1 ,0 =الإشننننار   m  هي باراميت قابت ومعروف ع د المبننننتق ل.  توزع  ور gيال  ونتكن هذا الم

2)  وعيةة هذا انيور عير معروفة ع د المبنننتق ل.  بنننت،دم م نننيلح انكشنننف عير المتةا ننن  ع دما عرل انكشنننفdecode  بدون الحاجة
لا أهمية لها  كيةا  1و 0 ور الحامل وبانتالي   ي س عل  الحانة عيد اندرس.  نننوف لارى أن انكثافة المشنننتكية نكل من  recoverلا نننتجاع 

 وفس ما  لي: a= ( U(0 ,( من الافتااية 0V 1Vتعي  إشارات الخرج ) لافتض توزع اجيج مماقل لما   س.
, 0))a= ( U(under                 1Z=  1V;         0Z} + 0iexp{ ga=  0V (57.9) 

   نجد:U = (a, 0)وبشكل مشاب   اةن الافتااية 
))a= (0,  U(under              1Z} + 1iexp{ ga=   1V;            0Z=  0V (58.9) 

من أجل عاعد   gفي اتخاذ انقرار  إلا ألا ا  ن ت ذّ ألا ا نبن ا بحاجة إ  عيةة  g( ج  اا إ  ج ت مس ميال قابت نلق ا  0V 1Vتبنت،دم )
 بالحب ان انيور ن ولا  كن ا ت،دامهةا في اتخاذ انقرار. 1و 0(. كيةا ألا ا لا لا خذ aximum LikelihoodMعرار الاحتةال الأع   )

عاد  ما عن  عبر كيثافة الاحتةال متجول عشننوايي عقدل كيكثافة مشننتكية نلأج اء الحقيقية وانت،يلية  إلا أن انشننكل الأكيثر ممءمة في 
مبنننننتقل وذل  0Zموزع بالاتمام  وأن  0iexp { ga{انتابس  0هذا انبنننننياق هو ا نننننت،دام انكثافة المشنننننتكية نلةيال وانيور. لامراا لأن  ور 

  انذل اقس 0V. الميال U (a, 0) =م تمي شنننننر ية أن  كون  0Vند    ور م تمية أل أن  0Vمام   تتت عل  ذن  أن  ور موزع بالات
  فإن U (a, 0) =. إذاا  وبشرن 0V  وبانتالي مبتقل أ ضاا عن 0مبتقل عن  Rician  هو متجول عشوايي ر شياني a= ( U(0 ,انشرن 

  ور وميال مبتقمن  و ور  موزَّع بالاتمام.  0Vنن 
 ن   ور وميال مبنننننننننننننننتقمن  و ور موزع بالاتمام. ما  ع ي  هذا هو أن كيما من a= ( U(0 , مشنننننننننننننننرو اا بانقيةة 0Z=  0Vوبالمثل  فإن 

 .0 ة و كن أن لارى أغا هي أ ضاا مبتقلة إح ايياا من0V مبتقلة إح ايياا عن انيور 0Vانفرايتذ و
 .     ي أن  كون وااننجاا أن1و 1V مبننتقلة إح ننايياا عن الأ وار 1V  لارى أن كيم انفراننيتذ و1Vبا ننت،دام الحجة لافبننها عل  

0V و1V 1(  وأن انفرانننننننننننننننيات عت أن تكون مبنننننننننننننننتقلة عن الأ وار, 0, 1V, 0V(2 . وهذا  ع  أن عيي انعي ات0v 2و1v  هي
 .U = (0, a)و U = (a, 0) فيةا بذ انفراياتإح ايياا كيافية نمختيار 

(  مفتانننذ مر  أخرى فرانننيات MLعت أن لاقرر عاعد  انكشنننف وفس عرار الاحتةال الأع ننن  ) 21vو 20v عرفة إح ننناءات كيافية 
U  الإشار  اةن فرايةدتول عل   1v  وa= ( U(0 , دتول عل  الإشار  اةن فراية 0v. لامراا لأن equiprobableالاحتةال المتباول 

)a= (0,  0 ,  و ا أن الإشنننكانية هي في ت اظر)a= ( U و)a= (0,  U دو واانننجاا أن عاعد  كيشنننف    ML 0 , تقس في اختيار)a= ( U   إذا
خمف ذن . ونبننوء الحظ وحتى  كن إظهار ذن  من ان احية انتجليلية    دو اننرور اا حبنناب  a= (0,  U(أو اختيار   21v>  20v كيان

 وفس المعادنة: gلاب ة الاحتةال.  عيي الملجس لاب ة الاحتةال هذه وابت أ ضاا احتةال الخي . جرى حباب احتةال الخي  

Pr(𝑒) =
1

2
 exp (−

𝑎2𝑔2

2W𝑁0
) 

(59.9) 

 وذن  بب ت ا ت،دام لا ف المداخل فقط. كيةا  توافر ند  ا  22g2a/إن عيةة متو ط ا تياعة إشار  الح مة انقاعد ة المبتق لة هي 

/2W بتيقا  وبذا  كونW/2g2a=  bE:مما  ك  ا من انتع ير عن احتةال الخي  كيةا  لي   
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Pr(𝑒) =
1

2
 exp (−

𝐸𝑏
2𝑁0

)        (non − coherent) 
(60.9) 

مقارلاة أداء هذا انكاشننننف عير المتةا نننن  مس انكاشننننف المتةا نننن  )أل كياشننننف  بننننت،دم  ور الحامل مماقل لما  نننن س درا ننننت  في تعد 
انف ننننننل انثامن( وذن  لإشننننننارات متعامد  ذات  اعة متبنننننناو ة  عةلية مثير  نمهتةام. إن احتةال الخي  في هذه الحانة كيةا رأ  ا من ع ل  

 هو:

Pr(𝑒) = 𝑄 (√
𝐸𝑏
𝑁0
) ≈ √

𝑁0
2𝜋𝐸𝑏

 exp (−
𝐸𝑏
2𝑁0

)        (coherent) 

(61.9) 

و تلف فقط في المعامل. لا   ال احتةال الخي  مس  0N/bEالأ ننننننننني لافبننننننننن  انذل  ت ا نننننننننت مس  decayندى كيل من انتع ير ن الاغدار 
. إذا  (56.9)  إلا أن انفرق لا  شننننن   عل  الإ مق ما ورد في المعادنة 159انكشنننننف عير المتةا ننننن  أعل  بكثير م   مس انكشنننننف المتةا ننننن 

كي يراا  فإن انياعة الإاافية انمزمة نكل بت الميلوبة في انكشف عير المتةا   تعل احتةال الخي  مباو اا نذن  في انكشف   0N/bEكيان 
فاض وا س في احتةال الخي . ولادفس بي يعة الحال في انكشف تقابل انخ dBالمتةا    ص ير  جداا. وبكلةات أخرى  إن ز اد   فيفة في 

 .antipodal signalingنعدم انقدر  عل  ا ت،دام انت شير المتعاكيل  dB 3عير المتةا   عرامة عدرها 
ة بتيقا( انكشننننف عير المتةا نننن   ونكن أجه   المودم انبننننلكي 1200ا ننننت،دمت مود ات خيون أجه   الهاتف الم كر  )ذات اعال 

الحانية عانية انبرعة تتعقت بشكل عام  ور الحامل وتبت،دم انكشف المتةا  . تخضس الألامةة انم لكية نت يرات  ور ة  ر عة بب ت 
 و ط ان قل  نذن  فإن تق يات انكشف عير المتةا   لا ت ال شايعة فيها. 

إقار  نمهتةام. لامحظ أن كيمهما  بنننننننننننننت،دم عاعد  عد تكون مقارلاة لاتيجة انكشنننننننننننننف عير المتةا ننننننننننننن  مس لاتيجة خفوت را لي أكيثر 
(  11.9انكشف لافبها  وبانتالي معرفة مدى عو  انق ا  ع د المبتق ل في حانة را لي نن  قلل من احتةال الخي . كيةا هو م ذّ في انتةر ن )

 (. 56.9تةال الخي  هو لافب  في المعادنة )  فإن اح(59.9)كيقيةة عي ة مت ير عشوايي معروف ع د المبتق ل ومتو ط لاتيجة  gإذا اعتبرلاا 
لابنننننننت تج من هذه المقارلاة أن المشنننننننكلة الحقيقية في الات نننننننالات انث ايية مس خفوت را لي المبنننننننتول هي ألا  ع دما تكون الإشنننننننار  ذات 

وت ع د المبتق ل الخف خفوت  يئ  فه اك أمل ائيل لات ال لااجح با ت،دام كيةية قابتة من  اعة الإشار . كيان   مر إ  أن معرفة  عة
   ؤدل توظيف انتجكي بانياعة ع د المر نننل لمتو نننط ا نننتياعة (11.9)لا تقدم أل مبننناعد . كيةا لامحظ أ ضننناا في ات ء انثاني من انتةر ن 

ت نننننال اإر نننننال لاغايي وذن  بهدف الحفا  عل  احتةال خي  قابت في الات نننننال انث ايي. الأمل انوحيد  إذاا هو إما في ا نننننت،دام معدل 
فية يمت ير أو ا نننت،دام انتمي  ويأو انت وع فيةا بي هةا. إن معرفة مدى الخفوت في الحانة الأخير    نننيكون مفيداا ندى المبنننتق ل في معرفة كي

 توز ن مختلف الم،ارج في اتخاذ انقرار الم ا ت.

ةا ننن . إذا لم  كن ه اك مداخل أخرى عدا فقط في انكشنننف انث ايي لخفوت را لي وانكشنننف عير المت 1Vو 0Vلادرس أخيراا ا نننت،دام 
. أما إذا كيان 1Vو 0V  فيةكن ان مر إ  كيافة الم،ارج الأخرى عل  أغا مبننننننتقلة عن انفراننننننيات وعن 1و 0عن المدخل انث ايي في الأزم ة 

 ه اك مداخل أخرى  فإن الم،ارج ان اتجة  كن أن تبت،دم نقياس كيل من ميال و ور وصمت انق ا .

ت ي س لاتايج انفقرتذ انبنننابقتذ عل  أل زوج إشنننارات ح مة عاعد ة متبننناول انياعة  متعامد  كي مواج عقد ة )أل أن الأج اء الحقيقية 
وانت،يليننة لإحنندى الموجتذ تتعننامنند مس الأج اء الحقيقيننة وانت،يليننة نلةوجننة الأخرى(. عننت علي ننا أن لافتض من أجننل هننذه ان تيجننة الأكيثر 

 تبت،دم  الإشارات. mهو قابت عل  مدى  mGأ ة حال  أن عةومية  عل  
 
 
 

                                                           
)1.6 ePr = ( 10–  سف  عن ا علا  أن  ذي من شأنه، ا 26.24مساو اً  0N/bEأن  كون  متماسكا ع ا كشف غ   م )10ePr = (–6تحق ق ا علا   وكمثال على ذ ك،  تطلب  159

 متماسك ااحتمال ا خطأ مع ا كشف غ   في نخفاض الاذ ك ضاف    تحق ق الإ ا طا  متماسك. ومع ذ ك، فإنه لا  تطلب سوى حوا ي نصف د س بل من ا كشف ا مع  7 
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  المسطح )المستوي(الكشف غير المتماسك في خفوت ريشيان  3.6.9

المبننننننيح ع دما  كن أن تمثل انق ا  بوصننننننلة واحد  و كون أحد المبننننننارات أعوى بكثير من المبننننننارات  Ricianادث خفوت ر شننننننيان 
الأخرى. إن هذا ان ةوذج م ا ت ع د وجود خط لامر بذ المر ل والمبتق ل  بانتافس مس مبارات الاعكاس مختلفة.  وفر هذا ان ةوذج عل  

بنننارات انضنننعيفة الم ةذجة وفس خفوت را لي  ومبنننار واحد مس  ور عشنننوايي  عل  عرار غو أكيثر أهمية  حما و نننياا بذ عدد كي ير من الم
ما يّخ نمذجت  في انفقر  انبابقة.  كن حباب احتةال الخي  في حانة ر شيان  وانذل اتول عل  حالات خاصة  هي كيل من حانة را لي 

   قاع ة إاافية إ  فوايد انت وع.وحانة الميال المعروف. ع دما لادرس انت وع   قدم نموذج ر شيان لامر 
1u=  U  ,0) =و هي إحدى انفرانننيات a= ( 0u=  U(0 ,كيةا هو الحال مس خفوت را لي  لادرس تعد ل موانننس ان  ضنننة انث ايي حيث 

a) :انفراية الأخرى  وبذن  تكون الم،ارج المقابلة 
1Z+  1G1U=  1Vand          0Z+  0G0U=  0V 

  أل  عرفة  deterministicهو لافبننن  نكل من را لي ور شنننيان  أو الأع ية الحتةية  MLبا نننت،دام انكشنننف عير المتةا ننن  فإن كيشنننف 
 في المبتق ل فإن  1vو 0vعيي انعي ات 

|𝑣0|<
2≥

�̃�=𝒖
1

�̃�=𝒖
0

   |𝑣1|
2 

(62.9) 

𝜎𝑔ونلت ا ن انتجةيعي نلةبنننننننننارات الأانننننننننعف  �̅� لاشنننننننننير نلةبنننننننننار انقول بانرم 
  بنننننننننت،دم فقط في 1vو  0v. لامراا لأن ميال كيل من 2

,𝐺0~𝐺1~𝒞𝒩(�̅� نن  ؤقر عل  انقرار  وبانتالي  كن نمذجة كيبنننننننت انوصنننننننمت وفس 1Gو 0Gانكشنننننننف  فإن  ور ربح انوصنننننننمت  𝜎𝑔
2) . 

 هذا بشكل كيامل حانة انيور المعرَف الم ي ة في الملجس.  فبّر

ي  عل  حد  واء وذن  بان مر إ  انتةاقل فيةا بي هةا. وبانتالي  يتي احتباب احتةال الخإن احتةال الخي  بذ انفرايتذ هو لافب  
. إن الأج اء 0u=  U. كيةا و فتض اةيس الاحتةالات انمحقة وكيثافة الاحتةال أن تكون مشننننننننننننرو ة بانقيةة 0u=  Uمشننننننننننننرو اا بانقيةة 

 أن  عبر ع ها وفس: اةن هذا انشرن مبتقلة و كن 1Vو 0Vالحقيقية وانت،يلية من 
𝑉0,re~𝒩(𝑎�̅�, 𝜎0

2)           𝑉0,im~𝒩(𝑎�̅�, 𝜎0
2) 

𝑉1,re~𝒩(0, 𝜎1
2)           𝑉1,im~𝒩(0, 𝜎1

2) 

 حيث:

𝜎0
2 =

𝑊𝑁0 + 𝑎
2𝜎𝑔

2

2
              σ1

2 =
𝑊𝑁0
2

 
(63.9) 

|Pr(|𝑉1  أل x < 0هو متجول عشننننوايي متوزع أ ننننياا من أجل أل  21V لاحظ أن
2 ≥ 𝑥) = exp (−𝑥/2𝜎1

وبانتالي فإن احتةال . (2
exp (−𝑥/2𝜎1  هو x= 20Vالخي  مشننرو اا بانقيةة 

(  0u=  U.  كن بعد ذن  اعاد احتةال الخي  عير المشننرون )مازال  ضننس نلشننرن (2
  .0V وذن  بحباب المتو ط  عل 

Pr(𝑒) = ∫ ∫
1

2𝜋𝜎0
2 exp [−

(𝑣0,re − 𝑎�̅�)
2

2𝜎0
2 −

𝑣0,re
2

2𝜎1
2 ] 𝑒𝑥𝑝 [−

𝑣0,re
2 + 𝑣0,im

2

2𝜎1
2 ] 𝑑𝑣0,re𝑑𝑣0,im

∞

−∞

∞

−∞

 

   نجد:imv,0بتكامل ما   س اةن 

Pr(𝑒) = √
2𝜋𝜎0

2𝜎1
2

𝜎1
2 + 𝜎1

2∫
1

2𝜋𝜎0
2 exp [−

(𝑣0,re − 𝑎�̅�)
2

2𝜎0
2 −

𝑣0,re
2

2𝜎1
2 ]

∞

−∞

𝑑𝑣0,re 

  كن مكاملة ذن  بإكيةال انتبيس في الأس  بحيث   جي:

𝜎1
2

𝜎0
1 + 𝜎1

2 𝑒𝑥𝑝 [−
𝑎2�̅�2

2(𝜎0
2 + 𝜎1

2)
] 

 نجد:  (63.9)من المعادنة  1و 0بتعو ير عيي 
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Pr(𝑒) =
1

2 +
𝑎2𝜎𝑔

2

𝑊𝑁0

exp −
�̅�2𝑎

2

2𝑊𝑁0 + 𝑎
2𝜎𝑔

2
 

�̅�2ختاماا   تتت تقييل كيبت انق ا  بحيث  + 𝜎𝑔
2 =    أل:W/2aمباو ة  bE  وبذن  ت  ح عيةة 1

Pr(𝑒) =
1

2 +
𝐸𝑏𝜎𝑔

2

𝑁0

exp [−
�̅�2𝐸𝑏

2𝑁0 + 𝐸𝑏𝜎𝑔
2
] 

(64.9) 

�̅�إن  = 𝜎𝑔و 0
2 = 1إ   Pr(e)في حانة خفوت را لي  وبت بنننننيط انعمعة  1

2+𝐸𝑏/𝑁0
قاا.  ننننناب وان  تتفس مس ان تيجة ان  ح نننننل ا عليها 

�̅�في حانة الميال انثابت فإن  = 𝜎𝑔و 1
2 = 1مبننننننننننننننناو ة إ   Pr(e)  مما ععل عيةة 0

2
exp (−𝐸𝑏/2𝑁0) وهذا ما  تفس أ ضننننننننننننننناا مس ان تيجة  

 انبابقة.
من المهي أن لادرك أن هذه ان تيجة لا تعتةد عل  المبنننتق ل مس انعلي أن  وجد مبنننار عول  لأن عاعد  انكشنننف هي لافبنننها نلكشنننف 
عير المتةا نن   ننواء كيان الخفوت هو را لي أو ر شننيان أو حتةي. تشننير ان تيجة إ  ألا   كن لاحتةال الخي  في خفوت ر شننيان أن  كون 

𝜎𝑔كيان   أصنننن ر بكثير من را لي. إذا
2 > . )0N/bE(–1تذهت إ  ان ننننفر مس  )ePr(  كيةا لا ت ال bE   قتب الأس من عيةة قابتة مس ز اد  0

لا  كن تج    من خمل مبنننننننننننننننار ذل الاعكاس عول  ونكن فقط  bE عبر ذن  عن أن هذا انتقارب ان ييء لخي  احتةال م عدم مس ت ا د 
 .diversityنعشوايية انضعيفة  و وف لا اعش ذن  عل  غو أعةس ع دما لاتعرض نلت وع عن  ر س وجود عدد عشوايي كي ير من المبارات ا

  
 قياسات القناة  7.9

تقدّم هذه انفقر  موانننوع عياس انوصنننمت في نموذج الح مة انقاعد ة عير المبنننتةر زم ياا نق ا  لا نننلكية  حيث تجرل هذه انقيا نننات في 
 كن لهذه انقيا نننات أن تبنننت،دم نتجبنننذ انكشنننف عن المعييات المبنننتق لة  ونلةبننناعد  في معدل المبنننتق ل اعتةاداا عل  الموجة انوارد . 

 انتجكي بانياعة ع د المر ل وذن  عن  ر س إر ال تل  انقيا ات إ  المر ل.
ل خمل تل  مر لة لهذا ان رض. تر  packetتقضي إحدى المقاربات ان  توظف في عياس انق ا  إ  تخ يص ج ء معذ من كيل رزمة 

المبنننننتق ل إما نتقد ر انقيي الحانية نلوصنننننمت في نموذج الح مة انقاعد ة عير   بنننننت،دمها probing sequenceانفت    نننننلبنننننلة دقس معروفة 
 انكشف عةا فيالمبتةر زم ياا نلق ا  أو نقياس المبارات انفعلية في نموذج الح مة انقاعد ة المبتةر زم ياا.  كن لهذه انقيي المقدر  أن تباعد 

 ت ق  من انرزمة مفتاذ أن انقيي انفعلية لهذه انوصمت أو المبارات لا تت ير ببرعة.

لج وهو ع ار  عن مبنننتق ل راد ول صنننةي نلت لت عل  ت قيرات خفوت تعدد  Rake Receiver يلس عل  تق ية أخرى نقياس انق ا  ا ننني
هذه انتق ية في آن واحد  حيث  تيّ انكشننننننننننننف عن رم  من ان يالاات انوارد   المبنننننننننننناراتلج. عرل انكشننننننننننننف عن المعييات وتقد ر انق ا  في

 با ت،دام انتقد ر انبابس نلق ا  ومن و دُدث تقد رات انق ا  نم ت،دام مس انرم  انتالي نل يالاات.

. ع دما بحث ا في انكشنفع ل درا نة تق يات انقياس هذه   نيكون من المفيد أن لافهي كييف  كن لهذه انقيا نات أن تبناعد في عةلية 
 انكشف انث ايي لأع ية را لي ذات الخفوت المبيح  رأ  ا أن احتةال الخي  مرتفس جداا في فتات الخفوت انعةيس  وأن هذه انفتات متكرر 

 MLكي ير أ ضنناا. وجدلاا في درا ننة انكشننف عير المتةا نن  أن كياشننف   0N/bE ا  كفي تعل احتةال الخي  انكلي كي ير حتى في حانة كيون 
 لا  بنت،دم معرفت  بقو  انق ا   وبانتالي فإن المعلومات عن عو  انق ا  ع د المبنتق ل في انكشنف انث ايي لخفوت را لي المبنيح  نيبنت ذات

يةنة عنانينة(  فنإن معرفنة انيور ع ند المبنننننننننننننننتق نل ذو فنايند  انلجمي ذو ع 0N/bEفنايند . أخيراا  رأ  نا ألان  ع ندمنا تكون انق نا  جيند  ) أل أن 
 محدود .

 ت ذّ مس ذن   أن انكشنننننف انث ايي نق ا  ذات خفوت مبنننننيح هو إ  حد كي ير حانة خاصنننننة  وأن عياس انق ا   كن أن  كون مفيداا 
 ا  ع دما شفر  عل  حد  واء. إن معرفة انقجداا ع د المبتق ل نكل من الخفوت عير المبيح وعةوعات الإشارات انك ير  مثل الألامةة الم

 تتكون مراع ة المبتق ل من انعد د من درجات الحر ة   باعد انكاشف في وزن درجات الحر ة هذه بشكل م ا ت.

 تعدّ ت ذ ة معلومات عيا ات انق ا  بشكل راجس إ  المر ل مفيد  بشكل عام  حتى في حانة الإر ال انث ايي نل،فوت المبيح.  كن
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  أو إر ننننننال معدلات 160نلةر ننننننل أن   عث الم  د من انياعة ع دما تكون انق ا  اننننننعيفة  مما  ع  بانتالي اوافمة عل  احتةال خي  قابت
لاقل أعل  ع دما تكون انق ا  جيد . إن جونة ت خير نموذجية من المر ننننننل إ  المبننننننتق ل في الألامةة الخلو ة تقس عاد  في مجال بضننننننعة أج اء 

ميللي قالاية أو أكيثرة وبانتالي  كن أن  ارس انتجكي  100ن انثالاية أو أعلّ  في حذ أن أزم ة تما ننننننننننننننن  نموذجية هي في حدود ميكرو ة م
 بانت ذ ة الخلفية اةن انفت  ان م ية ان  تكون انق ا  فيها قابتة لاب ياا.

 
 استخدام إشارات التحقق )السبر( لتقدير القناة 1.7.9

بعدد معذ من انوصننننننننننننننمت المت ير   mلادرس نموذج ع ا  ح مة عاعد ة متقيعة زم ياا حيث  كن أن تمثل انق ا  ع د أل زمن خرج محدد 
من خمل إر ننال إشننار   ننبر تتكون من  ننلبننلة معروفة من  taps.  نن قوم بدرا ننة نتقد ر عيي هذه انوصننمت m1, –0kG, ...., m0,Gعشننوايياا 

ن تقد ر انوصننمت بان مر إ  أن الإشننارات المر ننلة معروفة من ع ل المبننتق ل. عت أن  تكرر هذا الإجراء مر  واحد  إشننارات اندخل.  ك
 عل  الأعل في كيل فت  من فتات تما   ان من.

  في فت  محدد  a)ونكن نيل بالخيار اتيد( با نننت،دام مدخل ذل  نننعة ع نننوى نتكن  تةثل أحد الخيارات لمثل هذه الإشنننار  المعروفة 
المقابلة في عياب  0kانتانية. تعي  انبنننننلبنننننلة المبنننننتق لة خمل انفت   0k–1مت وعة  داخل م عدمة انقيةة وذن  من أجل انفتات  0ونتكن 

,𝑎𝑔0,0)انضنننننجيج  𝑎𝑔1,1, … , 𝑎𝑔𝑘0−1,𝑘0−1) كيةا  عي  الخرج .𝒗 = (𝑣0, … , 𝑣𝑘0−1)
T  1بوجود عيي عي ات, z0z  عقد ة عير مبنننننتةر  زم ياا

 بانعمعة:  0k–1حتى  0خمل انفت  ان م ية  White Generated Noise (WGN)من 
𝒗 = (𝑎𝑔0,0 + 𝑧0, 𝑎𝑔1,1 + 𝑧1, … , 𝑎𝑔𝑘0−1,𝑘0−1 + 𝑧𝑘0−1)

T 
 بانعمعة:  0k < k <0 – 1  حيث thk كن عةلياا تقد ر وصلة انق ا  

�̃�𝑘,𝑘 =
𝑣𝑘
𝑎

 (65.9) 

 vإن م ادئ انت،ةذ مماقلة تماماا نتل  الخاصة بانكشف  إلا أغا نيبت أ ا ية في هذا انبياق. انكشف تبت،دم المراع ة )عيةة عي ة 
)وفس انفراية(. تبت،دم في انت،ةذ  U( لالاتقاء خيار من عيي عي ات متاحة من متجول عشوايي متقيس Vمن متجول عشوايي أو شعاع 

 uv(UVf(. في كيلتا الحانتذ  فإلا ا لافتض أن احتةالات Gمن عيي عي ات محتةلة لمتجول عشننننننننننننوايي  �̃�لات،اب خيار لا Vمن  vعيةة عي ة 
 هي أ ضاا معروفة ومحدد . g(Gf(أو Up)u(هي معروفة وأن الاحتةالات الأفضلية  GVf)gv(أو 

. ه اك عاعد  مبنننننننننننننت،دمة عل  لاياق وا نننننننننننننس هي عاعد  vمن  g هتيّ انت،ةذ مثل انكشنننننننننننننف بتجد د وت فيذ عواعد معقونة نتقد ر 
ذا عيةة عمة . عاعد  الإمكالاية انق نننننننننننننننوى  gv(GVf(هي ان  تجعل  gنتكون عيةة  �̃�(. تختار هذه انقاعد  ML) الإمكالاية انق نننننننننننننننوى

 (.MLهو تخةذ عاعد  الإمكالاية انق وى ) (65.9)نلت،ةذ مماقلة نتل  الخاصة بانكشف  حيث لامحظ أن انت،ةذ في المعادنة 
.  minimum mean square error (MMSE)كيةا تتوافر عاعد  وا نننعة الالاتشنننار نلت،ةذ هي متو نننط الحد الأدنى لمربس الخي  لافبننن  

. في  vمن أجل متجول المراع ة  density probability posteriori )vg(VGf كيي تكون متو ننط كيثافة الاحتةال انشننر ي   �̃�تختار الأخير  
 vg(VGf(لافبنننها ان  تجعل من  g  فإن هذا المتو نننط هو عيةة jointlyعوصنننية في آن واحد  Vو Gكيثير من الحالات  ع دما  كون كيم 

 .MAPهي مشابهة نقاعد  انكشف  MMSEعيةة عمة ة وبذن  فإن عاعد  
متيابقذ في  MAPو MLهي لافبننننننها  و كون كيم   a prioriلمبننننننايل انكشننننننف ع دما تكون كيافة احتةالات  MLنختار عاد  عاعد  

لمبنننننننننننننننايل انت،ةذ. في كيثير من الأحيان  تيّ اختيار  MLعير محدد  فيوظف ع ديذ   prioriهذه الحانة. أما ع دما تكون كيثافة الاحتةال 
ML ا تكون كيثافة الاحتةال ع دما بداهة كيثافة الاحتةال عير معروف. ع دمa priori density  معروفة  فإن متو نننننننننننننننط الحد الأدنى لمربس

 .MLأص ر حكةاا م   في عاعد   MMSEالخي  في عاعد  
لا  وجد عاد  نلجانة عيد اندرا ننة  أ نناس عول جداا لافتاض أل نموذج محدد من أجل نمذجة وصننمت انق ا  )عل  انرعي من توظيف 

                                                           
تتطلب  داً جفإن ا خفوتا/ ا عم ق  ، و كن من ا ناح   ا عمل   نقي ذا/ خفو/ مستوي على  ناة  ا لي  ا متو ع  لانهاأ  إ ى أن ا طا  أن هذا  ادي  (11.9) تب ن ا مسأ   160

 ا كه باأ  .ا تغذ   تادي ببساط  إ ى انقطاع  مف ط  حظ   طا   
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اةل مع  كي يراا وعاد  ما  بت،دم لهذا ان رض.  MLن ب رض الح ول عل  شيء محدد نلة اعشة(ة وهكذا فإن تخةذ نماذج را لي ور شيا
في أل وعت خمل فت  تما ننننن  معي ة. كيةا  (65.9)ولامراا لأن انق ا  تت ير ب طء مس مرور ان من  فةن الم يقي ا نننننت،دام انقياس في المعادنة 

لإجراء أعمه مرات عد  خمل فت  تما نن  واحد .  كن بعد ذن  الح ننول عل  متو ننط انقيا ننات المتعدد  ألا  من المةكن أ ضنناا تكرار ا
 الم   عل  لاقان مراع ة متعدد (.  MLفي كيل وصلة مرشح نلق ا  )المقابلة نت،ةذ 

تج ت ة وعد واننس هذا الافتاض نتتةثل عاد  إشننكانية مقاربة ان  ضننة انواحد  أعمه في وجود عيد انذرو  اننةن  ننلبننلة إشننار  اندخل
انتنداخنل المفرن مس انق وات الأخرى من جهنة  ونت بنننننننننننننننيط انت فينذ من جهنة أخرى. إذا كينان مربس عيند اننذرو  هنذا هو أكيبر عليما من عيند 

 ننتياعة ا الا ننتياعة نكل رم   فإن  ننلبننلة دخل  و لة مس ا ننتياعة متبنناو ة في كيل رم   ننوف تبننةح في أق اء عةلية انقياس با ننت،دام
إشننار  أكيبر بكثير من تل  المبننت،دمة في غج ان  ضننة انواحد . إن هذا ان هج كيةا  نن رى لاحقاا  ننيبننفر عن تقد رات أكيثر دعة لا ننتجابة 

 انق ا  من غج ان  ضة انواحد .
و نننيلة جيد   T)nu, ..., 1u= ( u( متعاكيبنننة ومحدد  مبننن قاا  PN) noise-pseudo شننن   عشنننوايية عُد  ا نننت،دام  نننلبنننلة دخل انننجيج 

  والخاصننننننية الميلوبة هي أن تابس ±aنتكون عيةتها  uمن  nu, ..., 1u. نختار المركي ات 161لإجراء عيا ننننننات ع ا  ذات  اعة موزعة بانتبنننننناول
  قارب الا تجابة. أل ألا ا نختار انبلبة نتجقس: uنلةتجول  covariance انت ا ن

∑ 𝑢𝑚𝑢𝑚+𝑘

𝑛

𝑚=1

≈ {
𝑎2𝑛    ;    𝑘 = 0
0         ;     𝑘 ≠ 0

= 𝑎2𝑛𝛿𝑘 
(66.9) 

كيضجيج إاافي نك   مهةل   PN.  كن ان مر إ  الخي  ع د ا ت،دام  م ل  و لة ,n [1[عيةة ان فر خارج اعال  muحيث ت خذ 
 انقيةة. لا اعش ت فيذ مثل هذه الأشعة )في شكل إق اني بدلاا من شكل انتعاكيل في انقي ية( في غا ة هذه انفقر  انفرعية.

متعاكيبننننة  ت يير وااننننح في م هج اندرا ننننة وذن  من خمل اختيارها نتكون عقد ة ذات أج اء حقيقية  PN ننننلبننننلة  uُ ثل ا ننننت،دام 
متعاكيبة وأن تكون  PN. إن اختيار الأج اء الحقيقية وانت،يلية نتكون  لبلة QAM-4لية متعاكيبة  مما  ع  أن تكون  لبلة وأخرى تخي

 :(66.9)أ ضاا وبشكل تقر بي عير متابية   ؤدل إ  أن ت  ح انعمعة 

∑ 𝑢𝑚

𝑛

𝑚=1

𝑢𝑚+𝑘
∗ ≈ 2𝑎2𝑛𝛿𝑘 

(67.9) 

  وهذا بحد ذات  مفيد.  شنننار إ  كيل من nا نننتياعة عياس اندخل عل  مدى انننعف عدد درجات الحر ة نوحدات ان من  QAM  شنننر 
. لافتض فيةا  نننيت س من درا نننت ا هذه PNوتعاكيل انقي ية  وإ  ان بننن،ة انث ايية من شنننكل تعاكيل انقي ية ببنننم نننل  QAM-4شنننكلي 

ة كيةا لافتض ولأعراض انت بنننننننننيط المبننننننننناوا  في انت ا نفي  2هو المعامل  (67.9)و (66.9  إلا أن انفرق انوحيد بذ QAMا نننننننننت،دام نموذج 
 عوااا عن انشكل انتقر بي. (66.9)المعادنة 

متعامد مس كيل من الا  احات  ان م ية. كيةا  كن انتع ير عن هذا انشننرن  u)با ننت،دام المبنناوا ( عل  أن  (67.9)  ص انشننرن في المعادنة 
†عل  أغا انبنننلبنننلة  uمن أجل  مرشنننح توافقيعن  ر س تعر ف  نننلبنننلة 

u  حيث𝑢𝑗
† = 𝑢−𝑗

†وهذا  ع  أن  .∗
u  هي انتابس انعقدل المرافس

†مس  uذل ان من المعاكيلة كيةا أن  ي  uنلةتجول 
u  هو𝒖 ∗ 𝒖† = ∑𝑚𝑢𝑚𝑢𝑘−𝑚

)مس  (67.9).  عادل ع ديذ شنننننننننرن انت ا ن في المعادنة †
 المباوا ( شرن انيي.

𝒖 ∗ 𝒖† = ∑ 𝑢𝑚

𝑛

𝑚=1

𝑢𝑘−𝑚
† = ∑ 𝑢𝑚𝑢𝑚−𝑘

∗

𝑛

𝑚=1

= 2𝑎2𝑛𝛿𝑘 
(68.9) 

)ع ل  uمن أجل  لبلة اندخل  m. خرج انق ا  ع د ان من m,kGهي عيةة المتجول انعشوايي هي  mع د ان من  thkنتكن عيةة انوصلة 
 إاافة انضجيج( هو انيي:

                                                           
 لاحقاً. هنا شني سا ذ Rack، إلا أنه  صبه أكث  أهم   با نسب   مستقبل في هذا ا س اقغ   مهم  ص لاً تف د تبدو هذه ا مقا ب   161
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𝑉𝑚
′ = ∑𝐺𝑘,𝑚

𝑛−1

𝑘=0

𝑢𝑚−𝑘 

(69.9) 

هي أ ضنننناا ذات عيةة م عدمة خارج  V'  فتكون  ننننلبننننلة الخرج الخالي من انضننننجيج ,n[1[ذا عيةة صننننفر ة خارج ان ياق  uلامراا نكون 
عل  أغا عيةة  thk. بافتاض أن انق ا  هي عشنننننننننننوايية نك ها لا تت ير خمل هذا ان ياق  فيةكن انتع ير عن انوصنننننننننننلة  ,0k+n[1–[1ان ياق 

𝑢1.   جي عن ترابط خرج انق ا  مس kGالمتجول انعشوايي 
∗ , … , 𝑢𝑛

 وانذل  عي  بانعمعة: jانت ا ن في كيل فت   ∗

𝐶𝑗
′ = ∑ 𝑉𝑚

′

−𝑗+𝑛

𝑚=−𝑗+1

𝑢𝑚+𝑗
∗ = ∑ ∑𝐺𝑘𝑢𝑚−𝑘𝑢𝑚+𝑗

∗

𝑛−1

𝑘=0

−𝑗+𝑛

𝑚=−𝑗+1

 

(70.9) 

= ∑𝐺𝑘

𝑛−1

𝑘=0

(2𝑎2𝑛)𝛿𝑗+𝑘 = 2𝑎
2𝑛𝐺−1 

(71.9) 

 وهكذا فإن لاتيجة انتابط  في حانة عدم وجود اجيج  هي مجةوعة من وصمت مرشح انق ا   مقا ة ومعكو ة زم ياا.
†مس  V' بهل ان مر إ  هذه ان تيجة إذا عة ا بيي 

u:أل   
Gn2a= 2 G) * 

†
u*  u= ( 

†
u) * G*  u= ( 

†
u*  'V 

 بننننت،دم ما  نننن س حقيقة أن  ي انبننننم ننننل )تماماا مثل  ي انتوابس( هو تشنننناركيي وت ادلي عل  حدّ  ننننواء. لاحظ ألا  لاتيجة انيي مس 
( نوصمت انق ا . scaledمرشح موافس  قابل لاتيجة الاعكاس ان من في عمعة انت ا ن  وهكذا هو ب با ة لاب،ة   س الأصل نك ها مقيبة )

†لامحظ أخيراا أن المرشننننح انتوافقي 
u 1 عيةت  صننننفر خارج ان ياق]–, n–[ وبانتالي إذا ت ننننورلاا ت فيذ عياس انق ا  با ننننت،دام مرشننننح متقيس .

 دور  عل  الأعل. nزم ياا  فإلا ا لافتض )لامر اا( أن المرجس ان م  نلةبتق ل  ت،لف عن المرجس ان م  نلةر ل بن 

𝑉𝑚 بننننناول  n  أل أن الخرج ع د اندور  V = V' + Z  ننننن ح الخرج ع د إانننننافة انضنننننجيج  = 𝑉𝑚
′ + 𝑍𝑚  وهكذا  فإن  ي خرج ع ا .

†ذات اجيج مس المرشح انتوافقي 
u  :عي  بانعمعة  

𝑽 ∗ 𝒖† = 𝑽′ ∗ 𝒖†+𝒁 ∗ 𝒖† = 2𝑎2𝑛𝑮 + 𝒁 ∗ 𝒖† (72.9) 

 لهذه المعادنة انشعاعية هي: thk  فإن المركي ة n2a2بعد انقبةة عل  
1

2𝑎2𝑛
∑𝑉𝑚
𝑚

𝑢𝑘−𝑚
† = 𝐺𝑘+Ψ𝑘 

(73.9) 

 عل  أغا المتجول انعقدل انعشوايي: kحيث عُرفت 
Ψ𝑘 =

1

2𝑎2𝑛
∑𝑍𝑚
𝑚

𝑢𝑘−𝑚
†

 
(74.9) 

 هذا انت،ةذ. (9.9) واّح انشكل 

 

 لا تساوي ا صف  فقط خلال ا فت ة G . افت ضنا أنPNتوض ه   اس ا قناة باستخدام ا م شه ا توافقي في دخل  :9.9الشكل 
1]–0k[0,  ذ ك فإن ا خ ج  مكن ملاحظته فقط خلال هذه ا فت ة. لاحظ أن ا م كب  G  في ا خ ج هي استجاب  ا م شه ا توافقي

 .Z هي الاستجاب   لدخل Ψب نما  ،u  لدخل

 𝒩𝒞(0,W𝑁0)تكون متةاقلة داير اا  }mZ{افتض أن اجيج انق ا  هو اجيج أبيير عوصي وبانتالي مت يرات انضجيج المتقيعة زم ياا 
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متعامد  مس كيل الا  احالا ان م ية  فإن  uن إ. حيث 162هو عرض اعال الأ نننننننا ننننننني 2W/حيث  .(iidومبنننننننتقلة وموزعة بشنننننننكل متةاقل )
†شعاع المرشح انتوافقي 

u :عت أن  كون ن  لافل الخاصية  ومن و  تتت عل  ذن  أن 
E[Ψ𝑘Ψ𝑖

∗] =
1

4𝑎2𝑛2
∑E

𝑚

[|𝑍𝑚|
2]𝑢𝑘−𝑚

† (𝑢𝑖−𝑚
† )∗ =

𝑁0W

2𝑎2𝑛
𝛿𝑘−𝑖 

(75.9) 

  نذن  هي متجولات عشننوايية عوصننية مبننتقلة  (75.9)وعير متابية من  (74.9)هي عوصننية مشننتكية من  }k{المتجولات انعشننوايية 
,Ψ𝑘~𝒞𝒩(0متةاقلة داير اا  أل أن: kΨوهو أ ضاا تمر ن إاافي ببيط ن يان أن 

𝑁0W

2𝑎2𝑛
)  

 عي   kΨ + kGمن ممحمة  kG نلتابس  ML  فإن تقد ر 0k≤  k ≥ , 0k–1 كن أن لارى ألا  من أجل كيل من  (73.9)بانعود  إ  
 بانعمعة:

�̃�𝑘 =
1

2𝑎2𝑛
∑𝑉𝑚
𝑚

𝑢𝑘−𝑚
†  

 ب كيةل   ونكن هذا الاشنننتقاق  نننوف   خذلاا أبعد مما     ي. من Vمن ممحمة  kGهذا من أجل  ML كن أن لا ذّ أ ضننناا أن تقد ر 
  ننذنن   عي  متو نننننننننننننننط مربس الخين  في ات ء الحقيقي من هنذا انتقند ر  وبنالمثنل في ات ء انت،يلي  kΨ  الخين  في هنذا انتقند ر هو (73.9)

 . n2a/(40NW(بانعمعة 
. لاحظ أن متو نننط مربس الخي  aأو ز اد  مقدار اندخل  n ك  ا جعل انتقد ر جيداا بشنننكل اعت ا ي بو نننا ة ز اد   ول فت  انقياس 

  انضننننننننجيج في انتقد ر لا  عتةد عل  كيون انق ا  جيد  أو  ننننننننيئة. وأخيراا لاحظ أن انياعة في إشننننننننار  }kG{مبننننننننتقل عن مت يرات الخفوت 
   وبانتالي فإن متو ط مربس الخي   ت ا ت عكبياا مس  اعة إشار  انقياس.Wn2a2انقياس انكلية هي 

أكيبر بعد    𝒯𝑐𝑜ℎما هي المد  ان   كون خملها عياس انق ا  صننننجيجاا؟ لحبننننن الحظ  من أجل انتي يقات انم ننننلكية  زمن انتةا نننن  
 نمرات من لاثر انت خير  عاد ا أكيبر  ئات المرات. هذا  ع  أن من المميي عياس انق ا  ومن و ا ننننت،دام هذه انقيا ننننات نعدد لا ب س ب  م

   ؤدل إ  عياس دعيس  نكن  بننت،دم ج ء ملةوس من nيات. ه اك  بي يعة الحال مقا ضننة   ا أن ا ننت،دام فت  عياس  و لة رموز المعي
𝒯𝑐𝑜ℎ  .  نلقياس بدلاا من المعييات. هذه المقا ضة ت  ح أعلّ أهمية كيلةا ازداد زمن انتةا 

يات خمل فت  عياس واحد  هي أن  تيّ انقياس في م ت نننننننننننننننف إ ار تق ية ذكيية واحد  ان   كن ا نننننننننننننننت،دامها ن  اد  عدد رموز المعي
المعييات. من المةكن أ ضننناا  من أجل رم  معييات مُعي   أن  قُجي بذ عيا نننات انق ا  انبنننابقة وانمحقة. وتبنننت،دم هذه انتق يات في 

  حيث إن المعييات ان  ت تي أولاا في الإ ار لا  كن.   دو أن هذه انتق يات ت  د انت خير عليما  GSMان مام المعيارل الخلول انشنننننننننننننننايس 
كيشنننننفها حتى بعد إجراء انقياس. مس ذن   إذا يّخ ا نننننت،دام انتمي   هذا انت خير انننننرورل في أل حانة. نقد رأ  ا أ ضننننناا أن أحد الأهداف 

 ن  حتى بعد إجراء انقياس.   وهذا من انوااح لا  كن ا تعةا power/rateالمعدل/انرييبة نلقياس هو انتجكي بالا تياعة
)في انشنننننننننننكل انث ايي(  PN.  تيّ تونيد انتتابس (67.9)انذل  قارب خاصنننننننننننة انتابط في  PNتتوعف تق ية انقياس أعمه عل  وجود تتابس 

دد هو اتةس   كيل بت في تدفس خرج محnبير قة مشابهة جداا نتل  ان  توند تدفقات الخرج في ترمي  انيي. في ترمي  انيي ذو  ول انقيد 
دخل  نننننابس. ه ا لا توجد مداخل  نكن بدلاا من ذن   تتيّ ت ذ ة خرج مبنننننجل  nمن ان ةط انث ايي نلدخل الحالي وبعير نمط معذ من 
 . (10.9)الإزاحة عكبياا إ  اندخل كيةا هو م ذّ في انشكل 

 
هذه ا دو ا/ خلال كل ا حالا/  n2–1وبدو  ذي طول  n 4 =مسجل الإزاح  ذو ا طول الأعظمي بأ بع م احل  :10.9الشكل 

 ماعدا ا حا   ا تي كلها أصفا .

                                                           
 (   ل حق ق   وا تخجزاء االأ)بما في ذ ك  ها  م  م بع متوسط ،. وبا تا ي2W/إ ى  ج ى ت ش حهاا تي  ب ضالأ ا ضج جهذه هي ع نا/ من  متحولا/ ا ضج جأن هنا ذك  ن 162

ا تبا ن في كل معامل حق قي ووهمي في توس ع فإن ذ ك ،  /W1 ها طا    يعامدا تتوس ع ا في  sinc توابع، وبشكل مغا  . W0Nإ ى طا   ا ضج ج محدودة ا مجال تساوي 
 .د ج  ح     كل 20N/ضج ج ا من طا    W بمقدا ز ادته   نبغي ا ضج ج
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أل حانة ابتدايية  (  فإنالإزاحة ذل انيول الأعمةيباختيار المراحل ان  أُعت بان ةط انث ايي بير قة م ا نننن ة )المشننننار إنيها  بننننجل 
عير ان نننفر ة المةك ة ع ل أن تعود نلجانة الابتدايية. ومن المعروف أن انيول الأعمةي  n2–1عير صنننفر ة  نننوف تدور خمل أيس الحالات 

 .nلمبجمت الإزاحة موجود تةيس الأعداد الموج ة ان جيجة 
)خمل عةلية اتةس من ان ةط انث ايي وانضرب(. وهذا هو  إحدى الخواص الخيية لمبجل الإزاحة ذل انيول الأعمةي هو ألا  خيي

. و  كن أن لارى 'xيّخ تونيدها من ع ل الحانة الابتدايية  'y  وأن xبت موند  من ع ل الحانة الابتدايية  n2–1تمثل تتابعاا ذا  ول  yافتض 
. وبانتالي انفرق بذ أل اق ذ من مثل هذه اندورات   دأ في الحالات الابتدايية x'  x  تيّ تونيدها بو ا ة y'  yمس عليل من انتفكير أن 

 صفار. وبكمم آخر  مجةوعة من اندورات تُشكل رم اا ق ايياا ببيياا. من الأ n2–1–1من انواحدات و n2–1الم،تلفة ان  دتول عل  
و كن أن لارى أن أل دور  عير صننفر ة لمبننجل الإزاحة ذل انيول الأعمةي ند ها تقر  اا ترابط مثالي مس دور  إزاحة لافبننها. ه ا  ومس 
ذن  فإلا  ترابط خمل فت  واحد   حيث انتتابس الم ا   عود نل ننننفر خارج هذه انفت   وهذا هو المهي. نيل ه اك أل اننننةان أن مثل هذا 

 من المثالي  رعي أن هذه انتتابعات لمبجل الإزاحة عاد ا تبت،دم عةلياا نتقتب من المثانية.  انتابط  قتب
 

 مستقبلات راكي  2.7.9

هو لاوع من المبننتق مت ان  تجةس بذ عيا ننات انق ا  وا ننتق ال المعييات بير قة متكرر . وهو أولاا عابل نلتي يس  Rakeمبننتق ل راكيي 
هو في الحقيقة  مجرد امتداد نتق ية  pseudo noise (PN)  فيها إشارات اندخل هي تتابعات اجيج ش   عشوايي في لامي انييف الم ثور ان

عياس انننجيج شننن   عشنننوايي موصنننوفة في انقبننني انفرعي انبنننابس. ع ل وصنننف مبنننتق ل راكيي   نننيكون من المفيد مراجعة انكشنننف انث ايي 
   الإشار .بافتاض أن انق ا  معروفة تماماا وقابتة خمل فت 

𝒖0هو إحدى الإشنننننننارتذ  Uنيكن اندخل  = (𝑢1
0, … , 𝑢𝑛

0)T و𝒖1 = (𝑢1
1, … , 𝑢𝑛

1)T 0 ,... ,. لارم  نفروع انق ا  المعروفة بانعمعةg= ( g

T)1–0kg  وبانتالي  كون خرج انق ا   ع ل إاننافة انضننجيج الأبيير إماg*  0u   0انذل لارم  نb أو g*  1u   1انذل لارم  نb هذه الالايواءات .
V =أو   Z+ 0b= V    كون الخرج هو إماWGNوبعد إاافة انضجيج الأبيير ان وصي .  ,0k+n[1–[1تكون متضة ة خمل انفت  ان م ية 

Z+ 1b مشكلة انكشف هي أن تقرر من ممحمة .V مكالايتذ هي الأرجح. إنلإأل اLLR  3.3.8انكشف هذه م ي ة في المقيس  لمشكلة 
 ان  لاكررها أدلااه: (26.8)ومعيا  بو ا ة 

LLR(𝒗) =
−‖𝒗 − 𝒃0‖

2 + ‖𝒗 − 𝒃1‖
2

𝑁0
 

 

=
2ℜ(〈𝒗, 𝒃0〉) − 2ℜ(〈𝒗, 𝒃1〉)−‖𝒃0‖

2+‖𝒃1‖
2

𝑁0
 (76.9) 

‖𝒃0‖   فإن(68.9)مثانية  أل تتابعات دقس  PNتتابعات  1uو 0uم ذّ ألا  إذا كيان  (17.9)في انتةر ن 
2 = ‖𝒃1‖

مما   بنننننننط اخت ار  2
ML  :ني  ح 

ℜ(〈𝒗, 𝒖0 ∗ 𝒈〉)<
>
�̃� = 𝒖0

𝑼 = 𝒖1
ℜ(〈𝒗, 𝒖1 ∗ 𝒈〉) 

(77.9) 

هي دخل المرشننننح انتوافقي نلعمعة  vهو ب بننننا ة الخرج ع د انفت  صننننفر ع دما  g*  iu, v  اتداء انداخلي i 0,1 =وأخيراا  من أجل 
g*  iu .عل  كيل حال هو ب با ة توفيس المرشح نلتابس   توفيس المرشح نلعمعة انبابقةiu  ميو اا مس توفيس المرشح ننننننننg الم،يط ان  دوعي .

 . (11.9)لهذه انعةلية م ذّ في انشكل 
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تتم مقا ن  الأجزاء ا حق ق   ا تي تدخل وحدة اتخاذ  .g ا كشف عن الإشا ا/ ا ثناأ   ا ما ة خلال م شه مع وف :11.9الشكل 

�̃� فإن ا ق ا  عند ا فت ة صف . إذا كان ا جزء ا حق قي من ا دخل ا منخفض هو الأكب  = 𝒖0، لا فإن �̃� وا  = 𝒖1   إذا تم اخت ا
 غ   ذ ك.

. وبشنننننكل خاص  إذا يّخ (11.9)و (9.9) كون ه اك تشننننناب  كي ير بذ انشنننننكلذ   PNإذا كيالات الإشنننننارات المذكيور  أعمه هي تتابعات 
في حال عياب انضجيج. لاحظ  gn2a2   أل ات ء الأول من المرشح انتوافقي انبفلي   يكون)0u(†  فإن خرج المرشح انتوافقي 0uإر ال 

 كون الخرج الخالي من  1u. وبالمثل  إذا يّخ إر ننننننننننننننال  kgn2a2 هو k ع  أن الخرج الخالي من انضننننننننننننننجيج ع د انفت  مما هو شننننننننننننننعاع   gأن 
.انقرار  ت،ذ ع د المبنتق ل في ان من صنفر بعد أن  رر انتتابس kgn2a   هوkانضنجيج في ات ء الأول من المرشنح انتوافقي انعلول  ع د انفت  

gn2a2 ج  اا إ  ج ت مس انضنننجيج خمل مرشنننح عير عابل نلتجقيس †g هذه المرشنننجات عير انقابلة نلتجقيس  كن جعلها عابلة نلتجقيس .
 بو ا ة ت خير زمن المبتق ل بان ب ة ن من المر ل.

�̃�. وبشنننننكل خاص إذا كيان انقرار هو  gانقرار ان نننننجيح   كن أ ضننننناا أن  تيّ تقد ر مرشنننننح انق ا في حال افتاض ألا  يّخ اتخاذ  = 𝒖0  
. 0kgto  0g–1   يتيّ دجيي إصدارات انضجيج من –to 00k +فإن مخارج ات ء الأول من المرشح انتوافقي انبفلي  ع د أزم ة الا تق ال من 

نفروع المرشح  عت أن تكون متجد  مس انتقد رات انبابقة با تةرار نتجد ث انتقد ر الحالي  MLبدلاا من ا ت،دام هذه الم،ارج كيتقد ر 
ةر  من كي ير مس ان من  واعةوعة المبنننننتء  . هذا  ع  ألا  إذا كيان زمن انتةا ننننن   و ما  فإن فروع المرشنننننح  نننننوف تت ير ب طnنكل انفتات 

 ،دامها نلتجبذ المبتةر وتت س فروع مرشح انق ا . زمن عي ة   كن ا ت nتقد رات انق ا   واحد من كيل 
كيج ء من كيشنننننننننف   g† نلةرشنننننننننح انتوافقي. انقدر  عل  تقد ر gا نننننننننت د عل  معرفة وبانتالي معرفة  (11.9)لاحظ أن انقرار في انشنننننننننكل 

𝑈ب فل زمن اتخاذ عرارات ان يالاات. ع دما  g†بتجبننننذ تقد ر  gالمعييات  بننننةح ن ا بانتالي  = 𝒖𝑖  وانقرار صننننجيح(  فإن مخارج المرشننننح(
  Rake.  يلس عل  ان  ية المركي ة لاتخاذ انقرارات وتقد ر انق ا  مرشننننح راكييg† وتبننننةح بانتالي بتجد ث gتقدم تقد راا نلتابس  )iu(†انتوافقي 

receiver   (12.9)هو مواّح في انشكل. 

 
�̃�إذا كان -مسااااااتقبل  اكي :12.9الشااااكل  = 𝒖0 0 فإنه  سااااااتخدم ا مخا جk 0(† ا مطابق  من ا م شااااااه ا توافقيu(   تحد ث تقد  g 

�̃� (. بدلًا من ذ ك إذا كانg† )وبا تا ي ف وع كل م شااااه توافقي = 𝒖1 1(†  سااااتخدم خ ج ا م شااااه ا توافقيu(.  ومن ثم تسااااتخدم هذه
لاتخاذ ا ق ا  ا تا ي، وهكذا با نساااااااااااب   لتقد  ا/ وا ق ا ا/  )1u(†و )0u(† مع ا كتل  ا تا     لمخا ج g† ا م شاااااااااااحا/ ا توافق   ا محدث 

 ا لاحق .

 كن توعس أن ب ية مبننننننتق ل راكيي تعةل بشننننننكل جيد فقط إذا كيان زمن تما نننننن  انق ا  اتول عل  انعد د من لاقان اتخاذ انقرار. هذا 
  تكون . وحيث إن تقد رات انق ا  المت،ذ  في كيل فت  ع  أن تقد ر انق ا  المت،ذ بو نننننننننننا ة عرار واحد  كن ا نننننننننننت،دام  في عرارات لاحقة
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خمل فت  عرار واحد   نننوف  بنننت،دم فقط لإجراء ت يير صننن ير  �̂�م نننجوبة بانضنننجيج  وحيث إن ت يرات انق ا  بييئة جداا  فإن تقد ر 
 عل  تقد ر موجود. 

 كن أن تتيّ من خمل الا نننننننتةرار بافتاض أن انقرارات اتخذت بشنننننننكل صنننننننجيح.  kgه اك فكر  تقر  ية عن انت ا ن في تقد ر كيل فرع 
 nمن  signalingأن نكل فت  تشننننننننو ر  (75.9)   كن أن لارى من aفي اندخل لها مقدار  PNبافتاض كيةا كيان من ع ل أن تعابير تتابعات 

من فتات انتشننننننو ر  𝒯𝑐𝑜ℎW/𝑛 . ه اك تقر  اا n2a/(40NW( هو )عي ة  انت ا ن في اننننننجيج انقياس )في كيل من الاتجاهات الحقيقية وانت،يلية
  و فير  𝒯𝑐𝑜ℎW/𝑛كيةتو ننط لهذه انقيا ننات. وهذا  قلل من اننجيج انقياس بعامل   kgخمل فت  زمن انتةا نن   و ك  ا تقر ت تقد ر 

𝑁0/(4𝑎 إ   163انت ا ن في خي  انقياس
2𝒯𝑐𝑜ℎ) . 

 kgمبننننننتقل عن  kgمن كيل  "هو ت قير أخياء اتخاذ انقرار. كيل خي  في اتخاذ انقرار  وند لجتقد ر انبننننننؤال انذل  ير  لافبنننننن   مس ذن  
  وان  بدورها  ننننننوف ت  د من أخياء اتخاذ انقرار kgان ننننننجيح. من انوااننننننح  أخياء عرار كيثير  جداا  ننننننوف تخفير انقيةة انتقد ر ة نكل 

و تيلت أ ضنننننننننننناا وجود آنية ما   kg  تيلت مبننننننننننننتق ل راكيي تقد راا أونياا جيداا نكل بحيث ت نننننننننننن ح انتقد رات وانقرارات لا عيةة لها. وبانتالي
 نتعوض عن انكارقة أعمه.

في اندخل  و كون دليل مثل هذه ان مي عير انث ايية هو لافبنن  كيةا  PNتبننت،دم مبننتق مت راكيي عان اا مس أاد ة كي ير  من تتابعات 
انذل  نننن  اعشنننن  لاحقاا تق ية انييف الم ثور مس عرض  IS95لحانة ان مي انث ايية أعمه. عل   نننن يل المثال  بننننت،دم  ان مام المعيارل الخلول 

. في هذا المثال  ary 64متعامد  مس مبننننتق ل راكيي ذل  إشننننار  64. تبننننت،دم في هذا ان مام مجةوعة إشننننارات من Mhz 1.25مجال ترددل 
  بت،دم مبتق ل راكيي تق يات عير متةا كة. ,ومس ذن 

بحيث تكون متعامد  مس بعضننننها بعضنننناا  نكن هذا في انواعس نيل اننننرور اا. وحيث إن   PNعاد ا  في لامام راكيي   تيّ اختيار انتتابعات 
رابط ذاتي م ا ننن ة  فإن تقد ر انق ا   نننوف  عةل كيةا كيان من ع ل. ع  نننر عرار ان يالاات  مس خواص ت PNكيل إشنننار  هي ع ار  عن تتابس 

انث ايي المتعاكيل  ع دما  signalingباني س  عت أن  كون م ننننةةاا ن  ية إشننننار  معي ة. عل   نننن يل المثال   ك  ا حتى ا ننننت،دام انتشننننو ر 
 انق ا  معكو ة.تكون بعير الإجراءات معيا  نكشف فيةا إذا كيالات تقد رات 

 

 التنوع 9.8

نقد ذكير انت وع عد  مرات في الأعبننام انبننابقة كيير قة لإلاقاص احتةالات الخي  في المبننتق ل. ُ شننير انت وع إ  مجةوعة وا ننعة لاوعاا ما 
 ما. من انتق يات  ونموذج انقبةذ الأخير ن انذل عت أن  كون عةومياا إ  حدّ 

في  sinc بدلاا من تو نننس t(kku k) = t(u( تمثيل موجة اعال الأ نننا ننني المعدنة كيتو نننس المتعامد  المعير ات ء الأول من هذا انتعةيي هو 
إ   ) tWsinc(تقييل لا ضننننة انتعد ل  ما.  تيّ  في انقبننننةذ الأخير ن  هذا انت يير عادل إ  حدّ  QAMانقبننننةذ الأخير ن. من أجل لامي 

)tWsinc(1/2–W 2… ,. مس هذا انتقييل   نننلبنننلة انضنننجيجZ, 1Z ت ننن ح 𝑍𝑘~𝒞𝒩(0, 𝑁0) من أجل 𝑘 ∈ ℤ+ وإشنننار  اندخل المتعاكيبنننة 
a دقس bE=  2a. 

 .(5.9)ع ل م اعشة انت يرات الأخرى في ان ةوذج  لاورد مثالاا ببيياا جداا عن انت وع با ت،دام نموذج ربح انفروع في انقبي 
ل ع ار  عن فرعذ.  كون اندخ لت نمذجتها ب ةوذج مجال أ ا ي متقيس زم ياا وذن عتبر أن ع ا  ذات خفوت را لي تمّ  .1.8.9المثال 

 : ةاح أدلااه  بو والخرج هو  لبلة عقد ة متقيعة زم ياا  وصف  كيةا هو مواّ  Um لبلة متقيعة زم ياا 
𝑉𝑚 = 𝐺0,𝑚𝑈𝑚+𝐺1,𝑚𝑈𝑚−1+𝑍𝑚 

  ية عقد ة مبنننننننتقلة وموزعة بشنننننننكل متةاقل وذات ت اظر دايرل ولهاصنننننننهي متجولات عشنننننننوايية عو  m1,Gو m0,G  فإن mمن أجل كيل 
𝐺0,𝑚 ∼ 𝒞𝒩(0,1/2)    هذا اقس انشننننننننننرنو ∑𝑘E[|𝐺𝑘|

2] =  عير مهي  و كن افتاانننننننننن  mمس  m1,Gو m0,G ط. تراب(48.9)في المعي   1
                                                           

W𝑁0/(4𝑎هو  W/1مفاجأ . إن خطأ ا تقد    كل فت ة منفصل   W د تكون حق ق  عدم اعتماد تبا ن   اس ا خطأ على  163
2𝒯𝑐𝑜ℎ) الأم  ا ذي  ز د مع ،W و كن عدد ،

، فإن تأث   أخطاء ا تقد   مع ذ ك  تزداد Wع . و ما كان عدد ا وصلا/ في تزا د مWا ق اسا/ في ا ثان    زداد با ط  ق  نفسها، مما  ادي إ ى عدم وجود تبا ن كلي مع 
 كب  ة جداً. Wافت اضاً س أاً عندما ذ ك  د  كون من بعضها بعضاً، إلا أن  W/1.  فت ض ذ ك وجود نموذج  توف  ف ه ا عد د من ا مسا ا/ مع أزمن  انتشا  ضمن Wمع 
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 هي  نننننننننننننلبنننننننننننننلة من المتجولات انعشنننننننننننننوايية المبنننننننننننننتقلة والموزعة بشنننننننننننننكل متةاقل ومت اظر  داير اا  mZعير متابط. افتض أن انبنننننننننننننلبنننننننننننننلة 
𝑍𝑚 ∼ 𝒞𝒩(0,𝑁0). 

𝒖0 إر نننننننننننننننال رعي ق ايي واحد عبر هذه انق ا   إر نننننننننننننننال إما افتض ألا   تيّ  = (√𝐸𝑏 , 𝒖1 أو (0,0,0 = (0,0, √𝐸𝑏 , ونكل م هةا  (0
ا  بةح ع د انفت  ان م ية صفر ومن أجل انفراية انثالاية ع د انفت  ان م ية انثالاية  مم كون الخرج من أجل انفراية الأو   . الاحتةال لافب

 بانف ل بذ ا تجابات كيل من انفرايتذ.

 
 .ف ع ن ينموذج خفو/  ا لي متقطع زمن اً وذ :13.9 الشكل

𝑉0    كن أن لارى أن0u = Uباشننننننتان أن  ∼ 𝒞𝒩(0, 𝐸𝑏 2⁄ +𝑁0)   0ن مبنننننناهمة الإشننننننار  في إحيثV بالمثل .ت تج من انفرع الأول 
𝑉1 ∼ 𝒞𝒩(0, 𝐸𝑏 2⁄ +𝑁0)   .0 إذا كيانمس مبننننننناهمة إشنننننننار  لااتجة عن انفرع انثانيu = U  فإن 𝑉2 ∼ 𝒞𝒩(0,𝑁0) و𝑉3 ∼ 𝒞𝒩(0,𝑁0). 

من  ددث الحانة المعاكيبننة .0u = Uتكون مبننتقلة بشننرن كيون  3V, ..., 0V   كن أن لارى أن ذ مبننتقلذن انضننجيج مت ير وانربحإوحيث 
𝑉𝑚 مس  1u = Uأجل  ∼ 𝒞𝒩(0, 𝐸𝑏 2⁄ + 𝑁0)  2 ,3لأجلm = و  𝑉𝑚 ∼ 𝒞𝒩(0,𝑁0)  1 ,0من أجل m =. 

𝑋𝑚 مبنننننننننننننتقلة عن انفرانننننننننننننيات   كن أن لارى أن  اعة مجةوعة المركي ات m ≥ 0 3 ≥من أجل  mV  ا أن = |𝑉𝑚|
2, 0 ≤ 𝑚 ≤ 3   

 0N/2 + bEعن متجولات عشوايية أ ية بقيةة متو ية  ع ار  1Xو 0X  تكون كيل من 0uالمبتق لة تشكل إح ايية كيافية. خمل انفراية 
 ة امعيا ( بو نننننن 0u)ع دما تكون  1Xو 0X كل منوكيلها مبننننننتقلة. وبانتالي تعي  كيثافة الاحتةال ن  0Nأ ننننننية بقيةة متو ننننننية  3Xو 2Xو
x–e  0 ≤من أجل x حيث 𝛼 = 1

𝑁0+𝐸𝑏/2
 x 0 ≤من أجل  xβ–βe  ة ابو ننننننن 3Xو 2X كل منعي  انكثافة الاحتةانية ن. وبشنننننننكل مماقل تُ 

𝛽حيث  = 1

𝑁0
 .1u. وادث انعكل ع د انفراية 

 .(13.9)واحتةال الخي  )ع د الحد الأعمةي لاحتةال انكشف( في انتةر ن  LLRعار تي لاب ة الاحتةال و تقييي ن و  تيّ 
LLR(𝑥) = (𝛽 − 𝛼)(𝑥0 + 𝑥1 − 𝑥2 − 𝑥3) 

Pr(𝑒) =
3𝛼2𝛽 + 𝛼3

(𝛼 + 𝛽)3
=

4 + 3𝐸𝑏
2𝑁0

(2 + 𝐸𝑏
2𝑁0
)
3 

  مس خفوت )0N/bE(–1بدلاا من  )0N/bE(–2كي ير   فإن احتةال الخي   قتب من ان ننننننفر حيث لاضننننننس   0N/bEلاحظ ألا  ع دما ت نننننن ح 
حيث ددث الأخياء لاتيجة المبننننننننننننتو ات انعانية نل،فوت  نكن مس فرعذ مبننننننننننننتقلذ  ه اك   را لي مبننننننننننننيح. هذا مثال جيد عن انت وع

 من انفرعذ ن  شد  معقونة.  اّا احتةال أكيبر بكثير أن أ
ت ان عوبات الأول عاد ا  ب    واء لاحظ أن تعدد مبارات ان قل انفي  ايية تؤدل إ  ز اد  خفوت تعدد المبارات وانت وع عل  حدّ 

 انثاني عاد ا إ  إلاقاص تل  ان عوبات. ومن المهي أن لافهي ما هو انفرق بي هةا.و ؤدل 
اختيار عرض اعال انتددل نلدخل بحيث  كون لا ننننننف عرض اعال انك ير في المثال أعمه  ع ديذ   نننننن ح ان ةوذج ذو انفرعذ  إذا يخّ 

 للا  وجد ت وع. انفرق الأ نننننا ننننني هو ألا  في ان ةوذج ذوهذا  نننننيؤدل إ  خفوت را لي مبنننننيح و   بفرع واحد اا بشنننننكل أ نننننا ننننني نموذج
مج كيل د ف نننننل مخارج المبنننننارات إ  مجةوعتذ و كن ممحمة ت قير كيل م هةا بشنننننكل م ف نننننل. في نموذج انفرع انواحد   تيّ  انفرعذ   تيّ 

 المبارات  حيث لا  وجد ا تقمنية كي ير  لإمكالاية مراع ة مجةوعة المبارات.
ةام أ ضننناا مقارلاة مبنننتق ل انت وع أعمه مس المبنننتق ل انذل  ك   ا نننت،دام عيا نننات انق ا . إذا كيالات عيي انفرع معروفة  من المثير نمهت

من حيث دخل معذ في انتةر ن أعمه  هذا  (12.9) وف اتول عل  مرشح الموافقة في فروع انق ا   كيةا في انشكل  MLوبانتالي كياشف 
فإن كياشنننننف انت وع  خرآ. بكمم أعمه  قوم بوزغةا بشنننننكل متبننننناو    عاا لمقدار انفرع  بي ةا مبنننننتق ل انت وع نننننوف  وُزن خرج فرعي انق ا  ت
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 ال.عيي دب اا كي يراا خمل الإر ال ايس اعأعمه لا  عةل تماماا بشكل صجيح مس عيي انفرع المعلومة المعيا   نكن بانت كييد  ُ 
 يراا م  لألا   بننننت،دم انت خير بذ مجةوعات مختلفة من المبننننارات.  في انتجليل أعمه ج ءاا كي  انت وع المبننننت،دم أعمه انت وع ان  بننننةّ  ُ 

من انفوايد ان   كن أن غ نننننننننننننننل عليها من خمل انت وع ان م . عل   ننننننننننننننن يل المثال  في المثال الم نوف عن الاعكاس اتدار  ه اك فقط 
ق ل بقياس زمن إذا عام المبنننت )أوبشنننكل كياف بحيث ت تي الا نننتجابة من فروع مختلفة ن. إذا كيان عرض اعال انتددل نلإشنننار  كي ير امبنننار 

 انت خير في كيل مبار(  فإن الخفوت  وف  تمش .
   دو أن انعد د من الحالات انم لكية  وخاصةا انش كات الخلو ة واولية  دتول عل  عدد ص ير لاب ياا من المبارات الهامة المتابية 

  ا في  انكفا ة نف ل هذه المبارات  و  كون انربح أكيبر بكثير من ذن  المشار إني  في المثال أعمه. اا ض اعال انتددل كي ير وإذا كيان عر 
إ   خرى من انق وات انم ننلكية. عل   نن يل المثال   كن ف ننل اعال انتددلأ كن تعةيي مبننتق ل انت وع أعمه عل  نماذج متقيعة 

ة تردد متةا نن   وبانتالي الح ننول عل  خفوت مبننتقل تقر  اا في كيل م ها وانقدر  عل  ف ننل الخرج من هذه اعالات.  اعيس مع ونة بو نن
 لا  لا  بةح بانقرار من مبارات مختلفة انت خير.إانت وع انتددل مختلف لاوعاا ما عن انت وع ان م   حيث 

 ات متعدد  في المر ننننننننننل والمبننننننننننتق ل. لاحظ أن الهواييات المتعدد  فيه اك  ر قة أخرى نتجقيس انت وع هي من خمل ا ننننننننننت،دام هوايي
 ننتياعة كيةا هو  ة كيل هوايي  بدلاا من تقبننيي الااالمبننتق ل تبننةح نم ننتياعة المتاحة انكلية المبننتق لة من هوايي واحد أن تُبننتق ل بو نن

 ة ا  بو نننننننننننتجقيس انت وع  عت تمثيل اندخل والخرج بواننننننننننو س الأكيثر عةومية ايمن أجل كيل هذه انير  في انت وع ان م  أو انت وع انتددل.
 
ُ
 الم ا  ة لإظهار م يلح انت وع. بت مةةانتو عات المتعامد  الم

 Lتعد ل  نيتضةن  عد يخّ  (13.9)انفرعذ أعمه ببهونة عل  عدد اعت ا ي من انفروع. افتض أن نموذج انشكل  ل كن تعةيي المثال ذ
𝐺𝑘,𝑚 توافس m1,–LG,...,m0,Gفرع   ∼ 𝒞𝒩(0, 1/𝐿) 1 من أجل– L < k <0 من المفتض أن  كون اندخل إما . 𝒖0 = (√𝐸𝑏 , 0,… أو  (0,

𝒖1 = (0,… , 0, √𝐸𝑏 , … ,  فيمن هذه ان ننفوف ن  أصننفار في كيل الموااننس نكن مواننس واحد وبانتجد د المواننس صننفر  L2  حيث كيل  (0
0u  والموانننننسL 1 فيu المركي ات المبنننننتق لة. تُشنننننكل  اعة مجةوعة 𝑋𝑚 = |𝑉𝑚|

2, 0 ≤ 𝑚 ≤ 2𝐿 − إح نننننايية كيافية ن فل انبننننن ت كيةا في  1
 :حيث x–exp( ( ة ذات كيثافةع ار  عن متجولات عشنننننننننننننننوايية أ نننننننننننننننيّ  LX, ..., 0X–1  تكون 0uحانة انت وع انث ايي. خمل انفرانننننننننننننننية 

𝛼 = 1

𝑁0+𝐸𝑏/𝐿
وانعكل   0u من. كيل انشرون المبتقلة معيا  x–exp ( (ة ولها كيثافة هي متجولات عشوايية أ يّ   ,... ,L2X–1وبالمثل  فإن.

 .1uعي  بانفراية مُ و صجيح 
𝑚=0∑ إذا كيان 0uتختار  ML كن أن لارى أن عاعد  كيشنننف 

𝐿−1 𝑋𝑚 ≥ ∑𝑚=𝐿
2𝐿−1𝑋𝑚  وتختارu1  ّأن  (14.9) انشنننكل فيةا عدا ذن . و   ذ

 :احتةال الخي  هو

Pr(𝑒) = ∑ (
2𝐿 − 1
ℓ

)

2𝐿−1

ℓ=1

pℓ(1 − p)2L−1−ℓ 

/p =  حيث ( + ) بتعو ير عيي . وت  ح انعمعة  : 

Pr(𝑒) = ∑ (
2𝐿 − 1
ℓ

)
(1 + 𝐸𝑏

𝐿𝑁0
)
2𝐿−1−ℓ

(2 + 𝐸𝑏
𝐿𝑁0
)
2𝐿−1

2𝐿−1

ℓ=1

 
(78.9) 

 كيةا  bEمعيا  فإن احتةال الخي   ت اعص مس  L. من أجل أل عيةة L=  ℓ  كن أن لارى أن الم نننننننننننننننيلح المهيةن في هذا اعةوع هو 
𝐸𝑏
−𝐿 وب فل انوعت  عل  كيل حال  إذا ازدادت .L  من أجلbE  ّوبكمم 1/2في ان ها ة   دأ احتةال الخي  بانت ا د نيقتب من  معي ة  يخ .

قابتة  كون ن  لاتايج  bEخر  ز اد  انت وع  كن أن ت قص احتةال الخي  ني نننننننننننننننل إ  لاقية معي ة نكن بعد ذن  ز اد  انت وع  من أجل آ
 عكبية. 
من  L ع دما تكون 0N/bE تت اعص من أجل عيي كي ير  قابتة )ePr( نننوف نجد أن  Lو 0N/bE لقيةةبوصنننفها كيتابس ن (78.9)تقييي  إذا يخّ 

 ا ت ق  الحانة لافبننها أ ننا نناا مس عياس انق ا . المشننكلة ه  حيث . انت اعص وااننح تماماا  نكن انت وع انكثير جداا لا  بنناعد0N/bE0.3 مرت ة
رجات كيثير  جداا من الحر ة   نننننننننننننننوف لا  كون ه اك  اعة كيافية نكل درجة من الحر ة نقياس دلاثر انياعة المتاحة خمل  هي ألا  ع دما  تيّ 
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 انق ا .
افتانننننت الم اعشنننننة انبنننننابقة أن كيل مبنننننار ت وع ن  توزع را لي  نكن نقد رأ  ا ألا  با نننننت،دام انت وع ان م    كن أن ت ننننن ح المبنننننارات 

عابلة نلف ننل  مما  بننةح بالح ننول عل  احتةال خي  أعل بكثير مما نو بقيت انفروع ذات توزع را لي. ر ا غاول ع د هذه ان قية  الإفراد ة
 ننمذجة انق ا  بدعة أ ضاا. إذا كيان ت ةيي المر ل والمبتق ل المعييذ لا ت،دامهةا خمل مجةوعة وا عة من  لوكييات انق ا  الم،تلفة  فإ

جابة عن هذا الإ هو ج ء من انبنننلوكييات ان   كن نلت نننةيي أن  عةل خملها بشنننكل مق ول. بشنننكل أ نننا ننني عت أن تتيّ  انبنننؤال المهي
 نكن نماذج ببيية تعيي بعير انتكهن عةا  كن توعع .   انبؤال تجر  ياا 

 
 المعياري  IC95، نظام CDMAالنفاذ المتعدد بتقسيم الرمز 9.9 

لا  من اختيار هذا ان مام لأ باخت نننار كيولا  أحد الأصننن اف انرييبنننة في المعا ير الخلو ة. ونقد يخّ  IS95م شنننر  لاما في هذا انقبننني   نننيتيّ 
 اا انع ان احية ان مر ة أكيثر إقار ا نمهتةام  ولأن معمي ان مي الحد ثة تركي  عل  هذا ان هج.  بننت،دم هذا المعيار انييف الم ثور  انذل  عرف

. لا  وجد أل دنيل مق س عل  أن انييف الم ثور متفوق بي يعت  عن ان هج الأخرى  Code Division, Multiple Access (CDMA)با نني 
ل منك    ل  عدداا من الم ا ا اله د ننننية بان بنننن ة نل مي انتقليد ة اننننيقة اعال. هدف ا انرييل  عل  كيل حال  هو إعياء فكر  عن كييفية تعا

ا ان اتجة عن لاقل  رُكي  ان قاش ه ا عل  انقضنننننننا    وبانتجد دبعير انقضنننننننا ا ان  عة ا   اعشنننننننتها لامي انشننننننن كة الخلو ة انتجار ة انرييبنننننننة مس
 ان وت.

. ُ بنننت،دم ان  نننف انبنننفلي من هذا اعال نلإر نننال من الهواتف اوةونة إ  MHz 900-800اعال انتددل من  IS95 بنننت،دم لامام 
 اك ه انعلول نلإر ال من محية انقاعد  إ  الهواتف اوةونة )انوصمت الهابية(.محية انقاعد  )انوصمت ان اعد (  و بت،دم ان  ف 

. تبت،دم كيل محية عاعد  كيل من هذه اعالات انفرعية  والهواتف 1.25MHzعرض كيل م ها   اةن هذا اعال 164مجالات فرعية متعدد 
من اعال انفرعي  45MHz  قدار كيل مجال فرعي نلوصنلة الهابية أكيبراوةونة المتعدد  انةن الخلية  كن أن تتشنارك ب فل اعال انفرعي.  

ترشنننيجها بشنننكل كياف في كيل من الهواتف اوةونة ومحيات انقاعد  نذن  نن ادث تداخل  نلوصنننلة ان ننناعد . الموجة المر نننلة  نننوف  تيّ 
 ملجو  ع د الا تق ال عل  انق ا  انعكبية.

  TDMAذ المتعدد بتقبننيي ان من(. تكون اعالات انفرعية اننيقة جداا في ا)ان ف TDMAرى لامام تبننت،دم المعا ير الخلو ة انرييبننة الأخ
   وجد تداخل عليل TDMAنكن هاتف محةول واحد  بت،دم اعال انفرعي خمل فت  زم ية محدد  نمت ال مس محية انقاعد . في لامام 

بذ الهواتف اوةونة في  CDMAلامام في كيثر أجو  بذ الخم ا. ه اك تداخل بذ الهواتف اوةونة في لافل الخلية  نكن  وجد تداخل مل
 الإر ال.الم،يط ان  دوعي عالي المبتوى لأعبام جهاز  (14.9)انشكل   ذّ  بذ الخم ا.فيةا أعل  ب ور  لافل الخلية  ونكن

 
 .الإ سالا مخطط ا صندو ي عا ي ا مستوى  جهاز  :14.9الشكل 

(  وظايف الا تق ال المقابلة بتتيت عكبي. وهذا  كن ان مر إني   15.9 ؤدل المبتق ل  من وجهة لامر مبتوى انكتلة )الامر انشكل 
 ما مس وظايف انكتل الأخرى.  كي مام اني قات  أ ضاا اختيار وظيفة كيل كيتلة مرت ط إ  حدّ 

 
 .الاستقبالا مخطط ا صندو ي عا ي ا مستوى  جهاز  :15.9 الشكل

وصف هذه انكتل انثمث في انفقرات انفرعية انتانية. ا ط ان وت وترمي  انق ا  متةاقلة تماماا في كيل المعا ير  نكن انتعد ل   وف  تيّ 
 مختلف بشكل كي ير. 

                                                           
وسوف نستم  في استخدام كلم   ناة  وسط الإ سال ا ذي   بط ب ن م سل ومستقبل  ،ددي ف عي مع نمن ا شاأع في ا م اجع ا خلو   استخدام كلم   ناة من أجل مجال ت   164

 ها.ذ  لإشا ة إ ى ا وصلا/ ا صاعدة في ا هواتف ا محمو   ا متعددة في ا خل   نفسامحدد ن. سوف نستخدم ف ما بعد كلم   ناة متعددة ا نف
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 ضغط الصوت  1.9.9

 . هذه انقيس كي ير  بشنننننننننكل كياف  ي قالايةميل 20 في ان دا ة في كيل من هذه المعا ير إ  عيس صننننننننن ير  بيول  تقييس الموجة ان نننننننننوتية  تيّ 
 ئة واق ذ  ميلي قالاية 20ترمي  كيل عيعة     تيّ IS95لابننننن ياا. في  عليما  اا ت ت خير نلج نننننول عل  اننننن ط كي ير  نك ها صننننن ير   ا  كفي نتبننننن ّ 

رعةن ع ديذو نننن عذ بتّاا 
ُ
كيان انننن ط ان ننننوت مجالاا نل جث انفعال نبنننن وات   بت في انثالاية. 172/0.02 = 8600 . و كون معدل ان ننننوت الم

مر  بانثالاية الموافقة  8000أخذ عي ات م ها ب بنننننننننننننننا ة     تيّ 3200Hz-400عد د . في الأ ام الأو   الموجة ان نننننننننننننننوتية  ان  تقس في اعال 
عل  صننننننوت عالي اتود  ع د  . لا   ال الح ننننننولbps 64,000ني نننننن ح اعةوع  بت 8 ا ننننننت،دامكيل عي ة ب  يتكةي . و  تيّ 4Khz نلةجال

8600 bps  ير كي   اتانيوم و تيلت حباب دد اا معتدلاا. 
نيل ن  عمعة بخوارزميات  إن هذا الأخيرنلقيعة من أجل كيشنننننننف الخي .  بتّاا  12 قدارفي انقيعة من انضننننننناعط   اا بتّ  172تمد د  و  تيّ 

هي  بتّاا  12ا تفشنننل هذه ان مي في ت نننجيح أخياء انق ا . كيل من ت نننجيح الخي  ان   نننت اعش لاحقاا  و بنننت،دم ب بنننا ة نلكشنننف ع دم
)أل دار  أس من ان ةط انث ايي( عةوعة محدد  من بتات المعييات. وبانتالي  فإلا  من المرجح جداا  ع دما  فشل مفك   الإنجابيةنفجص 

ذا انفشننل  في أن  كون مق عاا. ع دما ادث مثل ه  ننيفشننل الإنجابيةترمي  انق ا  بف  انتمي  بشننكل صننجيح  أن واحداا من بتات فجص 
 تج ت انضجيج ان اخت في انق ا  ذات انشرون انبيئة. من ان ةت  وبانتالي  تيّ  ميلي قالاية 20تعيذ الإ ار المقابل إ   ذفإلا   تةّ 

. تبننننننت،دم هذه ان تات كيبننننننلبننننننلة ف ننننننل في ترمي  0  كيل مجةوعة إ  بت 8 قدار  bit 12 +172تمد د كيل عيعة ذات  بعد ذن   تيّ 
إ   بتيقا 8600  نذن  هذا اُول المعدل من  بتّاا  192توند  ميلي قالاية 20انيي نوصننننننف  باخت ننننننار. بإاننننننافة هذه ان تات  فإن كيل عيعة 

 يلجات انعد د من الم انتوعيت في أل لاقية أخرل من المر ل والمبتق ل هو من مضاعفات معدل ان ت هذا. ه اك كون . بتيقا 9600
 ؤدل كيل م ها وظايف ص ير  نك ها ارور ة  نكن كيل م ها    د من معدل ان ت انكلي المر ل. انعامة في كيل المعا ير  ان  

 
 ترميز وفك ترميز القناة 2.9.9 

بتات في  قمثبانتالي فهو  وند   1/3. ترمي  انيي ن  معدل Viterbi بت،دم ترمي  وف  ترمي  انق ا  ترمي  انيي ومفك  ترمي  فيتبي 
في الخرج. إن اختيار المعدل نيل حرجاا ندرجة كي ير   حيث بتيقا  28.8 في اندخل إ بتيقا  9600الخرج نكل بت في اندخل  واول 

ييد في   لغ  ول انتق في وعت لاحس كيج ء من انتعد ل الم ا ننت. ومقدار انتمي  انذل  ننيتيّ  ه ا انتمي  لا   تضننةن مقدار انتمي  انذل  تيّ إ
  نذن  كيل من الم،ارج انثمقة الموافقة نلدخل اودد تعتةد عل  اندخل الحالي إاننننننننننننافة نلةداخل انثةالاية انبننننننننننننابقة. وبانتالي 8ترمي  انيي 

 حلة ممك ة نلتمي   الموافقة عةوعات انقيي اوتةلة نلةداخل انثةالاية انبابقة. 82 256 =ه اك 
رزمية فيتبي  رداا مس عدد الحالات  نذن  ه اك عمعة حاد  لابنننننننن ياا بذ درجة انتعقيد واحتةال الخي . حقيقة أن  ت ا ننننننننت تعقيد خوا

 ة انتجكي اأخياء ف  انتمي  ت تج بشننننننكل أ ننننننا نننننني ببنننننن ت الخفوت انك ير أكيثر من المتوعس )إما خفوت عةيس لا  كن تعو ضنننننن  بو نننننن
  من جهة  كن أن  كون عير فعال لاوعاا ما  ومن 9إ   8 إ  أن ز اد   ول انتقييد من تشننننننننننننير  بالا ننننننننننننتياعة أو عياس عير دعيس نلق ا (

 جهة أخرى   ضاعف من تعقيد مفك  انتمي .
دخل في  بت 192  مس 1/3ومعدل  576إغاء رم  انيي في غا ة كيل مقيس صنننننننننننننننوتي  وهكذا دول رم  انيي إ  رم  كيتلة بيول   تيّ 

لإغاء انرم  وإرجاع  إ  الحانة الابتدايية صننفر.  عود ج ء من  نن ت هذا  بت 8تشننةل  بتّاا  192قبنني انبننابس  هذه المقيس. كيةا ذكير في ان
وات ء الأخر هو انرع ة في م س أن  ؤدل الخفوت في أحد المقا س إ  حدوث أخياء في مقا س صنننننننننوتية   الإغاء إ  الحاجة نت خير صننننننننن ير

شنننننننكل صنننننننجيح في مقيس واحد ععل عةلية ف  انتمي  في المقيس انتالي أعل وقوعية في حال عياب هذا متعدد   )انفشنننننننل في ف  انتمي  ب
 (.الإغاء

 12ع دما ادث خي  في مفك  ترمي  فيتبي  فإلا  عاد  ما  كن اكيتشناف  من لابنت الاحتةال في مفك  انتمي   نذن  فإن ترو بنة 
ت إجراء انعد د من المقا ضنننننننننننات بذ درجة انتعقيد والأداء وان فقات في كيل من المعا ير نكشنننننننننننف الخي  عل  الأرجح  كن تفاد ها. ع بتّاا 

 والم تجات.
تبننننننننت،دم عةلية ف  انتمي  انقرارات انلي ة من خرج مفك  انتعد ل. انقدر  عل  ا ننننننننت،دام معلومات الاحتةال )أل انقرارات انلي ة( 

 يعية  انيي وف  ترمي  فيتبي.  بت،دم مفك  ترمي  فيتبي هذه المعلومات بير قة  من مفك  انتعد ل هي أحد أ  اب ا ت،دام ترمي  
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س المعا ير انرييبننننة ترمي  . تبننننت،دم أياا في حذ  بان بنننن ة ن عير تق يات انتمي  وف  انتمي  الأخرى هذا  كن أن  كون عير   يعي ومعقد
 تونيد  ة خوارزمية فيتبي  من اتد ر ممحمة أن عيا ات انق ا  مفيد  فيا وف  ترمي  بو   انيي  انذل   تهي ع د غا ة كيل مقيس صوتي

 مداخل ذات احتةال جيد إ  مفك  ترمي  فيتبي.
في  وبالمقابل فإن الخيو  الأو  من خرج المرم  المقابلة نلةقيس ان ننننننننننننوتي المعذ. بتّاا  576الخيو  الأخير  في عةلية انتمي  هي تشنننننننننننن ي  

ي  هي ف  تشنننننناب  ان تات )في الحقيقة انقرارات انلي ة( الخارجة من مفك  انتعد ل.  كن أن لارى بدون دليل ألا  إذا كيان عةلية ف  انتم
خي  ف  انتمي    انقيد انق نننير  من المرجح أن ععل ل  و فإن مفك  فيتبي  مس  ون  ذترابط عال   اانضنننجيج انقادم إ  مفك  فيتبي ذ

فإن  وبانتالي   انقبنني انفرعي انتالي أن اننجيج خرج ف  انتعد ل هو في الحقيقة ذو ترابط عال  ما.  ننوف   ذّ كيةا نو كيان انضننجيج مبننتق
  .عةلية ترمي  هذه انق ا  (16.9) ص انشكلعةلية انتشاب  تكبر هذا انتابط.  ل،ّ 

 
 .ا مخطط ا صندو ي  ت م ز ا قناة :16.9 الشكل

 

 لقنوات الخفوت  Viterbiفك ترميز فيتربي  3.9.9

س بعد انتمي  وا من أجل الح ول عل  بعير انت ور لماذا رم  انيي أعمه مس مفك  فيتبي  وف لا  عةل بشكل جيد جداا إذا يخّ 
وأن انق ا  يخ تمثيلها بفرع واحد  1.6.9في انقبنني انفرعي  (PPM)ا ننت،دام تعد ل مواننس ان  ضننة  لا   تيّ أم اشننر ا دار  تعد ل ق ايي  ن فتض 

  وبانتالي  كون نموذج انفرع انواحد معقولاا. ℱcohتدد انتةا نن  خفوت را لي. عرض اعال انتددل  ننيكون اننةن انقيي ان ةوذجية ن لذ
ميلي  20أكيثر من  زمن انتةا نننننن  هو عاد ا ما لا  قل عن ميلي قالاية  ونكن في حانة عدم وجود مركي ات متجركية  كن أن  كون ببننننننهونة

 . قالاية
 كن ببنننهونة أن  تي إر نننال ج ء من ان نننوت خمل خفوت عةيس  ومرم  انيي  حتى مس انتشننناب   ميلي قالاية 20وهذا  ع  ألا  كيل 

 ل  نن  كون عادراا عل  ف  انتمي  ب جا . إذا كيان الخفوت  نننننننر عاا جداا  فإن مفك  فيتبي  مس معلومات الاحتةاميلي قالاية 20انننننننةن 
 ما  نكن هذا نيل شيئاا  كن الاعتةاد علي . عن ان تات انوارد   من المةكن أن  عةل ب جا  إ  حدّ 

 عمجات فقط لهذه الحانة. الأول هو إر ننننننننننننال ا ننننننننننننتياعة أكيبر ع دما تكون انق ا  ذات خفوت. كيةا هو م ذ في انتةر ن ة وجد قمق
فإن ا ننتياعة  (/2mg1هي  mعن الخفوت )أل أن ا ننتياعة اندخل ع د ان من  عل  كيل حال  إذا عواننت ا ننتياعة اندخل تماماا  (11.9)

 غايية. هذا  ع  ألا   مس ا تياعة متو ية محدود   فإن الخفوت انعةيس نفتات  و لة  ؤدل إ  الاقياع الخدمة.  اندخل المتوععة هي لا
ة عرض مجال ترددل متةا ننننننن  بشنننننننكل كيافي أو خمل فتات زم ي انعمج انثاني هو انت وع  انذل خمن   تي لاثر كيل كيلةة ترمي  خمل

متةا كة نتجقيس المتو ط عل  مدى خفوت انق ا . ا ت،دام انت وع خمل عد  فتات زم ية متةا كة  ب ت حدوث ت خيرات تت ا ت 
ن تردد رض مجال ترددل أكيبر م ة ا ننننت،دام عامس زمن انتةا نننن  وان  عاد ا ما تكون عير مق ونة نل ننننوت. انت وع  كن ا ننننت،دام  بو نننن

 انتةا   )هذا  كن أن  تي با ت،دام فروع متعدد  في نموذج خط ت خير أو مجالات تردد ة متعدد (.
من  ن ترمي  ان نننننننوت   تج تدفس  عدل قابتإوهذا عير تقليدل نل نننننننوت  حيث   انعمج انثانث هو ا نننننننت،دام معدل إر نننننننال مت ير

 خير عا نننننني جداا لالاتمار هذا اندخل وإر ننننننان  ع دما تكون انق ا  جيد . و ننننننيكون من المةكن كيبننننننر م دأ بتات الخرج في انق ا   وعيد انت
تي ع دما تكون انق ا   ننننيئة   نننني آخر. وع د معدل  لجوبتات عير هامةلج ع د معدل أول ع ا  وامتمك م  س  وند لجبتات هامةلج/ف ننننل م  س 

 . ذن إر ال ان تات الهامة فقط. بعير ان مي الخلو ة  خ وصاا الحد ثة م ها  ذات مممح تماقل 
نذن    .من أجل المعييات  عل  كيل حال  ا نننت،دام معدل إر نننال مت ير هو احتةال كي ير جداا لألا  لا  وجد عاد ا شنننرن ت خير عاس  
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تفيد أحدث وتبنننن  ع دما تكون انق ا  جيد  و عدل م ،فير أو معدل صننننفر ع دما تكون انق ا   ننننيئة ل عال   كن إر ننننال المعييات  عد
 ان مي من م ا ا هذا الاحتةال. 

 
 التعديل وفك التعديل  4.9.9

ع دما  دخل  هو نتعد ل خرج المفرق ع ل إر ال انق ا . هذا هو IS95المبتوى تهاز إر ال   ات ء الأخير من الم،يط ان  دوعي عل
. و نننننننوف  كون عرض اعال انتددل MHz 1.25عل  عرض مجال ترددل  kbps 28.8انييف الم ثور  حيث  تي لاثر تدفس المعييات ذات 

يد فالموافس نلةوجة الم ثور  المبننتق لة عان اا أكيبر من تردد انتةا نن   وبانتالي  تي توفير  ا ة انند الخفوت انعةيس. مبننتقيل راكيي  ننوف  بننت
 نية ان ثر.آمن م ا ا هذا انت وع. ع ل الخوض في تفاصيل أخرى عن م ا ا هذا انت وع   يتي وصف 

إ   ننلبننلة ق ايية  بت 6  ومن و دو ل كيل  ننلبننلة 6لأو  في عةلية انتعد ل هي تقييس خرج المفرق إ   ننم ننل ذات  ول الخيو  ا
ان  يخ وصننننننفها في  Hadamardفي م ننننننفوفة هادامارد  6Hإ  ان ننننننف المقابل  6 ننننننلبننننننلة ذات انيول  64.  تي دو ل كيل من بتّاا  64ذات 

عدا ان ف انذل كيل   مواس وكيل صف  ما 32 قدارامارد هذه  تلف عن ان فوف الأخرى  . كيل صف من م فوفة هاد1.6.8انقبي 
 أصفار. وبانتالي فهو ترمي  ق ايي متعامد. 32من انواحدات و 32أصفار  اتول بانض ط عل  

{0,1} أل 2PAM بوا نننية خار ة PAMن فتض أن انكلةة الم،تار  من هذا انتمي   تي دو لها إ   نننلبنننلة  → {+𝑎,−𝑎} بنننة  تُ . و
  28,800 (64/6)هو  بت 64 إ  بت 6ل  معدل انرم  الخارج من دو   Walsh توابس وانشمن انقيي انث ايية المتعاكيبنننة  64هذه  نننم نننل 

 رم  بانثالاية. 307,200 =
𝑥1 نلج ول عل  فكره عن   ت ا ت،دام توابس وانش  لافتض أن

𝑘, … , 𝑥64
𝑘  تمثل تابس وانش ذو انرعيthk مض،ةاا بانعامل  a واعتبر  

. ن فتض أن انضجيج gميال  لالمتقيس زم ياا. نلت بيط  لافتض خفوت  يجي مس ع ا  ذات فرع واحد ذ الأ ا يذن  كيدخل اعال 
)نكل من ات ء الحقيقي وانت،يلي( تمت إاننافت  إ  هذه انبننلبننلة  وافتض أن توابس  20N/انت ا ن  االأبيير ان وصنني في اعال الأ ننا نني ذ

تمثل انياعة المبننتق لة المتوععة نكل من توابس وانش. ت ذ لاتيجة انكشننف عير المتةا نن  من  sEعد يخ كيشننفها وإر ننالها. افتض أن  64 وانش
1/2exp :عد أر ننلت  هو t(kx(  بشننرن أن kأكيثر احتةالاا من  jأن انفراننية  (59.9) [−𝐸𝑠

2𝑁0
 63خمل انفراننيات  با ننت،دام توحيد الحدّ . [

  :عير ان جيجة المةك ة   كون احتةال الخي   ع د ا ت،دام انكشف عير المتةا   وافتاض أن مرشح انق ا  ذو فرع واحد هو

Pr (𝑒) ≤
63

2
exp [

−𝐸𝑠
2𝑁0

] 
(79.9) 

ن خرج انكاشنننف هو عرارات ني ة ان  تبنننت،دم بعد ذن  من ع ل مفك  ترمي  إاحتةال الخي  نيل الموانننوع انرييل المهي ه ا  حيث 
فيتبي. عل  كيل حال  فإن احتةال الخي   تيح ن ا فهي الأ نننناس الم يقي لا ننننت،دام مثل هذه اعةوعة انك ير  من الإشننننارات مس إشننننارات 

 متعامد .
63𝑄√𝐸𝑠 مماقل  كون احتةال الخي  ا ت،دام انكشف المتةا    وع د توحيد حدّ إذا يخ  𝑁0⁄.  ّ2.6.9ت الم اعشة في انقبي كيةا تم  

ومس ذن    تيلت ا ننننننت،دام انكشننننننف عير    نكن  عامل أصنننننن ر بكثير.(79.9)ب فل انير قة كيةا في  sEت اعص هذا بشننننننكل أ نننننني مس  
المتةا ن  عدداا من اند بن ل الإانافية نلج نول عل  لافل احتةال الخي  كيةا في انكشنف المتةا ن   كيةا أن احتةال الخي  في انكشنف 

 د ة ع. نكن  عامل أصنننن ر بكثير. ومس ذن   فإن عدد اند بنننن ل الإاننننافي الميلوب(79.9)المتةا نننن   ت اعص بشننننكل عكبنننني مس الأس في 
ا ننت،دام انكشننف عير المتةا نن  نلج ننول عل  لافل احتةال الخي  كيةا في حانة انكشننف المتةا نن   ت اعص بشننكل عكبنني تقر  اا مس 

عير  ) .(79.9)الأس في انعمعة 
ُ
كي ير   (79.9)في هذه الحانة(   ك  ا جعل الأس في  64وهذا  ع  ألا  با نننننننت،دام عدد من انتوابس المتعامد  الم

 و قتب )من حيث اند ب ل( مما  كن دقيق  با ت،دام انكشف المتةا  .المقدار 
أرعام ق ايية لاختيار كيل تابس وانش  تي  6هي انياعة المر نننننننلة نكل تابس وانش. ومس ذن  تبنننننننت،دم  sE ان قاش أعمه عير مكتةل  لأن

 :(79.9)وت  ح انعمعة  6sE/في هذه الحانة هي  bEإر ان   وبانتالي 
)0N/bE3–63 exp( ) ePr( (90.9) 
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د بنن ل كي رامة نلتشننو ر المتعامد بدلاا من انتشننو ر المتعاكيل انذل رأ  اه عةوعات  3مجةوعة الإشننار  انك ير  هذه تؤدل أ ضنناا إ  إن اء 
بتات دخل  7الإشننار  انث ايية. تكةن كيلفة انتعامد ه ا أ ننا نناا لاتيجة ا ننت،دام رموز متعامد  بدلاا من انرموز انث ايية المتعامد  الميابقة ذات 

 . 6/7أل عامل  عدل   165كيلةة ترمي   128و
 نة عابلة نل قاش ه ا هي ألا   تي ا نننت،دام ترمي  ن )ترمي  انيي كيتمي  خارجي  مت وعاا بتمي  وانش كيتمي  خارجي( بدلاا من ه اك مبننن

من  .ترمي  واحد.   دو ألا  نيل ه اك أل  ر قة دليلية لاميفة ن يان أن هذا الخيار م يقي بان بنننننننننن ة نكل خيارات انتمي  المفرد  أو اعتةعة
ترمي   ؤدل وظيفة مختلفة إ  حد ما. مفك  ترمي  فيتبي  قضنننني عل  الأخياء ان اتجة عن الخفوت المتقيس أو انشنننناذ  و بننننةح لااحية كيل 

ترمي  وانش بانكشننف عير المتةا نن  و بنناعد أ ضنناا في إلاقاص احتةال الخي  بشننكل كي ير ببنن ت مجةوعات الإشننار  انك ير  المتعامد  بدلاا 
 من الإر ال انث ايي.

فيةا بعد ب ثر توابس وانش أعمه خمل عرض مجال ترددل أكيبر من عرض اعال انتددل نلإشنننننار  المر نننننلة.  IS95م دار  انتعد ل في تقو 
 PNبتات  ة  أل أربعkbps .81228(  عدل PNمس تتابس اجيج ش   عشوايي ) 166 تي أس تدفس الأرعام انث ايي ان اتجة من مرم  هادامارد

عل  معدل  )نلج ننننننننننننننولالخارج من ترمي  وانش  تي تكراره أربس مرات  kbps 307.2المضننننننننننننننةون  كيل بت من تدفس نكل بت إشننننننننننننننار . في 
. هذا ان ثر إ  حد أبعد  وفر انت وع خمل اعال PN ة دار  أس من ان ةط انث ايي إ  تتابس ا(  ومن و  ضننننناف بو ننننن kbps 1228.8بتات

 . MHz 1.25انتددل المتا  
 وم(.  ك  ا تجاهل انفرق بذ ان بنننننننننننننننيط والمتعامد   41و غ) 422 – 1رعي ق ايي. وبانتالي فت  اندور  هي  n 42 =هو   ول انقيد ه ا

ن اندور   و لة جداا  نذن  من المفضنننننننل نلت بنننننننيط تقر ت كيل دور  كيبنننننننلبنننننننلة من إواعت ار كيل دور  متعامد  مس كيل دور  أخرى. وحيث 
وهذا واحد م ها   المعيارل IS95الأخرى المبت،دمة في لامام  PNالأرعام انث ايية المبتقلة والموزعة بشكل متةاقل. ه اك انعد د من تتابعات 

د من الخواص المثير  نمهتةام  نكن بان بنننننننننن ة ن ا  كفي عراننننننننننها  انعد  PNنتتابعات . انيو لة PNبننننننننننة  تتابعات وببنننننننننن ت  ول عيدها تُ 
 كيتتابعات مبتقلة وموزعة بشكل متةاقل نكن أ ضاا معروفة بان ب ة نلةبتق ل.

وحيد  ء انوفي الحقيقة هذه الحانة الابتدايية هي ات اوةونة انيو ل نلتةيي  بذ مختلف الهواتف  PNا نننت،دام الحانة الابتدايية نتتابس   تيّ 
 اودد لهاتف محةول معذ. الإر المن لامام 

. تتي مضنننناعفة هذا انتدفس إ  تدفقذ ع ل أن تتي Mbps 1.2288انيو ل ع د معدل  PN كون انتدفس انث ايي ان اتج بعد إاننننافة تتابس 
ط انث ايي إ  تتابس  ة دار  أس من ان ةا ة حامل انتجيت واتيت.  تي إاننننافة تدفس انتجيت بو نننناعةلية تعد ل  بانتعد ل انتعامدل بو نننن

PN خرآ  ُ ( بنننة  تتابس متفس بانيور أوI-PN ع د معدل )1.2288 Mbps  ة دار  أس من ان ةط انث ايي اوتتي إانننافة تدفس اتيت بو ننن 
تف اوةونة وتبننناعد في هي لافبنننها نكل الهواQ-PN و I-PN. تكون تتابعات Q-PNأخر  يلس علي  ا ننني انتتابس المتعامد أو  PNإ  تتابس 

 عةلية ف  انتعد ل. 
. كيل من هذه انتدفقات a دو لها إ  تدفقات رعةية 2PAM ات ء الأخير من عةلية انتعد ل هو إمرار انتدفقذ انث اييذ من خمل

عيس  لمجال أ نننننننا ننننننني ذ. و تمرر كيل من هذه انتدفقات عبر مرشنننننننح 64دافظ عل  تعامد ة توابس وانش  بت( 256)من خمل كيتل ذات 
 614.4و  تي تعد ل هذه انتدفقات بانتعد ل المتعامد عل  الحامل ذو عرض اعال انتددل  . KHz 614.4حاد ع د عرض مجال لاا كو ت

KHz  1.2288فوق ودت تردد الحامل  من أجل عرض اعال انتددل انكلي MHz لاحظ أن كيل عةلية انتعد ل ه ا رعةية  تقر  اا  مس .
لأصلية( اجود مرشح غا ة و  دو انتعد ل تماقلي. مب نة ما     ي انقيام ب  رعةياا وما     ي انقيام ب  بشكل تماقلي )بخمف انواجهة انث ايية و 

 هي في المقام الأول مب نة  هونة انت فيذ. 
 الم،يط ان  دوعي نلةعدل. (17.9)  انشكل  ذّ 

                                                           
 .في م اجع ا ت م ز Reed Mullerاسم ت م ز   د م لل   ,7 ,64) (32ا متعامد  يا ثناأ طلق على ا ت م ز  165
حتى انتهاء  )0,1(ا تنف ذ، ا حفاظ على ا تتابعا/ ا ثناأ    لأغ اضإ ى توابع وا ش  لتبس ط.  كون من ا مناسب  2PAMط  تحول انتخ ل تحول تتابع هاداما د ا ثناأي بوس 166

 ا م حل  الأخ  ة من عمل   ا تعد ل.
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 .ا منبع وا قناةا مخطط ا صندو ي  ت م ز  :17.9 الشكل

 لآنات إاننافتها إ  توابس وانش لا ت ير من تعامد ة مجةوعة الإشننار   وان  تتكون انثابتة ان  تمّ  PNن عتبر فيةا  لي المبننتق ل. تتابعات 
 تضننننننننننننةن ات ء الحقيقي وات ء انت،يلي.  تي تمر ر الموجة  الأ ننننننننننننا نننننننننننني(وكيل م ها ) محظ في اعال  256  كيل م ها ذو  ول اا تابع 64من 

مماقل لمرشح تمت م اعشت   ابقاا. مبتق ل راكيي ه ا  Rakeوانتشيح  خمل مبتق ل راكيي  الأ ا يالمبتق لة  بعد ف  انتعد ل إ  اعال 
  ه ا كيفروع ع د معدل أخذ عي ات  بل كيثمقة فروع في إشنننار  بدلاا من إشنننارتذ. أ ضننناا  لا  ُ مر إ  انق ا 64ن  مجةوعة إشنننار  مكولاة من 

 .الأ ا يةمواعس متجركية بشكل د  اميكي لمب  مبارات الا تق ال 
 .اا كيةا ذكيرلاا  ابقاا  انكشف هو عير متةا   بدلاا من كيولا  متةا ك

بت في معكوس ترمي   6نكل من فرانننننننننننننية. وهذه  تي دو لها إ  عيةة احتةانية  64خرج مبنننننننننننننتق ل راكيي هو عيةة احتةانية نكل من 
 بت. 64بت إ   6مارد داها

 6 . وبعد كيشننف توابس وانش  فإن الأخياء في  ننلبننلةالآنأحد أ نن اب ا ننت،دام انتشنناب  بذ ترمي  انيي وتوابس مرم  وانش وااننح 
ات من الخي   جود دفقبت من دار  انكشننننننننف دتول عل  أخياء متابية بشننننننننكل كي ير. لا  عةل مفك  ترمي  فيتبي بشننننننننكل جيد مس و 

 .بت  إخارجاا نلبةا  لمفك  فيتبي أن  عةل بوجود انضجيج المبتقل لاب ياا من بت  الأخياءنذن   قوم المشاب  ب ثر هذه 
 

  IC95التداخل متعدد النفاذ في نظام  5.9.9

نمت نننننال مس لافل محية انقاعد   و نننننوف تبنننننت،دم الهواتف  MHz 1.2288بنننننت،دم عدد من الهواتف اوةونة لافل اعال انتددل  
ن انتداخل اث أن لافهي أل لاوع م الآناوةونة الأخرى اعاور  أ ضاا لافل اعال انتددل نمت ال مس محيات انقاعد  انتابعذ لها. ولار د 

  رى.الأخداخل من الهواتف اوةونة بذ هذه الهواتف اوةونة. ن  مر في عةلية انكشف عن هاتف محةول معذ وت قير انت
اوةونننة المتننداخلننة  كن  من الهواتف PNانيو ننل  فننإن تتننابعننات  PNن كيننل هنناتف محةول  بنننننننننننننننت،نندم  ور مختلف من تتننابس إوحيننث 

ة عنمذجتها كيدفقات ق ايية عشننننننننوايية مبننننننننتقلة وموزعة بشننننننننكل متةاقل. و ا أن كيل من هذه اندفقات تتي نمذجتها كيدفقات مبننننننننتقلة وموز 
انث ايية المبتقلة والموزعة بشكل متةاقل. إذا كيان  الأرعاموالمعييات  مل تدفقاا من  PNبشكل متةاقل  فإن اتةس من ان ةط انث ايي نتدفس 

عر  ة جداا من بعضنننننننها(   كن تقر ت لا ضنننننننات   MHz 1.2288عيس حاد جداا )بحيث ت دو اعالات االمرشنننننننح المبنننننننت،دم ع ل الإر نننننننال ذ
. كيةا ألا  من الم يقي نمذجة  نننناعة أخذ انعي ات من كيل هاتف محةول متداخل بحيث تكون موزعة بالاتمام. sincلا ضننننات  لاا كو ننننت من

 .MHz 1.2288وهذا  ع  أن الهواتف الحةونة المتداخلة  كن نمذجتها تكون مبتقر  بالمع  انوا س وذات  يف مبتو خمل اعال 
د في لافل اعال انتددل  و كون انتداخل كي يراا ه اك  ونكن أ ضنننننننننننناا   ا أن الإشننننننننننننارات المتداخلة الهواتف اوةونة الأكيثر تداخما توج

  تقر  اا. اا هذه مبتقلة عن بعضها   ك  ا ا ت،دام لامر ة ان ها ة المركي  ة ن يان أن هذا انتداخل انكلي  يكون عوصي
. bEلومة معيا  نكل بت مع الأ ا ي بتق ل لافل  اعة اعال نلج ول عل  فكر  عن ت قير انتداخل  لافتض أن كيل هاتف محةول 

.  تي لاثر هذا  bE9600 من المعلومات في انثالاية تدخل إ  المرم   فإن ا نننننننننننننننتياعة الموجة المتداخلة تكون ع ديذ  bit 9600و ا أن ه اك 
وبانتالي   داد انضجيج  كل بعد.ن  512b= E bE)610 (4800/2.4576/بعد في قالاية  وهكذا  كون  2,457,600انضجيج بانتباول خمل 

   :(80.9)ت  ح المعادنة   هو عدد أجه   انتداخل. مس هذا انت يير kحيث  )bkE/2 + 0N(512/إ   20N/في ان عد من 
Pr(𝑒) ≤

63

2
exp [

−3𝐸𝑏𝑠
2𝑁0 + 𝑘𝐸𝑏/256

] 
(81.9) 
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تجكي بالا نننتياعة بنننت،دم لامام متيور إ  حد ما نلا نننتق ال الهواتف اوةونة  بنننتو ات ا نننتياعة مختلفة  ولهذا انبننن ت  ُ     تيّ ياا واعع
ات ر واونة تبنننو ة الا نننتياعات المبنننتق لة من كيل الهواتف اوةونة المبنننتق لة من محية عاعد  معي ة. هذه الهواتف اوةونة ان  تبنننتق ل إشنننا

ض أن  كون لها ا نننننننننننننننتياعة أعل من محية انقاعد  المعيا   وبانتالي تبننننننننننننننن ت تداخل أعل. و كن ممحمة ألا  مس من محيات أخرى  فت 
 مجةوعة كي ير  من أجه   انتداخل  فإن افتاض أغا تشكل عةلية عوصية هو أفضل من حانة جهاز تداخل واحد.

. (بدلاا من عرض اعال انضيس 1.2288Mhzعرض مجال ترددل   تي إر الهي خمل )حيث رجس إ  لاثر الموجة  (81.9)في  256انعامل 
ة الحال  هو أ ضننننناا انبننننن ت لماذا عت عل  أعداد ملةو نننننة من الهواتف اوةونة الأخرى أن تبنننننت،دم لافل اعال. و ا أن عبي ي  هذا ان ثر

ةت  تاج لإر ننال أل  اعة خمل فتات ان ننصننوت المبننت،دمذ  كون عاد ا في حانة صننةت خمل لا ننف اوادقة  والهاتف اوةول لا ا
 فإن عدد أجه   انتداخل اوتةلة  تضاعف.
الحفا  عل  الهواتف اوةونة المتداخلة في مجالات تردد مختلفة وفتات زم ية  (tdmaو GSM) داول الألاواع الأخرى من ان مي الخلو ة

لا  ع ديذ لا  وجد تداخل  نننننننننننننننوى تداخل محدود في انعمعة إث   حيCDMAمختلفة. وفي حال نجاحها  وهذا هو  باني س  أفضنننننننننننننننل من 
اوةونة ان    ة الهواتفا. ان نننعوبة مس هذه اويات الأخرى هي عت إعاد  ا نننت،دامها أن الحي ات انتدد ة والحي ات ان م ية بو ننن(81.9)

 ت  س الهواتف اوةونة(. تؤدل الحاجة نتجتذهت إ  محيات خلو ة أخرى )مس ألا   فضننننننننننننننل الات ننننننننننننننال مس اويات اعاور  نيل عن  ر 
 لا إعاد  ا ت،دام الحي  بذ الخم ا المتجاور  إ  خوارزميات معقد  جداا نت، يص أنمان إعاد  ا ت،دامها بذ الخم ا  وهذه الخوارزميات

 في حانة صةت لا ف انوعت. نلأن المبت،دمذ  كولاو  2 ك ها الا تفاد  من انعامل 
. وبانتالي فإن (81.9)كيةا في انعمعة   256مجال ايس  فإلا  ع دما ادث انتداخل لا  كن تخةيده بعامل  اذ الإر الوبب ت كيون هذا 

انبؤال  تل،ص فيةا إذا كيان من الأفضل أن  كون ند  ا عدد كي ير من أجه   انتداخل ان  ير  أو عدد ص ير من أجه   انتداخل انك ير . 
وان مي اننيقة اعال. عل   نن يل المثال  ان مي اننيقة اعال لا  كن أن تبننتفيد  CDMAحدى مبننايل الاختمف بذ لامي هذا  باني س  إ

 من مبتق مت راكيي  مس أغا  كن أن تبتفيد من انعد د من انتق يات المتقدمة خمل   وات إر ال اعال انضيس.
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. لآخر نات انم لكية عن الات الات انبلكية باندرجة الأو  في   يعة انت ير ان م  نلق ا  وانتداخل من المبت،دمذ تختلف الات الا
   يعة انت ير ان م  نلق ا  هي الأكيثر دد اا من ان احية انتك ونوجية من الاق ذ و يتي انتكيي  عليها بشكل رييل في هذا انف ل.

خ عان اا مبارات كيهروم  ا يبية متعدد  ب  وال مختلفة من المر ل والمبتق ل وبانتالي ا ل المبتق ل عل  لابانق وات انم لكية تمل  
 لمتعدد  من الموجة المر نننننننننلة بت خيرات زم ية مختلفة عليما. وإذا كيالات هذه هي المشنننننننننكلة انوحيد   فإلا   كن تمثيل انق ا   رشنننننننننح خيي ذ

 تمس إاننافة انضننجيج  وهذا  كن معاملت  كيامتداد ببننيط لابنن ياا نق وات عد ة انتشننيح مس اننجيج تمّ  ((LTIقوابت عير مت ير  مس ان من 
 درا تها في ف ول  ابقة.

المشكلة ان  تجعل الات الات انم لكية مختلفة فعما هي حقيقة أن المبارات انكهروم  ا يبية الم،تلفة أ ضاا تتجرك بان ب ة ن عضها 
 تالي إ  الا  احات دوبلر مختلفة في مبارات مختلفة.   مما  ؤدل باناا بعض

خرج انننذل في حننال عنندم وجود يأن هننذه المبنننننننننننننننننارات المتعنندد  ذات الا  نناحننات دوبلر مختلفننة تؤدل إ  نموذج دخننل 3.9 المقيس بذّ 
تالاية   نل  ضة t  ان  هي الا تجابة ع د ان من h(, t)ة وذو ا تجاب (LTV)قوابت مت ير  زم ياا  لانضجيج  تتي نمذجت  كيةرشح خيي ذ

,ℎ̂(𝑓في وعت  نننننابس. وهذا ن  تابس لامام مت ير زم ياا  𝑡) نكل عيةة   شنننننكل انذلt   سنلتابقابتة  دو ل فور ي h(, t) تت نننننرف المرشنننننجات .
LTV  ّما مرشننجات  بير قة تشنن   إ  حدLTI   الم نوفة. وبشننكل خاص  دخل انق اx(t)  وخرجها الخالي من انضننجيجy(t)  رت يان بعمعة 
y(t) = h ي   (, t) x(t –) d    أ ضننننااy(t)  من أجل كيل عيةةt قابتة  هي دو ل فور ي  انعكبنننني �̂�(𝑓)ℎ̂(𝑓, 𝑡). وانفرق انرييل هو أن 
�̂�(𝑓)  لا تباول�̂�(𝑓)ℎ̂(𝑓, 𝑡)  إلا إذا كيانℎ̂(𝑓, 𝑡)  عير مت ير مسt. 

. لاثر دوبلر هو انفرق بذ أكيبر وأصنننننن ر ℒ وزمن ان ثر 𝒟( هي لاثر دوبلر cfوانعوامل انرييبننننننة نلق ا  انم ننننننلكية )ع د تردد حامل معي  
,ℎ̂ (𝑓𝑐| نلتابس . وعد ت ذ أن اعف عرض اعال انتددل(cfالا  ا  دوبلر ملةوس في انق ا  )ع د  𝑡)| ننننننننن  مر إني  عل  ألا  تابس ن t وبالمثل . 

ℒ  ع د زمن خرج قابت(  0هو زمن ان ثر بذ أ ول وأع نننننننننننننننر ت خير نلةبنننننننننننننننارات المتعددt ّوعد ت ذ .)أن انننننننننننننننعف عرض اعال انتددل  
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|ℎ̂ (𝑓, 𝑡0)| لتدد  مر إني  كيتابس ن f.  

𝒯coh انشننننكل  ℱcohوتردد انتةا نننن   𝒯coh دد د زمن انتةا نننن  يخّ  =
1

2𝒟
ℱcohو  =

1

2ℒ
الخفوت متعدد لاوعياا  هذه انعوامل تمثل مد   .

ددث الخفوتات  كيةا  شننير اسمها  تدرعياا  ننواء في ان من أو انتدد  نذن  تمثل هذه انعوامل المد  فقط  المبننارات ومد  انتدد عل  انتوالي.
 من حيث مع  درجة المقدار.

دو لها إ   ومن و الأ ا ي  نماذج اعال   نماذج تمر ر اعال هذه من انق وات انم لكية  كن دو لها إ4.9 في المقيس كيةا هو م ذّ 
عتةد مشنننننننننننابهة تماماا ن ةاذج تل  انق وات عد ة الخفوت.   الأ نننننننننننا نننننننننننينماذج متقيعة زم ياا. انعمعة بذ نموذج مجال انتةر ر ونموذج اعال 

عدد عليل  ما أن  تشننننوه شننننكل انق ا  مس حدّ ان ةوذج المتقيس زم ياا عل  لامر ة أخذ انعي ات  وبانرعي من أغا صننننجيجة ر ااننننياا   كن إ  
من المبننننننننننننارات   عود في بعير الأحيان نفرع واحد  وأحيالااا  عود نلعد د من فروع المبننننننننننننارات. مس ذن  فإن هذا ان ةوذج م ا ننننننننننننت جداا 

 زم ياا. لإعياء فكر  عن انق وات انم لكية ان  تبت،دم عل  لاياق وا س  ولا  يةا نلذ ن لا ا ون ان ةاذج المبتةر 
ياا. وب فل احتةان الأ ا يهر ا ت مل نموذج خط ت خير اعال مو  ةانكهروم  ا يبي قيس ان لة مس ان ةاذج  5.9وبعد ذن  المقيس 

 مس الحالات ان   كون خملها عرض اعال انتددل انيقاّ بان بن ة نتدد انتةا   الأ نا ني.  توافس نموذج اعال WGNانوعت  تي إانافة 
ℱcoh  المقابل عل  أغا ذات خفوت را لي الإفراد ةوتتوافس ان ةاذج متعدد  انفروع مس الحانة المعاكيبنننننننننننة. غن بشنننننننننننكل عام لا ةذج انفروع  

نعدد كي ير من المبننننننارات ان نننننن ير  المبننننننتقلة اننننننةن مجال انت خير الموافس. يخ دليل انعد د من ان ةاذج الأخرى   ا في ذن  نموذج ر بننننننيان 
Rician  ج اودد عير المتةا    نكن انق وات انفي  ايية ند ها مثل هذا انت وع أن هذه ان ةاذج لا توفر  وى لامر  قاع ة عل  ألاواع من ونموذ

 المشاكيل الم ةذجة ه ا معقد  تماماا  وكيالات وجهة لامرلاا نتجليل ان تايج المتت ة عل  بعير نماذج ببيية جداا. انبلوك المتوعس.
خفوت را لي. احتةال خي  خفوت را لي انكم يكي  ع د  لنموذج انفرع انواحد ذ 6.9اعشة أعمه  الل المقيس تمشياا مس فلبفة الم 

احتةال الخي  انكم ننننيكي   + 0N/bE1/[2[ا ننننت،دام إشننننارات متعامد  ق ايية وع د عدم معرفة ميال انق ا  أو  ورها   تي حبنننناب  نيكون 
 عرف  ورها  يخ حبنننننناب  أ ضنننننناا ومقارلات  مس لاتيجة انكشننننننف  نلكشننننننف عير المتةا نننننن   في حال أن المبننننننتق ل  عرف ميال انق ا  نكن لا

معرفة   باعت ار أن 0N/bE قييلالمتةا نننننننننن  عل  ان جو المبننننننننننتةد نلق وات عد ة الخفوت. تكون ان تايج متشننننننننننابهة تماماا من أجل عيي كي ير  ن
انيور عير مهةة في هذه الحانة. ومس ذن   فإن انكاشننننننف عير المتةا نننننن  لا  بننننننت،دم مقدار انق ا  في انكشننننننف  م ي اا أن انكشننننننف مس 

 خفوت را لي نن  تجبن  عرفة مقدار انق ا .
اج انت ذ ة انعكبننية انتمي  أو ات الا ننت تاج من هذه اندرا ننة هو أن الات ننال المعقول والموقوق بانق وات انم ننلكية اتاج إ  انت وع أو

 )L–)0N/4bEفي خفوت را لي  يخ ت يان أن احتةال الخي   قتب من ان ننننننفر حيث  Lمس ت وع ذو مرت ة  مس معدل أو انتجكي بالا ننننننتياعة
 كي ير . إذا كيان مقدار مختلف مبارات انت وع معلوم  فإن احتةال الخي   كن أن  كون أص ر.  NbE/0من أجل 

انت وع  والأخرى  أويالأو  هي إلاقاص احتةال الخي  ع دما  بننننننننننننت،دم انتمي  و  بير قتذ  كون معرفة انق ا  وت يرالا مفيدت كن أن 
تق يات عياس مختلفة نلق ا   تتضننننننننةن انقياس الم اشننننننننر  7.9. الل المقيس الإر ننننننننالهي في ممار ننننننننة انتجكي بالمعدل أو انتجكي با ننننننننتياعة 

 تتابعات اخت ار معروفة وانقياس با ت،دام مبتق مت راكيي. هذه هي الأدوات انفعانة والمبت،دمة عل  لاياق وا س. ة إر ال ابو 
. في انواعس  وانننح IS95ول   انذل   نننف ان مام الخل9.9أخذها من المقيس  وأخيراا  كيل من انتجانيل أعمه عن انق وات انم نننلكية يخّ 
هذا المقيس معمي المواايس انرييبة في أيس أغاء هذا ان ص. 
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A.9  الملحق: احتمال خطأ الكشف غير المتماسك 

 .167ذو كيثافة R هو متجول عشوايي ر بياني 0V فإن a= ( U(0 , خمل انفراية

𝑓𝑅 =
𝑟

W𝑁0/2
exp {−

𝑟2+𝑎2𝑔2

W𝑁0
} 𝐼0 (

𝑟𝑎𝑔

W𝑁0/2
) ,               𝑟 ≥ 0 

(82.9) 

 :لهةا انكثافة لافبها  وبانتالي تكون لاب ة الاحتةال 1Vو a= ( U(0 , هو تابس بيبل المعدل من المرت ة صفر. باشتان أن 0Iحيث 
𝑓[(|𝑣0|, |𝑣1|)|𝑼 = (𝑎, 0)]

𝑓[(|𝑣0|, |𝑣1|)|𝑼 = (0, 𝑎)]
=
𝐼0(2|𝑣0|𝑎𝑔/W𝑁0)

𝐼0(2|𝑣1|𝑎𝑔/W𝑁0)
 

(83.9) 

 إذا كيان a= ( U(0 , هو أن تختار الأعمةيبا راد بدنيل   انذل اقس أن عاعد  اتخاذ عرار الاحتةال  اا  كون مت ا د I0من المعلوم أن 
1v>  0v وتختار )a= (0,  U . ةاوبانتةاقل  كون احتةال الخي  هو لافب  نلفرايات الأخرى  و عي  بو  خمف ذن :  

Pr(𝑒) = Pr{|𝑉0|
2 ≤ |𝑉1|

2|𝑼 = (𝑎, 0)} = Pr{|𝑉0|
2 ≤ |𝑉1|

2|𝑼 = (0, 𝑎)} (84.9) 
 وهذا  كن حبنننننناب  م اشننننننر  دون الإشننننننار  لمتجولات ر بننننننيان انعشننننننوايية أو توابس بيبننننننل. غبننننننت احتةال الخي  مشننننننرو اا بانفراننننننية

, 0)a= ( Uن ان تايج تكون مبننتقلة عن انيور إ ة انعود  نلإحداقيات المبننتييلة. وحيث ا  وذن  بو ننi  من أجلiG  0من أجلi =   أو
 .1=  0 0 = بافتاض أن  و وف لا بط ذن  1

عوصنننية مبنننتقلة وموزعة بشنننكل  1Z لةتجولن الأج اء الحقيقية وانت،يلية نإوحيث  .|1Z|2 ب بنننا ة هو  a= ( U  21V(0 , باشنننتان أن
   x 0 ≤. وبانتالي  من أجل 0NWهو أ ي ون  متو ط  |1Z|2نكل م ها  فإن  20NW/متةاقل وذات ت ا ن 

Pr(|𝑉1|
2 ≥ 𝑥| 𝑼 = (𝑎, 0)) = exp (−

𝑥

W𝑁0
) (85.9) 

هي الأج اء  imV,0و reV,0افتض أن  .Z g= a 0V +0أن  (57.9)لارى من انعمعة  0 0 =و a= ( U(0 , ل  انفرايةعبعد ذن   اعتةاداا 
  :هي 0 0 =و a= ( U (0 ,ع د انفراية المعي ة imV,0و reV,0  تكون انكثافة الاحتةانية نكل من 0Vالحقيقية وانت،يلية من 

𝑓(𝑣0,re, 𝑣0,im| 𝑼 = (𝑎, 0)) =
1

2𝜋W𝑁0/2
exp (−

[𝑣0,re−𝑎𝑔]
2+𝑣0,im

2

W𝑁0
) 

(86.9) 

 reV,0 الملجو  . من أجل ان وج0 0 =و a= ( U(0 , . كيل الاحتةالات أدلااه مشنرو ة انة اا عل  فرانية (86.9)و (85.9)ن لادمج الآ
|𝑉1| يج ل خي  إذا كيان  imV,0و

2 ≥ 𝑣0,re
2 + 𝑣0,im

  :وبانتالي  2
Pr(𝑒) = ∬(𝑣0,re, 𝑣0,im| 𝑼 = (𝑎, 0))  𝑃𝑟(|𝑉1|

2 ≥ 𝑣0,re
2 + 𝑣0,0,im

2 )𝑑𝑣0,re𝑑𝑣0,im 

=∬
1

2𝜋W𝑁0/2
exp (−

(𝑣0,re−𝑎𝑔)
2+𝑣0,im

2

W𝑁0
) exp (−

𝑣0,re
2 +𝑣0,im

2

W𝑁0
)𝑑𝑣0,re 𝑑𝑣0,im 

  :إكيةال إ  المربس انكامللج وتعُرف ان تيجة كيتكاممت عوصية ببييةلجالمعادلات انتانية تدمج كيل هذه انتوابس الأ ية 

Pr(𝑒) = ∬
1

2𝜋W𝑁0/2
exp (−

2𝑣0,re
2 − 2𝑎𝑔𝑣0,re + 𝑎

2𝑔2 + 2𝑣0,im
2

W𝑁0
)𝑑𝑣0,re 𝑑𝑣0,im 

=
1

2
∬

1

2𝜋W𝑁0/4
exp (−

(𝑣0,re −
1
2
𝑎𝑔)2 + 𝑣0,im

2 + 1
4
𝑎2𝑔2

W𝑁0/2
) 𝑑𝑣0,re 𝑑𝑣0,im 

=
1

2
exp (−

𝑎2𝑔

2𝑊𝑁0
)∬

1

2𝜋W𝑁0/4
exp (−

(𝑣0,re −
1
2
𝑎𝑔)2 + 𝑣0,im

2

W𝑁0/2
) 𝑑𝑣0,re 𝑑𝑣0,im 

 صبدمج تكاممت عو 
                                                           

 .304صفح   ،(21)انظ ، على سب ل ا مثال ب وكس  167
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Pr(𝑒) =
1

2
exp (−

𝑎2𝑔2

2W𝑁0
) 

(87.9) 
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9.E تمارين 

1.9  (a) ّبافتاض أن الحركية هي باتجاه خط ان مر بذ هوايي الإر ال وهوايي الا تق ال. أوجد هذا اعال بافتاض  (6.9)اشتقاق المعادنة  يخ
 كن إهمال  صننننننن ير  ا في  انكفا ة بحيث افتض أن المدى ان م  المفيد بذ خط ان مر والحركية من المبنننننننتق ل. أن ه اك زاو ة اعت ا ية 

 .(, ) ت يرات

 (b) ّح لماذا  ودت أل شرون  من المةكن تجاهل انت ير في وا(, ) .خمل فتات ص ير  من ان من 
  عن كيل تع يرعبّر  تلةيح:. (9.9)م تدياا من  t(fy(. اشننننتس انع ار  اندعيقة نلةوجة المبننننتق لة (9.9)ةعادنة نلهي تقر ت  (10.9)المعادنة  2.9

 ر لاتايج .خر هو الم يلح الم جح. فبّ والآ (10.9)كيةجةوع تع ير ن  واحد هو انتقر ت المبت،دم في   (9.9)في 
3.9 (a) 1فتض أن اr 2 وأن .(4.9) هو  ول المبنار الم اشنر في انشنكلr  مبنار الم عكل )مجةوع  ول المبنار من المر نل إ   نيح الأرض

من أجل عيةة قابتة  b/rتكون مبننننننننننناو ة تقر  اا  1r – 2r  فإن r أن كيلةا ازداد ذّ ب الأرض إ  المبنننننننننننتق ل(.و ول المبنننننننننننار من  نننننننننننيح 
1√ صنننننننننننن ير   فإن xمن أجل   ر ألا. تلةيح: تذكيّ bأوجد عيةة .  rلةبننننننننننننافةن + 𝑥 ≈ (1 + 𝑥/2) 1√] ع  أن + 𝑥 − 1]/𝑥 → 1/2  

 .x0ع دما 
 (b) ةاتعي  بو افتض أن الموجة المبتق لة ع د هوايي الا تق ال :  

𝐸𝑟(𝑓, 𝑡) =
ℜ[𝛼 exp {2𝜋𝑖 [𝑓𝑡 − 𝑓𝑟1/𝑐]]

𝑟1
−
ℜ[𝛼 exp {2𝜋𝑖 [𝑓𝑡 − 𝑓𝑟2/𝑐]]

𝑟2
           (𝑎) 

𝐸𝑟 بذ أن (a)في انعمعة  1rمن  2rبتقر ت المقام  ≈ 𝛽 𝑟2⁄  1من أجل–r أص ر بكثير من f/c أوجد عيةة .. 
(c)  2اشر  لماذا   ق  هذا انتع ير مقارب صجيح دون تقارب أولي نلةقامr  في انعمعة(a)  1مسr. 

. تلةيح: انبرهننان (14.9)ع نندمننا تتي نمننذجننة انق ننا  ب ةوذج متعنندد المبننننننننننننننننارات في  x(t)من أجننل دخننل اعت ننا ي  y(t)ر خرج انق ننا  عنندّ  4.9
 . t(jβ(قار اوتةلة نلت،ةيد المت ير زم ياا انتفكير في الآ  نكن عت (20.9)ن جداا لما هو في اواتواب مشابه

5.9 (a)  افتض ع ننننا  لا نننننننننننننننلكيننننة ذات مبننننننننننننننننننار واحنننند ولهننننا الا  ننننا  دوبلر𝒟1افتض أن الا نننننننننننننننتجننننابننننة نلنننندخننننل .: exp (2πi f t) هي 
𝑦𝑓(𝑡) = exp {2𝜋𝑖𝑡(𝑓 + 𝒟1).  ّي الا  ننا  دوبلر عي𝒟  ننندوبلر  الأصننننننننننننننن رلالأعمةي والالا  ننا   الالا  ننا ولاقيننة انو نننننننننننننننط بذعيي . 

|�̂�(𝑓, 𝑡)|  |ℎ̂(𝑓, 𝑡)|  ℎ̂(𝑓, 𝑡)  �̂�(𝑓, 𝑡) ومن أجل �̂�  أوجد عمف الخرج ع دما  كون اندخل هو (24.9)في .cos(2π f t). 
 (b)أعد انيلت ع دما 𝑦𝑓(𝑡) = exp{2𝜋𝑖𝑡(𝑓 + 𝒟1)} + exp {2𝜋𝑖𝑡𝑓} 

6.9  (a) أعلفة تمر ر الح مة: نيكن انتابس𝑦𝑓(𝑡) = 𝑒
2𝜋𝑖𝑓𝑡  ℎ̂(𝑓, 𝑡) هو الا نننننننننننتجابة نق ا  متعدد  المبنننننننننننارات ندخل 𝑒2𝜋𝑖𝑓𝑡   وافتض أنf 

ℜ[𝑦𝑓(𝑡)] أكيبر بكثير من أل الا  ا  دوبلر نلق ا . بذّ أن ان مف =  |𝑦𝑓(𝑡)|. 
 (b) أوجد انياعة(ℜ[𝑦𝑓(𝑡)])

وادرس لاتيجة ترشنننيح انتةر ر الم ،فير لموجة هذه انياعة. فبنننر هذه الموجة المرشنننجة عل  أغا متو نننط  2
 . ℜ[𝑦𝑓(𝑡)]زم  ع ير المدى نلياعة واربط اتذر انتبيعي لهذا المتو ط ان م  مس عمف 

تابس لامام اعال انقاعدل والا تجابة ان  ضية ن ةوذج المبارات المتعدد  الم بط. أعد ا ت،راج هذه  (35.9)و (34.9)تعيي المعادلات  7.9
 t كن أن  عتةد عل   jβحيث كيل تخامد  (14.9)المعادلات با ننننننننننننت،دام ان ةوذج الأكيثر شمولاا نلةبننننننننننننارات المتعدد  انوارد في المعادنة 

 .fونكن نيل 

من انشنننننايس دد د الاتشنننننار دوبلر لات نننننالات تمر ر الح مة عل  ألا  الاتشنننننار دوبلر ع د انتدد الحامل وإهمال انت ير في الاتشنننننار دوبلر عل   8.9
   أوجد ان ب ة المئو ة نل،ي  عبر اعال في هذا انتقر ت.H1 mهو  Wو H1 g باول  cfالح مة. إذا كيان 

نضنننننرور  ربح انوصنننننلة انذل  تعلس  جةوع عدد كي ير محتةل من المبنننننارات المبنننننتقلة  تقر ت جيد توانننننح هذه المبننننن نة لماذا لا  كون با 9.9
. تعل الحانة ببنننننيية N/2مبنننننار ممكن  وبحيث   دو كيل واحد م ها مبنننننتقما مس احتةال  Nبا نننننت،دام توزع عاوس. افتض أن ه اك 

  مس الا نننننننتقمل بذ 1±ذات احتةال متبننننننناو عدره  0,0Gلأل ربح وصنننننننلة عشنننننننوايي ونتكن  nعدر الإمكان  تكون مبننننننناهمة المبنننننننار 
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 المبارات. أل أن:
𝐺0,0 = ∑𝜃𝑛𝜙𝑛

𝑁

𝑛=1

 
 N, ..., 1وانقيةة صنننننفر فيةا عدا ذن   والمتجولات  /N2مس احتةال  1متجول عشنننننوايي ت خذ انقيةة  iidهي  N, ..., 2, 1حيث 

 .1±واحتةال متباو عدره  iidهي 
(a)  0,0أوجد متو ط وت ا نG 1 من أجل أل > N  وبحيث تكون ان ها ة 𝑁 →  ∞. 
(b)  ح لماذا لا  كن تي يس لامر ة الحد المركي ل  centralأعط تفبننيراا م يقياا حول عدم كيون المتجول انعشننوايي اودِد نيل عوصننياا. واننّ

limiting theorem. 

(c)  0,0أعط تفبيراا كيةياا حول كييف   دو حد انتوزع نلتابسG .إذا كيان ذن  مبلياا  فليل صع اا إعاد انتوزع اندعيس . 
,�̂�(𝑓 نيكن10.9  𝑡)  تابس الح مة انقاعد ة المكافئ نتابس لامام مرشح خيي مت ير زم ياا  وأن دخل الح مة انقاعد ةu(t)  محدد باعال انتددل

(–W/2, W/2)أوجد الا تجابة انتدد ة . 𝑔(𝜏, 𝑡)  ة من ع ل:اودد  بالح مة انقاعد 
𝑔(𝜏, 𝑡) = ∫ �̂�(𝑓, 𝑡) exp  {2𝜋𝑖𝑓𝜏} 𝑑𝑓

W/2

−W/2

 
(a)  بذّ أن الخرجv(t)  من أجل اندخلu(t) :هو 

𝑣(𝑡) = ∫
𝜏
𝑢(𝑡 − 𝜏)𝑔(𝜏, 𝑡)𝑑𝜏 

(b)  أوجند انعمعنة بذk,mg و)W/, mW/(kg تلةيح: انعمعة (41.9)  من نموذج الح منة انقناعند نة عير المبنننننننننننننننتةر زم يناا اوندد بنانعمعنة .
 الميلوبة عمعة  هلة. 

(c)  نيكن𝐺(𝜏, 𝑡) متجولاا عشوايياا ذا عيي عي ات 𝑔(𝜏, 𝑡):حدد   
ℛ(𝜏, 𝑡′) =  

1

W
 E{𝐺(𝜏, 𝑡)𝐺∗(𝜏, 𝑡 + 𝑡′)} 

,ℛ(𝜏 ما هي انعمعة بذ 𝑡′) وℛ(𝑘, 𝑛)  ؟(46.9)في انعمعة 
 (d) أعطِ تفبنننننننننيراا∫

𝜏
ℛ(𝜏, 0)𝑑𝜏  وأشنننننننننر إ  كييفية ت يرها مسW تفبنننننننننير من ذن  لماذا عرف. هل  كن ℛ(𝜏, 𝑡)  با نننننننننت،دام معامل

 . Wانتقييل 

11.9  (a) وذن  من أجل إعاد  ا ت،راج خي  خفوت را لي  (59.9)أوجد متو ط انربح في لاتيجة انكشف عدا انتةا   الم ي ة بالمعادنة
 الاحتةالي.

(b)   افتض خفوت ح مة اننننننننننيقة مس وصننننننننننلة واحدmG لميال انوصننننننننننلة. افتض أن عيةة انعي ة |𝑔𝑚| عد جرى عيا ننننننننننها بدعة كياملة  
  اخت ميال اندخل بشكل د  اميكي PPMوعُذ ت بشكل راجس إ  المر ل. افتض أ ضاا أن المر ل  بت،دم تعد ل مواس ان  ضة 

𝑎 بحيث دافظ عل  لابنن ة إشننار  مبننتق لة إ  انضننجيج قابتة. إن ذن   ع  إر ننال |𝑔𝑚|⁄  عوانناا عنaر ننال المتوععة . أوجد  اعة الإ
 نكل بت.

. اعتبر وجود ات نننننال إق اني mGنيكن ند  ا ع ا  خفوت را لي ان   كن وصنننننفها  رشنننننح وصنننننلة واحد عقد ة عير مبنننننتةر  ذات ربح  12.9
 .  عي  الخرج في الأزمن الم ف لة(a, –a)أو  (a, a)حيث نكل زوج من عي ات من ان من  لار ل أحد زوجذ متباو ي الاحتةال  إما 

 بانعمعة: 1و 0
𝑉𝑚 = 𝑈𝑚𝐺 + 𝑍𝑚       ;       𝑚 = 0,1 

𝑓(|𝑔|)كيثافة    Gإن نلةيال  = 2|𝑔| exp{−|𝑔|2}  ة حيث|𝑔| ≥ وهي مبتقلة عن   m 1 ,0 =هي لافبها من أجل  G.  كيةا أن  0
نكل من ات أ ن الحقيقي وانت،يلي. اشننننننر  إجابات  في كيل  20N/عوصننننننية مت اظر  داير اا ذات ت ا ن  iid  وان  بدورها 1Zو 0Zكيل من 

 ج ء. 

 (a):نيكن ند  ا معادلات انتجو ل انضجيج 

𝑍0
′ =

𝑍1 + 𝑍0

√2
             ;               𝑍1

′ =
𝑍1 + 𝑍0

√2
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 مبتقلة إح ايياا وأعطِ وصفاا احتةانياا نكل م هةا. 𝑍1′و Z0′ بذّ أن
 (b):نيكن ند  ا 

𝑉0
′ =

𝑉1 + 𝑉0

√2
                 ;               𝑍1

′ =
𝑉1 + 𝑉0

√2
 

 .U =(a, –a)وع دما  U =(a, a)ع دما  𝑉1′و 𝑉0′ أعطِ وصفاا احتةانياا نكل من
 (c) أوجد لاب ة احتةالΛ(𝑣0

′ , 𝑣1
′ 𝑣0 أجل ا ت،داممن MAP  وأوجد عاعد  عرار (

′ , 𝑣1
�̃� لاختيار ′ = (𝑎, 𝑎) 𝑜𝑟 (𝑎, −𝑎). 

 (d)  ع د ا ت،دام عاعد  انقرار هذه.أوجد احتةال الخي 

 (e) هل ان وجV0,V1  تابعذ نكل من𝑉0
َو اُوع؟ ان ِّلَةِ  لماذا  عد هذا انبؤال وقيِسُ ؟ 𝑉1′و ′

 باِلم

انفرانننننننننيات  هو واحد من اق ذ من 1U, 0U=  U... ,. إن اندخل (1.8.9)لادرس ع ا  خفوت را لي ذات انوصنننننننننلتذ موانننننننننوع المثال  13.9
𝒖0 المةك ة  إما = (√𝐸𝑏 , 𝒖1أو  (0,0,0 = (0,0, √𝐸𝑏 , نكل من انفراننننننننننيتذ.  عي  الخرج وهو   ℓ <4من أجل  ℓU 0 =  حيث (0

 بانعمعة: 1V, 0V=  V,... ,ع ار  عن  لبلة عقد ة متقيعة زم ياا 
𝑉𝑚 = 𝐺0,𝑚𝑈𝑚 + 𝐺1,𝑚𝑈𝑚−1 + 𝑍𝑚  

 independently Identically Distributed Randomهي متجولات عقد ة عشوايية مبتقلة وموزعة بشكل متيابس  m1,, Gm0,m,Gإن 

variables (iid) وعوصية مت اظر  داير اا  كون فيها 𝐺0,𝑚 ∼ 𝒞𝒩(0, 1 مس  m1,Gو m0,G. ارت ان 1و 0تباول كيل من  mمن أجل  ⁄(2
m متابيذ. افتض أن انبننننلبننننلةالأهمية  و كن افتااننننهةا عير  عليل 𝑍𝑚 ∼ 𝒞𝒩(0,𝑁0)  هي  ننننلبننننلةiid  من المتجولات انعشننننوايية

  كيةا هو مواح T)3X, 2X, 1X, 0X= ( Xشعاع انياعة  المت اظر  داير ااة كيةا أن الإشار  وانضجيج وانوصمت مبتقلة بعضها عن بعير.
𝑋𝑚في المثال حيث =  |𝑉𝑚|

أ ضنناا  كيةا شننرح ا  ننابقاا متجولات انياعة هذه هي مبننتقلة . 1uو 0u اح ننايياا من أجل انفراننية كياف  2
α وأ ننية في اننوء انفراننية. وبشننكل أكيثر دد داا  لاعرف = 1

𝐸𝑏 2⁄ +𝑁0
𝛽 و  = 1

𝑁0
 0X  فإن كيثافة كيل من المتجونذ  0u= U  ولامرا لأن 

فإن هذه انكثافات تكون  1u= U. وع دما x < 0  من أجل β𝑒−𝛽𝑥 تبننننناول 2Xو 3X  وكيثافة كيل من المتجونذ α𝑒−𝛼𝑥 تبننننناول 1Xو
  معكو ة.

(a)  أوجد كيثافة الاحتةال نلةتجولX  0مشرو اا بالمتجولu. 

 (b):بذّ أن نوعار تي لاب ة الاحتةال تعي  بانعمعة 

LLR(𝑥) = (𝛽 − 𝛼)(𝑥0 + 𝑥1 − 𝑥2 − 𝑥3) 
(c)  1نتكن+X 0= X 0Y 3و+X2= X1Y 0. أوجد كيثافة الاحتةال وتابس انتوز س من أجلY 1وY  0مشرو ة بالمتجولu. 

(d)  1لاحظ أن احتةال الخي  هو احتةالY  0ت  د عنY  0مشرو ة بالمتجولu=  U:بذ أن احتةال الخي   عي  بانعمعة . 

Pr(𝑒) =  
3𝛼2𝛽 + 𝛼3

(𝛼 + 𝛽)3
=  

4 + 3𝐸𝑏
2𝑁0

(2 + 𝐸𝑏
2𝑁0
)3

 

𝛽 بتجو ل انتع ير الأول كيتابس نلكبنننننننر: لا نننننننت،راج انتع ير انثاني في انعمعة انبنننننننابقة      ي انقيام أولاا تلميح 𝛼⁄ .:تذكّير أ ضننننننناا أن  
∫ 𝑒−𝑦
∞

0
𝑑𝑦 =  ∫ 𝑦𝑒−𝑦𝑑𝑦 = 1

∞

0
∫ وأن 𝑦2

∞

0
𝑒−𝑦𝑑𝑦 = 2. 

(e)  اشر  لماذا لم غتج نمفتاض انذل لاص عل  أنk,iG وk,jG نيبا متابيذ من أجل 𝑖 ≠ 𝑗. 

عل  ع ا  خفوت را لي.  توافر في ان ةوذج  Lth(  بننننننننننننننت،رج هذا انتةر ن احتةال الخي  في انت وع من اندرجة Lthانت وع من اندرجة ) 14.9
اعَف L  (8.9)انذل در نن اه ب ها ة انفقر    كيل وصننلة اندخل  وصننلة في خط انت خير ذل انوصننمت انذل ا ننت،دم كي ةوذج نلق ا . تُضننَ

𝐺𝑘,𝑚~ 𝒞𝒩(0, 1 𝐿)⁄ 1 من أجل–L≤ k ≤  0. المداخل انث ايية هي 𝒖0 = (√𝐸𝑏 , 0, … 𝒖1و  (0, = (0,… ,0, √𝐸𝑏 , 0, … حيث   (0,
0u 1وu  و 0دتول عل  الإشار  في الأزم ةL .عل  انتوالي 

𝑉𝑚هي  mإن الإشنننار  انعقد ة المبنننتق لة ع د ان من  = ∑ 𝐺𝑘,𝑚𝑈𝑚−𝑘 + 𝑍𝑚
𝐿−1
𝑘=0  1من أجل–L2 < m <0حيث   𝑍𝑚~ 𝒞𝒩(0, 𝑁0) 

𝑋𝑚   مجةوعة انياعات(8.9)مبننننننتقل عن ان من وعن اندخل وعن ربح وصننننننمت انق ا . كيةا بيّ ا في انفقر   = |𝑉𝑚|
 0> من أجل    2
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1–L2 < m  0مبتقلة شر ياا عل  اوء وجود إماu 1 أوu انكشفة كيةا ت ص عاعد   وبحيث تشكل إح اء كيافياا ب رضML  نلكشف
∑ إذا كيان 0uعل  اختيار  𝑋𝑚 ≥ ∑ 𝑋𝑚

2𝐿−1
𝑚=𝐿

𝐿−1
𝑚=1  1أو اختيارu  1أخيراا  فإن . خمف ذن–LX,…, 0X  هي أ ننننننننية مس متو ننننننننط عدره

𝑁0 + √𝐸𝑏 𝐿⁄  0مشنننننرو اا بالمتجولu وهكذا فإن .mX  من أجلL<  m <0  ن  كيثافة عدرها 𝛼 exp ( − 𝛼𝑋𝑚) حيث 𝛼 = 1

𝐸𝑏 𝐿⁄ +𝑁0
 .

𝛽 حيث 𝛽exp (−𝛽𝑋𝑚)هي  mXفإن كيثافة  L< 2 m < Lوبشكل مشاب   ومن أجل  = 1

𝑁0
. 

(a)  تعرض الأج اء انتانية من هذا انتةر ن تق ية ببيية لحباب احتةال الخي  مشرو اا ب ل من انفرايتذ. وهذا هو احتةال أن  كون
 . لا مر نلةجةوع الأول )أل0β = Nأ نننننني ذات معدل  IIDمتجول  Lهو أعل من مجةوع  αأ نننننني ذات معدل  IIDمتجول  Lمجةوع 

∑ 𝑋𝑚
𝐿−1
𝑚=1  0بوجودu عل  ألا  زمن انورود )thL  في  ننيرور  بوا ننان  عدلαولا مر نلةجةوع انثاني )أل   ∑ 𝑋𝑚

2𝐿−1
𝑚=𝐿  1بوجودu  عل )

(. لاحظ أن مفهوم انوعت ه ا لا عمعة ن  مس مشننننكلة 18.9)الامر انشننننكل  βفي  ننننيرور  )عةلية( بوا ننننون  عدل  Lthألا  زمن انورود 
ر  نننَ يل انكشنننف انفعلية وهو عل  ورود  Lهو احتةال  Pr(e)حيلة ر اانننية نعرض المبننن نة من حيث  نننيرورات بوا نننون. بذّ أن  الَح ننن 

 ورود من مجةوع عةليات بوا ون أعمه. 2L-1من انعةلية الأو  عل  الأعل  من بذ 

 
;𝑋𝑘}س  و ة بواسون بأو ا/ وصول متداخل :18.9الشكل  0 ≤ 𝑘 ≤ 𝐿}  وأخ ى بأو ا/ و ود {𝑋𝐿+𝑙; 0 ≤ ℓ ≤ 𝐿} . مكن 

 .β  α +ب ان أن مجمل ا س  و ت ن هو س  و ة بواسون ذا/ معدل

 364 وجد  يران لااع ان ترأة دت انشكل ص 

 (b)كيل ورود من مجةل عةليات بوا ننون  كن ا ننت،مصنن  بشننكل مبننتقل من انعةلية الأو  باحتةال  𝑝 = 𝛼

𝛼+𝛽
ومن انعةلية انثالاية  

1 باحتةال − 𝑝 = 𝛽

𝛼+𝛽
 أن:  بذ 

Pr(𝑒) =  ∑ (
2𝐿 − 1
ℓ

) 𝑝ℓ(1 − 𝑝)2𝐿−1−ℓ
2𝐿−1

ℓ=𝐿

 
(c)  عبّر عن هذه ان تيجة من خملα وβ  ومن و من خمل𝐸𝑏

𝐿𝑁0
 

(d)  ا ننت،دم ان تيجة أعمه لإعاد  حبننابPr(e)  أل من أجل( من أجل خفوت را لي دون انت وعL=1ا ننت،دم ذن  مس .) ℒ = 2 
 .(13.9)من أجل انتجقس من جواب المب نة 

(e)  بذّ أن)ePr(  0من أجلN/bE   كي ير  جداا تت اعص بازد ادL  نت  حL)]0N/(4bE[. 
(f)  بذّ أنPr(e)  من أجل درجة انورودLth   با نننننت،دام عاعد  ان ان ية انعمة(ML  هي مماقلة لاحتةال الخي  با نننننت،دام )نلكشنننننف

 لأخذ انقرار ان هايي.  ML  وأخذ عرار حا ي عايي عل  كيل خرج ت وع  ومن و ا ت،دم عاعد  (2L-1)درجة ت وع 

. افتض أن تابس لامام الح مة انقاعد ة cfنتكن ند  ا ع ا  لا نننننلكية ذات مبنننننار ن   تةتعان بانقو  لافبنننننها  و عةمن ع د تردد حامل  15.9
 المكافئ  عي  بانعمعة:

�̂�(𝑓, 𝑡) = 1 + exp{𝑖𝜙} exp[−2𝜋𝑖(𝑓 + 𝑓𝑐) 𝜏2(𝑡)] (88.9) 
(a)  0ن  عيةة قابتة  1افتض أن  ول المبارr  هو  2و ول المبارvt+  r+  0r أن: (88.9). بذ با ت،دام انعمعة 

�̂�(𝑓, 𝑡) ≈ 1 + exp{𝑖𝜓} exp [−2𝜋𝑖 (
𝑓Δ𝑟

𝑐
+ 
𝑓𝑐𝑣𝑡

𝑐
)] 

(89.9) 

(b)  فبّر المعامل  ة وفبر أ ضاا   يعة انتقر ت المتعلس بانقيي ان ب ية نكل من (89.9)في انعمعةf  وcf. 
(c)  لااعش لماذا كيان م يقياا تعر ف الالاتشار متعدد المباراتℒ  ه ا عل  ألا ∆𝑟 𝑐⁄ وتعر ف الاتشار دوبلر 𝒟  عل  ألا 𝑣𝑓𝑐 𝑐⁄. 
(d)  افتض أن𝜓 = �̂�(0,0)   أل0 = ,�̂�(0 بحيث  كون t > 0. أوجد أصنننننن ر 2 𝑡) = الإشننننننار  إ  هذه انقيةة عل  أغا زمن ن إ .0

 هي م يقية.𝒯coh  انتةا   نلق ا 

(e)  أوجد أص ر ترددf > 0  بحيث  كون�̂�(𝑓, 0) =  هي م يقية.ℱcoh . إن الإشار  إ  هذه انقيةة عل  أغا تردد انتةا   نلق ا  0
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 نكل م ها. pذات الاحتةال  kE, ..., 2E,1Eحداث المبتقلة نتكن الأ 16.9
 (a)بذّ أن Pr(∪𝑗=1

𝑘 𝐸𝑗) = 1 − (1 − 𝑝)
𝑘. 

 (b)بذّ أن 𝑝𝑘 − (𝑝𝑘)2/2 ≤ Pr(∪𝑗=1
𝑘 𝐸𝑗) ≤ 𝑝𝑘.  تلةيح: أحد المقاربات المةك ة هو إق ات المبناوا  فيp=0 ومن و إق ات عدم  

. إن إق ات عدم المبنناوا  نلةشننتس الأول  كن انقيام ب  من خمل ان مر إ  المشننتس انثاني  pالمبنناوا  لمشننتس كيل حد بان بنن ة نلةتجول 
 وذن  من أجل عدم المباوا  الأو . 

17.9 (a)  نتكنu  نننننننننننننننلبنننننننننننننننلننة PN مثننانيننة  دقس ∑ 𝑢ℓ𝑙 𝑢ℓ+𝑘
∗ = 2𝑎2𝑛𝛿𝑘 ونيكن  g u =  b   من أجننل ربح وصنننننننننننننننلننة ع نناgبذّ أن . 

‖𝒃‖2 = ‖𝒖‖2‖𝒈‖2.  تلةيح: ت جو أحد المقاربات غو  يb  مس مرشنجها انتوافقي†b ا نت،دم خاصنية انت ادنية في انيي مس . * u

*b  †u  عل  أغاu * g  والامر إ  لاتيجة تمر رb  . خمل مرشح متوافس مس لافب 

(b)  0إذا كيانu 1وu  هما  لبلتاPN  مثانيتان كيةا في ات ء(a) بذ أن  g * 
0u=  0b  وg * 

1u=1b  دقس‖𝒃0‖
2 = ‖𝒃0‖

2.  
انذل  ةن ع ا  الح مة انقاعد ة انتةثيلية وآخر  ةن نموذج متقيس زم ياا نق ا  الح مة  rakeهذا انتةر ن انفرق بذ مبننننننننننننننتق ل   نَتَجَرَّى 18.9

 انقاعد ة. لافتض أن انق ا  عد خمّ ت بدعة في كيلتا الحانتذ  ون  مر في احتةال انكشف عن الإشار  ان اأة بشكل عير صجيح.
. H = 1من أجل  sinc(t)–و H = 0من أجل  sinc(t) ر ننننل إشننننار   2PAMغن لاقوم بذن  بير قة عير واععية إ  حدّ ما  مس معدِل 

δ(𝑡) لافتض ع ا  من مبار ن ذات ا تجابة لا ضية − 𝛿(𝑡 − 𝜀)  0حيث < 𝜀 ≪ . تكون الإشار  المبتق لة بعد كيشف انتعد ل من 1
 تمر ر الح مة إ  الح مة انقاعد ة:

𝑉(𝑡) =  ±sinc(𝑡) − sinc(𝑡 − 𝜀) + 𝑍(𝑡) 
. افتانننننننننن ا أ ضنننننننننناا ولأعراض انت بننننننننننيط أن ت يرات انيور لاتيجة حامل كيشننننننننننف انتعد ل هي 20N/وكيثافة  يفية  WGNهي  t(Z(حيث 

 معدومة.
(a)  صف كياشفML .من أجل الحانة انتةثيلية ع دما تكون انق ا  معروفة بدعة ندى المبتقِ ل 

 (b) أوجد خي  الاحتةالPr(e)   من خمل  اعة انتةر ر الم ،فير نلإشار  المبتقَ لة𝐸 =  ‖sinc(𝑡) − sinc(𝑡 − 𝜀)‖2 
(c)  عرّبE با ت،دام انتقر ت sinc(𝑡 − 𝜀) ≈ sinc(𝑡) − 𝜀sinc′(𝑡)  تلةيح: ا تذكير ق ايية دو ل فور ي.𝑢′(𝑡)  → 2𝜋𝑖𝑓�̂�(𝑓). 
(d) ( لادرس تانياا ان ةوذج المتقيس زم ياا حيث ولاتيجة كيون الاتشننننار متعدد المبننننارات صنننن يراا جداا بالمقارلاة مس فت  انتشننننو رsignaling  )

 هي 0. إن إشنننننننننننننننننننننار  الخرج )أل عي ننننننات الخرج( ع نننننند انفت  gفننننننإن انق ننننننا  المتقيعننننننة عنننننند جرى نمننننننذجتهننننننا بوصنننننننننننننننلننننننة واحنننننند  
±𝑔[1 − 𝑠𝑖𝑛𝑐(𝜀)] + 𝑍(0).  لافتض أنZ(t)  عد جرى ترشننننننننننيجها نعرض اعال انقاعدلW=1/2 أوجد احتةال الخي  با ننننننننننت،دام .

 معروفة. gهذا الخرج ومفتااا أن 

(e)  قتب خي  الاحتةال نل تايج انوارد  في (b) و(c) و(d)  ع دما ت تهي  1/2من  إ  ان نننننننننننننننفر. عارن انيرايس ان  من خملها ت تهي
 ان تايج إ  ان فر. 

(f) ( حاول أن تشنننننر   ننننن ت كيون غج انتقيسdiscrete.أدنى م  نة من ان هج انتةثيلي )  تلةيح: ما هو ت قير ا نننننت،دام تقر ت انوصنننننلة
 انواحد  عل  نموذج عي ات انتةر ر الم ،فير نلق ا .
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